


Геометргя. 


ПРЕДИСЛОРТЕ. : 


Дому ‘надо проходить чеометрио? Большинству нашихъ яодпис- 
чиковъ. Она обязательна, какъ для лицъ, готовящихся на вольноопр. 
1-го и 2-го разряда, на учителей разныхъ училищь (двухклас. на- 


‚ чальныхъ, уздныхъ, рыспихъ начазьвныхь), такъ и для желаюнехь получить 
_званте класснаго чина (гражданскаго и военнаго), аптекарекаго уче- 


ника ит д. 
Кода надо а. еометрию? ‘Только посл основательнаго 

знакомства съ ариометикой и предварительнаго знакомства съ 

алгеброй. 

. Обыкновенно геометрию (въ 4-мь ВО ВЪ т. заведе- 

шяхъ начинають проходить на годъ позже, чфмъ алгебру (въ 3-мъ 

классв). Ноэтому мы убфдительно совзтуемь нашимъ подписликамт 


въ интересахь занятй че приступать кз из ен гвометр!и, если 


они не прошли еще всей ариеометики и части алгебры. 

Какь проходить звометую? Объ этомъ мы уже` отчасти говорили 
въ стать „Способы прохождешя“. Для лучицаго усвоешя этого 
предмета, необходимо внимательно читать всЪ доказательства теоремъ, 
слфдя за чертежами; потомъ самому продфлаль на бумагБ эти дока- 
зательства, запомнивъ только назване теоремы. Доказательства ни въ 


коемъ случа не слфдуеть наизусть заучивать; если вы поняли то, 
й 


’ что читали, то и безъ „зубрежки сможете сами повторить своими 
словами весь ходъ доказательствь данной теоремы. Пели вы не по- 


_няли какой-либо теоремы, то не идите дальше, оставьте на время 


геометрио, а потомъ снова возьмитесь за эту теорему; вторично вы 
ее безусловно поймете. Вс$ геометричеенмя упражневя и задачи’ надо 
продЪлываль самому безъ постороннсй помощи. 


ГЛАБА Е 


_1. Опредфлене. геометрии. Изь величинъ "), которыя мы по- 
стоянно наблюдаемъ въ окружающемь насъ м рф, самой существенной, 


_ самой элементарной намъ всегда кажется «иротяженще» "). Мы не. 


уможемъ себЪ представить ни одного предмета (какъ бы малъ онъ ни 


о быль), чхобы онъ не занималь мЪста въ пространств. Наоборотъ, 
® форма предмета, его внъшый видъ для насъ чаще оказываются боле 
_ важными и необходимыми и воспринимаются нами, познаются лучиге 
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_ п яенфе, чъмъ вещество, -_ предмет, заполняющее форму. 








:) о опредвлевще + величины ВЪ аъ ариеметики и алгебры. 
кей Что. такое „протяжен!е“ подробно см. о „Физика“. _ 
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Та отрасль математики, которая залимается изучещема свойства 
протяокеня, т.-е. изученемз внпуиней формы, называется зеометуей. - 


Такимъ образомъ, геометря имЪеть дфло съ тБлами, предметами, въ 
‘дЪйствительности не существующими, а только воображаемыми. ВъЪдь, 
конечно, никто не станетъ утверждать, что форма физическаго т$ла 1) 
можеть существовать въ природ$ отдЪльно отъ вещества, ее запол- 
няющаго. | 

Такимъ а Въ отлише оть понямя тбла и 
можно установить поняе 27/54 вометрическало; ето мы можемъ 
опредфлить хак. пространство, занимаемое физическим и. 
предметомв. 


Такъ, напримфръ, если геометрая изучает свойства шара, куба 
ит. д., то ей вовсе иЪфть дфла до того, изъ какого вещества при- 


готовленъ этоть шаръ, сколько онь вфеить, его цвфть и т. д. Гео- 
метр1я занимается только формой шара, куба, устанавливал и изучая 
опредфленныя соотношеня между различными частями этихъ тЬлЬ 
(такъ, напримЪръ, соотношение ‘между высотой куба и разм5рами 
какой-нибудь стороны его). 


`ГЛАВА П. 
Предварительныя понятйя. 


2. Авсомы и теоремы. Геометря принадлежить къ числу 
точныть математическихь наукъ, поэтому вез свои выведы, законы 
она основываетъ на строго опред5ленныхь и вполн$ доказанныхъь 
положеняхъ. Но, какъ и во всякой науЕЪ, въ геометрии имЪются 
очевидныя для ВоВ ХЬ положешя, безспорныя истины; доказывать ИХЪ 
совершенно излишне, а иногда и невозможно, Вет дСтв ихъ 0ез- 
условной простоты и ясногли. Лажя положеня, истинность которы 
всьмз ясна щ очевидна, называются аксюмами. Изъ математическихь 
положений къ такимъ истинамъ-аксомамь принадлежать, напримЪръ, 
слфдуюция: 1) Сумма ‘равна всзмь своим частямь (слагаемымь).. 
_2) Часть меньше цфлаго. 3) ДвЪ величины, равныя порознь третьей 


величинЪ, равны между собой. 4) Величина, которая не больше, не _ 


меньше другой величины, равна ей. 5) Если къ равнымъ величинамь 
придадимъ (или отнимемъь отъ нихъ) равныя же, то и полученныя 
суммы (или разности) будуть равны ит. д., ит. д. ев 

_ Помимо тавого рода истинъ-акс1омъ, въ матемалик$- существуетъ 
_масса положений, истинность которыхъ не такъ очевидна или даже 
ворсе не ясна; поэтому, чтобы убЪдиться въ ихь истинности, при-_ 
ходитСЯ и КЪ дЗлому ряду (иногда а сходных) дока- 


——--.- 


`*) Физическимъ тзломъ называется ‘волк рощеотвонный | предметь, (тапр, а : 


камень, ть песокъ и т. д.), 
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зательетвъ, ссылокъ на соотвЪтетвующия акс1омы и т. д. Такою рода 
положеная называлотся теоремами, Прим5ры теоремъ: 

1) Въ геометрической пропорщи произведен крайнихъ членовъ 
равно произведению среднихъ. | 

2) Если сумма цифръь (обозначающихь опредфленное число). 
длится на 9, то и самое чиело раздфлится на 9. Эти теоремы до- 
казывалотся еще въ ариеметик$. | 

Геометр!я излагаеть все въ строго систематическомъ порядкЪ, 
‘переходя отъ акеюмъ въ боле простымъ теоремамъ, & зат6мъ къ 
болБе сложнымъ. Такимъ образомъ, вс акс1омы и теоремы находятся 
какъ бы въ тфеной связи: каждая опирается на предыдущую и вм$ст$ 
съ т5мъ уясняеть послФдующую. Но иногда приходится вводить въ- 
нЪкоторые отдфлы геометрии теоремы, которыя (не будучи вовсе. 
связаны съ предыдущими) тЪмъ не менфе лучше уясняют посл$- 
дуюния доказательства. Тавя всиомонипельныя теоремы называются 
леммами. а 

Доказавъ какую-нибудь теорему, мы иногда можемъ сдфлать изъ 
нея одинъ или нЪоколько полезныхь и важныхъ выводовъ. 

Такой непосредственный выводз изз теоремы называется СЛБд- 
ствемъ ‘). НапримЪръ, изъ теоремы: «если каждое изъ двухъ сла- 
гаемыхь дфлится на какое-нибудь число, то и сумма ихъ раздфлится 
на 10 же число», можно вывести слёдетв!е, что: «если сумма двухъ 
слагаемыхь и одно изъ этихъ слагаемыхьъ. дфлятся на какое-либо 
число, то и другое слагаемое также раздфлится на это же число». 

Е. 3. Составь теоремы. Всякая теорема (или акс1ома), выраженная” 
_ полно безъ сокращевй, представляеть собой условное предложенле; 
она соетойтъ, такимъ образомь, изъ двухъ частей: усломя и заклю- 
чешя. Услойе выражаеть то, что мы предполагаемъ даннымъ. 5аклю- 
чене же указываеть на то, что нужно доказать. Напр.: въ теорем 
о признакахь дфлимости на 9, «если сумма цифрь дблится на 9». 
представляется намъ уже даннымъ (и это будетъ услонемъ),—тре- 
буется доказаль, что и «самое число раздёлитея на 9»— 910 будеть 
вторая часть теоремы, т.-е. заключеме. Но очень часто прибЪгаютъ 
° въ сокращенному способу выражевя теоремъ въ видё одного простого 
° предложеня. Напр.: «въ геометрической пропорщши произведение 
Ерайнихъ равно произведению среднихъ членовъ» представляеть с000й 
сокращенную форму теоремы. Полностью сл$довало бы выразить ее 
тавъ: <если 4 числа сосфавляють геометрическую пропорцю, то 
ит. д... 
4. Теоремы обратныя и противоположныя. слё мы 05 л0б0й - 
_ иеоремь заключеще поставимз на мисто условя, @ услове на место 
заключещя, то получится новая теорема, которая будетз называться 
обратной. Шервая же теорема вз такомз случиь будегь называться 
_ прамой. ре 








_/з) Конечно, слъдетвя возможны не только изъ теоремы, но Я изъ акоюмъ. 
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Примфръ: Лоямая теорема. Если число дфлится па 9 и на 3 
то оно дфлится и на 6. Обратная теорема. Если число длится. на ы 
10 оно дфлитея на 2 и ва 3. | 

Прямыя теоремы всегда вЪрны. Обратный : же теоремы не всегда 
в®рны. Въ нашемъ примбрЪ (относительно дЪлимости на 6) обратная 
теорема какъ разъ вЪрна. Но можемь вспомнить изь ариеметики и. 
иныя теоремы, у которыхъ обратныя теоремы невфрны, НагримЪръ, 
‘прямой и върной теорем «если каждое слагаемое длится на какое- 
либо число, то и вся сумма раздфлится на, то же число», —соотвЪт- 
ствуеть обратная; «если сумма дфлится на какое-либо число, то и 
важлае слагаемое раздфлится на то же число» Обратная теорема, 
‘конечно, невзрна (въ самомъ дфлЪ, еели сумма двухъ чисель 7 и 8, 
т.-е. 15 дфлитея на 5, то. отсюда не слфдуеть, что Ти 8 дБлатея 
порознь ‘на 5). | | | 
| Точно тавъ же не всегла вфрны и, такъ называемыя, противо- _ 
положныя теоремы. Противоположными - называлотся тая теоремы, у_ 
которыжь передз объими частями поставлено’ отрицише не. Нагпр., 
теорема: «если число не дфлится на 2 и на $3, то оно не раздЪлитея — 
на 6> будеть противоположная той же теоремЪ, но безъ отрицанй 
не передъ услошемъ и передъ заключешемъ. Приведепная противо- _ 
положная теорема вЪрна. НримЪромъ невфрной можеть служить 
теорема: «если слагаемыя порознь ме дфлятся на какое-либо число, 
то и сумма че раздБлитея на то же число». 

ДЪйствительно; ни 12 ни 13 на 5 не дЪлатея, тогда, кавъ ихъ 
сумма, т.-е. 25, на 5 длится. 

Поэтому необхо, димо (не опираясь на вЪрность прямой теоремы)” 
всегда ировюряь или снова доказывать обратныя или противопо- 
ложныя ей. 


ГЛАВА Ш. 
Обиия поняття геометрии. 


5. Точка. Линия. Поверхность. Всякое геометрическое т%ло 
(см. опредЪлене въ 8 1), какь н%что невещественное, можно ссб% 
представить состоящимъь изъ безчисленнаго количества такихъ же - 
невещественныхь точек. Кубъ °), напр,, есть не что иное, какъ — 
совокупНость точекъ, расположенных особым порядкомъ. Таким — 
_образомъ, основнымъ элементомъ въ геометрии _ ‚является точка (кавъ 
въ ариометикВ единица). Точка въ гебметри понимается, какъ 
нфчто, не имфющее ни длины, ни ширины, ни высоты. `Обыкновенно 
ея опредЪлене такое: почка есть зранича лийи. Линая же есть_ 
не что иное, какз соединеше точекз, —имфющее ЛИШЬ, длину. БолБе_ 
сложнымъь авляется _поняте поверхности, которая предотавляеть_ _ 








:) Конечно геометрический, а ое 





об то, чфмъ всякое ТР ее отдфляется оть остального: 
‘пространства. у 
Сочетание всякао рода точекз, лин и повераностей называется 
о  вометрической филурой. ` 
Е 6, Виды линй. Лиши бывають: ирямыя, ломаныя и кривыя. 
Что такое прямая линия, извфстно всякому. Поняте ‚прямой лини 
принадлежить къ числу элементарныхь, т.-е. основныхъ, наиболфе 
простыхъ. Ирямая линия часто называется просто ирямой (черт. 1). 


=; 





Черт. 1. 
Ломаной лишя называетея тогда, когда она состоитъ изъ частей 


прямой, не расположенныхъь на одной 
прямой, а имБющихъ разныя направле- о 
ня (черт. 9). 


Дривой называется лия, -мВняю- Черт. 2. 
щал направлешя при каждой своей точкЪ (черт. 3). 





Чеурт. 3. 


р 7. Акстомы прямой. Для дальнфЙшаго необходимо имЪть въ виду 
слВдующия акеомы .прамой: 1): прямая есть кратчайшее разстояне 
между двумя точками; 2) дв точки вполнф опредфляють положене 

° прямой, т.-е. черезъь всямя дв точки пространства можно провести. 
> только одну прямую; 3) прямыя, имющия по 2 общихъ точки (т.-е.. 
_ когда 2 какя-либо точки одной прямой принадлежать также и 
° другой), еливаются (въ одну); 4) прямыя, имфюцйя только одну _ 
общую точку, пересекаются и 5) всякую прямую можно продолжать 
—  ВЪ 005 стороны безпредфльно отъ каждой ея точки. Все это тавя 
— положевшя, которыя не требуютъ доказательствъ. 
а. 8. Изображене и обозначеше прямой. Прямая обыкновенно 
_ изображается въ видБ прямой черты, при чемъ мы представляемъ 
° 660$ ее или безграничной, или ограниченной по о стозонамъ, 
° или ограниченной только съ одной стороны. 
—- Въ первомъ случа она называется безконеиной, во втором— 
— конечной или отризкомь прямой и обозначается буквами (обыкно- 





О 


= а. 
и 02. 


+7 
-} —- 

3. 54 
- г 


венно) латинскаго алфавита, а у ея концовъ. Напр., черт. 4. 
Вныражалтъ эту прямую такъ: прямая АВ или отрфзовь АБВ. 


Черт. 4. 


Наконець, въ томъ случаЪ, когда лишя отраничена только съ 


одной стороны, буква ставится только со стороны ограниченной, и 
называется полупрямой. Такова будеть полупрямая А (черт. 5). 


А 





— — — — 


Чёрт. 5. 


9. Изм5рене прямой. Сложене отрёэковъ прамой и друг 


ДЪйств я. Что такое измфрене величинъ, извфетно еще изъ ариоме- 
тики, Въ данномъ случаз измфрить прямую-— значить найти, сколько. 


разъ содержится въ ней другая прямая, принятая за едивицу. 
Геометрическя ‹ прямыя лиши могуть быть, конечно, измфряемы 
по длинф (ибо представляютъ собой отвлеченную ИЕ). он могутъ 
быть сравниваемы между е0бой; надь ними, какъ надъ величинами, 
могутъ быть произволимы, т. ариеметичесня дЪйстня: сложеше, 
вычитане, умножеше и т. д. При измфреши прамыхъ, т.-е. при 
сравнеши ихъ съ другими прямыми, припятыми за едипицу, слЪдуеть 
руководствовалься слБдующими положешями геометрун: о 

1) Прямыя (конечныя) ‘считаются равными, если онъ ‘совмт- 
щенотся (сливаются) вз 06955 свои конечныхь точкажь. Тогда лия 
сольются всецфло, такъ какъ между 2 точками можно провести 
только одну прямую (5-7). Убфждаются въ равенствЪ прямых ъ 


А | | в ис вають одинъ отрзокъ прямой 
‘Терт. 6. на другой. Напр.: отрЪзги АВ 





и СО (черт. 6) будуть равными, если окажется, что при наложени _ 


точка С упадеть въ точку А, а точка Р—въ точку В. 


2) Если же мы наложимъ одну конечную прямую на другую, 


и окажется, что конець одной прямой ‚упадеть до конечной точки 
| о отрЪзка или за нимь, то таве отрфзки прямыхь (или ко- 
0 нечныя прямыя) будуть ие- 
ак. М ее “Напр.: .отрзокъ 
будеть меньше отрЪзка 
Черт. 2. 
и (черт. 7); такъ ‘какъ, 
будучи наложень на ММ тавъ, чтобы точка Р совнала съ точкой М, 
онъ свовмъ другимъ концомъ упадеть лишь въ точкЪ, ее 0, и 
составить лошь часть прямой ММ (Рё=МО< ММ). - 
Сложкеще. Чтобы опредФлить сумму нЪсколькихъ Е пря- 
мыхь, напр.: отрзковь АВ, Ср и ММ (черт. 8), необходимо в 


А вс 
- | о Черт. 8. 
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р м: 


налокенемь, “т.-е. наклады- 
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_ цостаточно взять какую-либо прямую (неограниченную буквами) и 
_ на ней отложить ') отъ любой точки, напримЪръ, точки К данные 
_  отр$зки поел$довательно одинъ за другимъ. Первый отрЪзокъ займетъ 


не К т р 
| 1 








> МЪето, напр., до точки О, второй отъ О до В и тремй отъ Г, до Р. Полу- 
_. ченный отр$зокь КР и будеть суммой данныхь. отрЪзковъ, такъ 
_кавъ онъ изъ нихъ составленъ (черт. 8). | | 
Бычитаще. Чтобы опредЗлить разпость двухъ отрЪзковь: АВ и 
СР, необходимо на одномъ изъ нихъ (большемъ отрфзкЪ — умень- 
шаемомъ), напр., отрфзк% АВ, оть конца его’ (напр. А) отложить 
другой (меньший отрзокъ— вычитаемое), напр., отрфзокъ СО, который 
и займеть опредзленную часть АВ, именно часть АМ. Тогда 
отрфзокь МВ будеть разностью между данными отрфзками АВ и 
‚СВ; МВ, будучи сложенъ’ съ’ отрфзкомь СО, даетъ отрЪзокь АВ 
/_‹ (черт. 9). 
Е : но - 
Е: А В.С 
Черт: 9: 


| 


1 








Отрзки можно также множить на любое отвлеченное число, 
тогда дЪло сводится къ суммировано (сложеню) равныхъ отрфзковъ 
ит. д. | ИЕ 
ы _ 10. Плоская поверхность. НЪкоторыя поверхности 'обладаютъ 
_такимъ свойствомъ, что прямая можеть быть на нихъ наложена 

всВми своими точками, въ любомъ направлени (напр., поверхность 
_ любой стороны куба). Тая поверхности называются илоскими чли 
° плоскостями. Мы, можемъ себЪ представить: 1) фигуры, лежалщя. 
въ одной плоскости (напр.: дв пересзкаюцщияся лиши, квадратъ и 
все, что имфеть только длину или только длину и ширину, или, 
вакъ говорять, два измВреня), и 2), фигуры, отдВаьныя чаети 
которыхъ лежать въ различныхь плоскостяхъ (напр., фигура куба, 
шара и всего того, что имфеть длину, ширину и высоту, или три 
изм ревя). СоотвЪтетвенно такому дЪленшо геометрическихь фигуръ, 
чеомейция, какъ наука ихъ изучающая, фъмиися на: планиметрию и 
стереометрио. Е | | 
_Планиметуяя изучаеть фигуры, ‘имфюпия одно “) или 064 
_ измюреная. Отереомепуия  изучаеть всз фигуры, имбюпя три 
-  измвреня. | | 


1) Отложен!е производится циркулемъ. Давъ. циркулю растворене, равное, 
напр., длин® отр№зка АВ (черт. 8), мы затЪмъ, перенеся циркуль на другую 
прямую, откладываемъ на ней прямую линшо, равную АВ. и 

2?) Часть геометр1и, изучающая фигуры одною измВреня, т.-е. лиши, на- 
:. зывается, собственно, лоииметраи. . 





Отдфлъ [. 
ГЛАВА. _ 


Углы и ихъ свойства. 


11. Углы. Узломз называется часть поверхности, закмоченной между 
двумя прямыми, исходящим #35 одной точки. Такъ, напр.: отрЪзки 
АВ и ВО, исходя изъ одной точки В, составляють уголь (черт. 10). 
Точно также 2 пересфкаюцияся прямыя (АВ и СО) составляють 
4 угла (черт. 11). Точка, изз которой опуъзки прямой исходять, 
называется вершиной ума, а самыя прямыя—сторонами узла. Такъ, 
напр., точка В (черт. 10) будеть вериииной, а отрзки ВА и ВО 
сторонами угла. Уголь обозначается обыкновенно тремя буквами, 


изъ воторыхъ средняя буква, стоящая у вершины, & дв$ другихь — 
у концовъ сторонъ угла. Такъ, напр., уголь на чертежь 10 обо-. 


значается такъ: уголь АВО или ПВА. Самое слово «уголь» замЪ- 
няется знакомъ /., такъь обозначеше угла черт. 10 будеть: . АВ, 
или ПВА. т. | 








м 


Черт. 10. Черт: №: 


Длина сторонъ угла несущественна для величины его; важна 
только степень раствора угла. Поэтому 2АОВ = ДСО), хотя ето- 
роны второго (черт. 12) являются лишь частями сторонъ перваго 
угла (АОВ). | 

Углы же АОС и АОВ (черт. 13) равными не будуть (хотя бы 
стороны у нихъ и были равны), такъ какъ степень раствора, различна. 


А | А 





р 8: 


Черт. 12. | Черт. 13; 


Равными же вообще два угла (черт. 14) считаются лишь тогда, _ 
когда при наложеви другь на друга ихъ вершины и .0бЪ стороны — 


, 
27 ла Ам о М-ва Ады. 





КУ НЕС» 


В И Е 






&, 4 
В” че Ва А 





Е. 

| аа г вершины и т друга в ИхЪ ке (черт. т то у 

_ Вась будуть неравные углы. Такъ, напр., углы АВС и А,В,С, будутъ 
равными, если точка В, совпадетъ съ точкой В и стороны А, В; и 

С, В, пойлутъ соотвЪтетвенно по сторонамь АВ и СВ (черт. 14). 
















Е 

К. 7 

- 

Е: В, Е. 

тЫ Черт. 14. _ 

— Уголь же СОГ будеть меныше угла С:0.0;, еели сторона СО угла 
‚СОР, въ случа наложешя перваго угла на второй, пойдетъ внутри 
угла. С. О:0, . ме (черт. 15). Эти углы не будуть рав- 

_ ВЫМИ. 

к. Е | -. 

ь 

: 

:3 

3 

- 

> Черт. 15. 

ь 12. Сложенме угловъ и др. дБйствя. Надъ углами, какъ и. 

_ надъ ливями, можно производить ариеметическя дЪйствя: углы можно 

° складывать, находить разность угловъ и т. д. Для того, чтобы по- 

- 2 Зы 

и 

Е. те 

ь строить сумму нЪсколькихъ угловь, напр. угловь АВС, ОРМ и МКР 

=. (черт. 16), поступаютъ тавъ: сетроять какой-нибудь изъ данныхь | 

—- угловъ, напр.» ДАВС, затфмъ къ нему прикладывать второй данный 

® уголь тавкъ, чтобы вершины ихъ совнали (точки Р съ точкой В) и 

и: = 


и. ны сторона была ‘бы общей; зат, ко второму углу точно тавъ же, 


ВЕ 
6 3% ах с = : 2 
Ее аы Е 
«\ и эс 2. = = и 
_ т Зе = с 
м > --< = — = т 
> *. 3-3. Гчк Зе ат ВЕ МИАН. в мы = ч /”. 


прикладываютъ пром ‘уголъ. Получи ой Сов и не пкь 


суммой (черт. 16).- 
0 


0 









Чтобы получить разность 

двухъ угловь (Черт. 17), 
надо на больший утоль (умень- 

_  шаемое) наложить ‘менышй 
А толь (вычитаемое) такъ, 
_ чтобы вершина и одна сто- 
рона у нихь совпали. Тогда 
‘вторая сторона меньшаго 
С утла пойдеть внутри боль- 
шаго, и уголъ, составленный . 


е Черт. 16. ‘с _ Второй стороной большаго. со 


второй же стороной мень- 


шаго, и будеть разностью данныхь угловь. Нанр.: разностью угловъ 
АВС и ФОР (черт. 17) будеть САВ® (АВС— 005). . 


А 


В 








Черт. 17. 


Умножене сводится къ сложентю угловъ. 





Зерт. 18. 


13. Взаимное положене угловъ. Если. 


 пересЪкаются каюя-либо двф прямыя, то онв 


образуютъ 4 угла. Пусть, имфемъ отрзки АВ 
и СО, которые пересЪкатотся въ точкЪ О (черт, 
18). Тогда углы: 2 АОС и 2 СОБ, очевидно, 
будуть въ иномъ положеши по отношен1ю другъ 
въ другу, чЪмъ, напр., тоть же Д АОС по 
отноненю къ д РОВ. Углы въ первомъ слу- 
ча называются смежными, во второмъ— вер- 
тикальными. Итакъ, смежными называются 


узлы (напр., АОС и СОВ), у которых одна. сторона общая. (ОС), & 
д6% друия стороны лежать на одной прямой (АО и ОВ на АВ). 
Конечно, смежными будеть также и каждая изъ слфдующихъь паръ 
угловъ: СОВ и ВОО; ВОР и РОА; РОА и АОС (черт. 18). _ 


‚Вертикальными называются умы, у которыхь стороны одною _ р 
узла (напр. АО’и ОО) составляют» продолжене стороне дру 
ла _ и ОС) (черт. 18). 








Е #) = чертеж 18- -Мт емежпые углы неравны (напр., доб. ч СОВ). 


_ Шо можно, конечно, представить себЪ и такой случай, когда смежные 
углы равны; въ такомъ случаЪ карюдый из равныхь смежныхь у1л06% 
называется ирямымь (черт. 19). Общая сторона такихь прямых 
(смежныхъ) 1744065 называется перпендикуляромз, а точка пересфченя 
общей стороны съ прямой, на которой лежать двЪ друйя стороны, 
называется основаиемз. Общая же сторона смежныхъ, но неравныхъ 


угловъ называется наклонной (которая также имфетъ’ свое основание). 
Такъ, напр., углы: АОВ и ВОС пазываются прямыми (вбо они” 


‚=. > 


смежны и о. прямая ОВ-— перпендигуляромь, а, точка. О (черт. 19] 
‘осиовииема (перпенликуляра). 
ы Сторона же ММ (черт. 20) будеть наклонной, а точка М-—осно- 
_ ваемз (наклонной). 





3 8 р М 
и К 
ее 
т. 7 х хь 
3 и р. 7 я 7 
\ | р р р. 
У, а 
| | _ 17 х 
А О м 
Черт. 19. | Черт. 20. 
о Для насъ ясно, что точка М (черт. 20) можеть служить оено- 


_вантемь многихъ наклонныхъ, и, такимъ образомъ, на любой прямой 


можно себЪ представить безчиеленное множество неравныхъ угловъ. 


_ (МФ, КМО ит. д, ит. д.) Точно также почти ясвымъ предета- 
вляется и то, что смежпыхъ раввыхъ угловъ при данной’ прямой, 
по одну ея сторону, можеть быть тольно.два. Въ этемь мы убЪфдимея 
посл нижесл5лующей. теоремы. 

14. Теорзма. 35 каждой точки на прямой можно’ возстановить 


„90 объ стороны этой прямой пернендикулярз кз ней и притом. 


только один. 


Ре ок 43476157980. Доказать первую’ часть теоремы можно такъ. . 


Если мы будемъ вращать общую сто- 

_ рону (АВ) двухъ смежныхь угловь А А, 

около точки осмованая (черт. 21), неиз- о 

” бБжно наступить такой моментъ, Когда 
_ 0ба смежныхь угла будутъ равными, и 
< ВЪ Этоть моментъ ихъ общая сторона 
_ будеть перпендикуляромь къ данной 

прямой. Такъ, при врашени прямой-АВ 
_ вокругь точки В, она будетъ (черт. 31) Чар, 91. 
_ послБдовательно занимать положеше 

^ А.В, А-В и т. д., при чемъ уголъ. АВС, прилегалоний къ ‘сторонЪ 
| — _ СВ, будетъ пепрерывно возрастать, а при. егаюний (АБО) въ ВО— 











`умепьшальея. н, наконець, паступить моменть (въ положен? в 
когда углы окажутся равными, т.-е. прямыми (АзВС=А; ВО). 


м 


Для доказательства второй части тео- 
ремы, Т.-е. что можеть быть возстано- 
ленъ только одинз` перпендикуляръ изъ 


К- 





повлень пернендикуляръь ОМ (черт. 2 25): 


- в В тогда 2 АОМ —^ ОВ, Кавъ о 
прямые. 

Теперь положимъ, что кромЪ ХО ИЗЪ 

1 точки О возстановленъ еще какой-нибудь 

Черт, 92. периендикулярь ОК. При такомь допу- 


_ щен: слфдуеть, что С АОК = 5 КОБ, 
какъ прамые, смежтые углы Но изъ опредфленя равенства и нера- 
венства угловъ (5 12) слфдуеть, что С АОК больше, чм С АОМ 
и С КОВ меньше, ч$мъ д МОВ. 

Мы получили, что С АОК равенъ и ков и ЕАОХ = СД МОВ, 
слВдовательно, 2 АОК, равный 2 КОВ, въ одно и то же время и 
больше и меньше угла АОМ (пли СМОВ), что, конечно, невозможно. 


Поэтому предположеше, что изъ данной точки О, кромБ перпенди-_ 
‘куляра №0, можно возстановить еще перпендикуляръ, напр., ОК, не мо- 


жеть имЪть мЪста, такъ какъ оно насъ приводить къ нет5пому выводу. 


Итакъ, изъ данпой точки на прямой можно возстановить лишь. 


одинъ перпендикуляръ. Продолживъь его по другую сторону прямой 
АВ и прим$няя ТБ же разсужденя, мы убЪдимея, что перпендику- 
ляръ (и только одинъ) можеть быть возставовленъ по 00Ъ стороны 
данной Прямой изъ одной ея точки. Замфтимъ кстати, перпендику- 
лярность изображается знакомь -[. Если какая-нибудь прямая №О 


{черт. 22) перпендикулярна къ прямой АВ, то и АВ т%мъ самымъ 


перпендикулярна къ прямой №0 (ибо уголь МОВ остается прямымъ 


независимо отъ того, будемъ ли мы считать общей стороной прямую 


М№О или прамую ОВ). 

15. Теорема. Всь прямые уалы фавны между собой. 

Пусть имЪемь дв пары прямыхъ (смежныхъ) угловъ, т.-е. 
2 АВ = (ЬВС и ДА ВО, = ДО,В.С, (черт. 93). Для того, чтобы 
доказать, что прямые углы первой пары равны прямымъ угламъ 
второй пары, наложимъ фигуру А.В.О,С, на фигуру АВОС (черт. 23} 


|. р. 


Черт. 23 


данной точки, предположимъ, что изъ ва- — 
кой-нибудь точки О прямой АВ возста-_ 





3 А: мл В. г.в 


о ТИ" 


ВТА р 


| 
33 
5} 
- 








09 


_ тавъ, чтобы прямая А;:С, пошла по прямой АС и точка В, совпала 
_ съ точкой В. Тогда прямая О.В; неизбзжно должна пойти по прямой 
ОВ, ибо въ противномъ случаф изъ точки В можно было бы воз- 


_ становить въ прямой АС два перпендикуляра: одинъ далный ОВ, а 
— Другой, какь общая сторона двухъ наложенныхь (и совнавшихь въ 


основаи съ углами первой пары) прямыхъ угловъ. Посл6днее же 


_ по доказанному выше невозможно. Итакъ, прямая Р.В, пойдеть по 
_ прямой ОВ, и углы первой и второй пары совершенно совпадутъ 


2 се угловъ и сторонами, а это т, что 


= 1 Уж ом 
т м Ру к 
и 


) % т) 


> 
№” 





А.В: = САВЬ, 
2 0,В,С; = 2 ОВС. 


_ Такъ вакъ правая и лЪвая части равны также и между собой 
(СА. В:О, = 2 В.В. С, и т. д.), то вс 4 прямыхъ угла равны между 
собой, что и требовалось доказаль. 

16. Опредъленте. 

Въ данномъ случаз мы брали для доказательства дв пары 
прямыхъ угловъь, но мы, конечно, можемъ примфнить т же разсу- 
жденя и къ 5, 6 ит. д. парамъ-всегда прямые углы будутъ равны 


между собой, т.-е. прямой уюль есть величина постоянная. При 


сравнении и изм5ренши угловъ удобно всегда принимать за единицу 
угла прямой уголь, какъ постоянную величину. Величина прямого 
угла обозначается буквой @ (оть французекаго слова агой— прямой). 
Уюлё менше прямою называется острыме, а больше прямою — ту- 


— пыма. Напр., КОВ острый (черт. 22), а Д АОК— лупой. 


17. Теорема. Сумма дву смежныеь уловз равна деимь прямым. 
Положимъ, углы АОС и СОВ будуть _ к 


смежными (черт. 24); требуется доказать, 
что ихъь сумма равна двумь прямым = р 
_ угламъ, т.-е. что 4 АОС-- 4 СОВ==24. Для 


доказалельства изъ точки О возставимъ пер- 
пендикуляръ ОК, который раздЪлить одинъ 





_ изъ данныхь смежныхь угловь на дв А О В 
° Части; у наеъ получатся три угла, вмЪсто о. 
 прежнихъ двух; конечно, эти три угла 


равны прежнимь двумъ (ибо они составлены изъ двухъ, безъ при- 


_бавлешй и уменьшен), т.е. ХАОК- КОСА 60В= С АОС- 


== 2 СОВ. 


_— Разсматривая лЪФвую часть полученнаго равенства, зам чаезеь, 
чт0 САОК прямой, т.е. равенъ 4, углы же КОС--СОВ В 


° также составляють @. Такимъ образомь, подставивь @, получимъ: 


- 9Ра=сА00--2С0В; 2а4= АО ЕСООВ что и требова- 


лос® доказать. 
Сльдетвия, 1) Одна пара смежныхе улловь равна всякой друтой 


: ларь смежныхь, такъ какъ всякая пара смежныхь равна 24. 


-9) Если од 35 смежныяь и 108% 01 будет острыме, то 90у- 


ЕО 


+0 смежный — тупой, ибо сумма ихъ постоянна (24), и веякое 
уменьшеше и увеличене одного изъ нихъ влечеть за собой соотвЪтТ- 
ственно увеличеше и умевьшеше другого. 

3) Сумма носколькихь уловь (вапр., угловь доб, Сор, ОЕ, 
-ЕОМ и МОВ на черт. (25), расположенныхь вокруз общей вершины 
по одну сторону прямой (АВ), равна двумз прямымз, такъ какъ ихъ 
можно всегда замфнить парой смежных (напр., углами ОР И ров) 
(черт. 25). / 

4) Сумма узловь, расположенныхь вок какой-ниб будь точки О, 
(черт. 26), равна 44. Продолживъ какую-пибудь изъ прямыхъ, а. 
зующихь углы при О, напр., прямую АО, мы убЪдимея, что сумма, 
этихъ угловъ разобъется на ее суммы 411065, расположенныхь по 
одну сторону прямой (слБдетые 3). 


В с 
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Черт. 25. Черт, 26, 


18. Обратная теорема. Если два узла ‘имтють общую вершину 
4% обийиою сторону м не покрывають друз друш, а в5 суммь соста- 
т, 6407715 24, то таме узлы смежные, 
17%.-е. ижё 0% друия стороны со- 
ставляоть продолжене одна дру- 
10й (т-е. лежать на одной прямой). 
’ Пусть имфемь 2 угла АОР и РОВ, 
0 10 воорые имоть общую вершину 0, 
Черт. 27. общую сторону ОО и, кромЪ того, 
АОБ = РОВ = 24а (черт. В: 
Нужно доказать, что сторона ОВ пойдеть но продолжено ето-_ 
_ роны АО. Предпололитгь пока обратное, что ОВ не пойдетъ по про- 
долженно АО, т.-е. что лишя АВ будеть ломаной, и поемотримъ, 
въ чему приведеть такое предположене. "Такъ какъ (по нашему. 
донущенио) ОВ не будеть продолжешемъь АО, то прамую АО можно. 
продолжить въ точеВ О, и тогда получится прямая АС. Тогда углы 
АОР и РОС будуть смежными и, ствовалетьно, равны 24. Итакъ, 
имфемъ по услокпо теоремы: 
ых н затфыгь согласно доказанному о смежныхъ 
углахъ: | 
АОО--ООС=24. Отсюда выводимъ, что: | 
АОБ--РОВ= о р ЕаКЪ дв величины, разшыя_ 


< 
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порознь третьей, т.-е. въ данномъ случаз 24, равны между собой). 


_Отнявъ оть обЪихъ суммъ по углу АОО, получимъ, что; 


рОВ=роСс. 


Но РОВ, какъ это видно изъ чертежа, равно лишь части ООС, 


_ и, такямъ образомъ, наше допущене привело насъ къ тому нелф- 


пому выводу, что часть равна евоему цфлому. СлБдовательно, допу- 
щенше, что сторона ОВ не будеть лежать на продолжен!и прямой АО, 
не можеть имЪфть мЪфста, и остается заключить, что сторона, ОВ обя- 
зательно сольется съ продолженемъ АО (по нашему чертежу съ пря-. 


_мой ОС, которая является продолжешемъ прямой АО). 


19, Теорема, Вертижальные умы равны между собой. 

Пусть имфемъ дв прямыя ММ и СО, которыя, пересЪкаясь въ 
точк5 О, образують 2 пары вертикальныхь угловъ: 1) МО и СОМ, 
2) РОМ и МОС (черт. 28). Л 

Докажемъ, что, напр., < МОО= 
— СОМ. Такъ какъ съ одной сто- 


’ роны углы МОР и РОМ авляютел 
смежными (ибо у вихъ общая-вер- С р 
‚шина О, общая сторона ОШ, & двЪ 


друпя стороны МО и ОМ соста- 
вляють одну прямую), съ другой сто- 
роны смежными будуть также углы 


ОХ и МОС, то по: свойству смехж- | И 
ныхь  угловъ  можемь написать Черт. 98 
(черт. 28): Е 


Мор + РОХ = °а. 
СО -- рОХ = 94. 


Откуда: ОО — СОМЬ--ООХ, так какъ < 2, акс1ома 3) 
06% суммы МОР-ЕРОХМ и СОМ--ООМ равны порознь 54. Отнявъ 
‘отъь послёдняго равенства по углу РОМ [а это мы можемъ слфлаль, 
не нарушая равенства, такъ какь въ данномъ случаз отъ равныхъ 
суммъ отнимаютея о части 6 2, аксома 5)], получимь мор= 
—=<0№. 

Точно такимь же и: МОЖНО доказаль, что МОС=оОМ. 

20. Способы доказательствь въ геометри ‘). Въ введеви 


($ 2) было указано, что геометря строить свои положен!я, выводы 


въ строго систематическомъ порядеЗ. Геометр!я оперируетъ или ее. 
доказанными истинами,. или аксомами. 


Остается только самыя эти положен, эти мысли поставить въ такой 
послвдовательности, чтобы изъ нихъ вытекаль необходимый для насъ въ каждомъ- 
отдБльномв случа доказательства выводь, въ видЪ опредвленнато заключения. 
Въ теорсмахь, въ предыдущихь параграфахь изложенныхь, мы основывались, 





°1) Эта глава предгазначена преимущественно для экстерновъ и для лиць, 
товторяющихь нуроь о Начинающ!е могутъ ее только слегка прочесть. 
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во-первыхъ, на весомнфаныхь  истинахъ и, ^ Кром того, путемъ ‘опредфлен- г 
ныхъ способовъ разсужден!я, старались представить опредфленное положене въ — 
такомъ ясномъ очевидномъ видф, что выводъ являлея неизофжнымъ и, именно, — 
въ такой формЪ, какъ это формулировалось въ соотвфтетвенной теорем$. Способов | 
доказелнельствь, къ которымъ мы прибфгаемъ въ теоремахъ, мы знаемъ два; 

доказательство наложенемь И доказательство сП.5 нропнтенито: 

Съ помощью перваго способа: нами доказана теорема о равенств$ прямыхъ. 

угловъ ($ 15), а помощью второго— теорема о перпендикулярь ($ 14) и обратная 
теорема ($ 18). Первый епособъ является наиболЪе элементарнымъ: онъ вакъ бы 
является нагляднымъ сравнивавемъ того, что дано, и того, что требуется дока- 
зать. При наложеши, одвако, необходимо руководетвоваться слдуюшими прави- — 
лами: мы совмЬщаемъ сначала таюя точки и прямыя, которыя по теорем _ 
являются основными, т.-е. о которыхь въ 96208 теоремы даны опредъаенныя 
указаня. При совыфщени двухъ или боле точекъ или прямых какихъ-нибудь _ 
фигуръ, накладываемыхъ одна на другую, мы можемъ, вращая накладываемую — 
фигуру вокругь совпавшей прямой, какъ около оси, расположить ее или но олну 
сторону отъ совпавшей прямой (когда, напр., фигуры будуть лежать одна на 
другой), или по другую (когда одна фигура окажется подъ другой, прикасаясь 
къ первой только по совнавшей прямой). Второй случай (когда фигур а распола- 
гается подъ другой) называется собственно ириложенеме (въ дальнЪйшемъ намъ 
придется пользоваться и этимъ способомъ доказательства). Наложивъ (или при- 
ложивъ) фигуры одна на другую, мы обращаемъ внимане на тЪ ихъ части, 
которыя не совмфщаются (или не было вполнз очевидно, что онъ совмфетятея), 
и дьлаемъ опредфленные выводы. Въ доказанной нами теорем о равенств® 
угловъ ($ 15) посл наложеня и нЪфкотораго ряда мыслей получилось само собой 
неизбЪжное заключен1е о томъ, что фигуры должны совмъетиться, т.-е, что всЪ 
прямые углы равны. 

Н®сколько болзе сложнымь является доказательство оть противнало. — 
Назване 07% противнело, т.-е. оть противоположнаго, этотъ способъ доказа- — 
тельства, иметь потому, что мы въ началЪ разсуждешя дфлаемъ предположене, = 
совершенно противоположное тому, какое требуется доказать. Итакъ» у насъ 
имбются два предположеня: или  утверждаемое теоремой вфрно или невЪрно. 
Конечно, никакого третьяго предноложения нельзя едЪлать. И вотъ поэтому, вели 
мы докажемьъ, что одно изъ предположении невозможно, то тёмъ самымъ мы 
утверждаемъ, что в5рно второе (ибо третьяго предположения здравый смыель не допу- 
скаетъ—эта, истина очевидная). Указанный способъ и стремитея, сдфлавъ пред- 
положен1е, противоположное тому, какое надо доказать, провести это второе 
(противное) предположене; путемъ ряда разсужденй, къ невозможному нелЪпому 
выводу-—кЪ абсурду. Такъ, при доказательетв® обратной теоремы ($ 18) мы, — 
сдБлавъ предположене, что сторона ОВ не пойдеть по ОС (черт. 27), пришли 
къ выводу, что часть равна своему цфлому. Отбросивъ это противоположное — 
утверждене, кажъ ведущее къ абсурду, мы тфмъ самымъ доказываемь положеше ^ | 
теоремы, т.-6. что сторона ОВ должна: пойти по продолжению стороны 00. Спо- = 
объ этоть называется также ириведенемь кз нелльтости.. : м 


Повторительныя упражненая. 


1) По сумыБ двухъ отрЬзковъ ВИ. и И разности найти самые 
отрЬзки ‘). 

2) Помножить данный отрфзокъ на отвлеченное число, напр., 5. в 

3) Привести примфры взрныхь обратныхь теорем и а ;: 
помимо здесь НН ы | 


) Всё отложеня в_ ‚патроны ое только Ди те пинейки 
-.. М циркуля. | а Е ЕЕ = ее 
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4) Даны двз прямыя, пересВкаюлия другь друга. Въ какомъ случаВ вер- 
тикальные и смежные углы будуть равны между собой? | 

5) Доказаль, что если изъ одной точки на прямой возстановить перпенди- 
Буляры по 06% стороны этой прямой, то они будуть составлять продолжене 
одинъ, другого, т.-е. будуть лежать на одной прямой. 

6) Доказать, что если два угла равны, то равны и ихъ смежные углы. 

7) Одинъ изъ смежныхь угловъ равенъ половин другого. Каковы эти углы? 
| 8) Изъ данной точки на прямой проведено 5 прямыхъ по одну сторону ея, 
образующихь равные углы. Опредзлить величину каждаго угла. 

9) Вокругь одной точки расположены 4 угла, которые относятся между 
собой, какъ 1:2:3:4. ОпредЪлить эти углы. 

10) Одинъ изъ четырехь угловъ, образованныхъ ‘пересвченемъ двухъ 
прямыхъ, равенъ ![з 4. Найти остальные. 


Ответы. 


1) На отрёзк, который является суммой, надо отъ его конца отложить 
отр$зокъ, который является разностью. Залфмъ взять половину оставшатося 
отрёзка—это будеть одинъ искомый отрёзокъ. Прибавимъ къ нему отрёзокъ, 
являющИЙся разностью, и полученный отрёзокъ будетъ— другой искомый отр$зокъ. 

2) Надо построить просто сумму пяти равныхъ отрёзковъ (5 9). 

3) Примзръ. обратной взрной теоремы (изъ ариеметики): если число дВлится 
на 5, то оно оканчивается или 0 или цифрой 5. Примфръ противоположной 
вЪрной теоремы: Если число не оканчивается 0 или 5, то оно ме дВлится на 5 
(соотв$тствуеть прямой безъ не). | 
4) Котда прямыя перпендикулярны другъ къ другу. 

5) Если мы возстановимъ перпендикуляры изъ одной точки по обЪ стороны 

прямой, то образуется четыре прямыхъ угла. Такъ какъ вс эти углы равны, 
то, стЬдовательно, каждая пара угловъ, лежащихь одинъ надъ другимъь и имЪю- 
щихъ, наприм., общую сторону АО (черт. 22), будеть смежными углами. А у 
смежныхь угловъ двЪ другя стороны, т.-е. въ данномъ случа оба, перпендикуляра, 
составляютъ продолжене одинъ другого. 

6) Смежные углы двухь равныхъ угловъ равны между собой потому, что 
каждый изъ нихъ составляетъь съ однимъ изъ данныхь въ сумм 24. 

7) Одинъ 34; другой 24; змЪетЪ 24. 

8) Каждый равенъ 24 (надо 24 раздЪлить на 5). 

9) Углы равны по порядку: 24, 44, $4 и 84 (надо 44 раздЪлить про- 
порцюнально 1:2;3:4—какъ это дБлать, мы знаемъ изъ ариеметики). 

10) Пусть имфемьъ двз пересвкающия прямыя лини (черт. 28), напр., СО 
и МХ, которыя образуютъ 4 угла. МОР, СОМ, МОС и №Г. Дано, что одйнъ 
изъ этихь угловъ, положимь, уголь МОР=4. Тогда, уголь МОР, съ нимъ смеж- 
ный, будеть равень 124 (24 — 11==134), такъ какъ' сумма смежныхь угловъ=2а 
($ 17). Остальные два угла СОМ и МОС будуть равны: первый углу МОБ, 
а второй углу МОШ, какъ вертикальные ($ 19). значить, уголь СОМ также 
равенъ :4, а уголь МОС равенъ 139. 


Повторительные вопросы и отвтьты. 


1) Чвмь занимается геометрия? Пзучешемь свойства протяженя, т.-е. 


изучен1емъ внзшней формы тЪль. 
2) Какъ мы’ опредълимь зеометрическое пиьло? Пространство, занимаемое 


физическимь тЪломь, предметомъ. 
3) Что такое аксоюмы? Таюя положешя, истинность которыхъ веёмъ ясна 


и очевидна. 
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4) Что такое теоремы? Тавя положев!я, истинность которыхъ еще 
нужно доказать. 

5) Что такое леммы?  Вспомогательныя теоремы. 
6) Что мы называемъь сльдетеемь? Непосредственный вывохь изъ 
теоремы. ы 

7) Изъ чего состоить теорема? Изъ условя и заключеня. 

8) Что выражаеть услове? То, что мы предполагаемъ даннымъ. 

9) На что указываетъ заключеще? На то, что нужно доказать. 

10) Кажя бываютъ теоремы? Прямыя, обратныя И противоположны, 

11) Что такое 27очка? Граница лини. 

12) Что такое линая? Соединен!е точекъ, им$ющее лишь длину. 

13) Что такое геометрическая Фура? Сочетане всякаго рода точекъ, | 
шв й и поверхностей. 

14) Каыя бывають мии? Прямыя, ломаныя, кривыя. 

15) Вамя прямыя называются равными? ТВ, которыя при наложения 
совуБщаются въ двухъ своихъ конечныхь точкахъ. 

16) Что можно дЪлать съ лишями?’ Производить вс% ариеметическя 
ДЪИСТВЯ. 

17) Какъ дъмипся геометрия? На планиметрую и стереометр!ю. 
18) Что изучаеть иланиметрая? Фигуры, имфющя одно или, два 
измвреншя. 

19) Что изучаеть стереомепиля? Фигуры, имвющия три измвревшя. 

20) Что мы называемъ лома? Часть поверхности, заключенной между 
двумя прямыми, исходящими изъ одной точки. 

21) Что такое вершина угла? Точка, изъ которой отрёзки прямыхъ 
исходятъ. 

22) Вакъ называются самыя прямыя лини о. Сторонами угла. 

23) Каме углы будут равными? Т%, которые при наложени совпадуть 
(и вершинами и сторонами). 

24) Что можно дфлаль съ углами? оалеаль, вычиталь, умножаль и 
ДЪЛИТЬ. 

25) Что такое смежные углы? Углы, у которыхь одна сторона общая, а 
двЪ друмя лежатъ на одной прямой. 

26) Что такое вертикальные углы? Углы, у которыхъ стороны одного 
угла, составляютъ продолжение сторонъ ‘тругого. 

27) Вакъ называется каждый изъ равныхъ смежныхъ угловъ? ПДрямьмо. 

28) Какъ называется общая сторона такихъ прямыхьъ (смежныхъ) угловъ? 
Перпендикуляром. 

°. 29) Что образуетъ ливня, пернендикулярная къ другой? Прямой уголъ. 

30) Сколько перпендикуляровъ можно возстановить изъ точки на прямой? 
Только одинъ. 

31) Прямые углы равны между собой или нзть? Равны. 

32) Чему равна сумма двухъ смежныхь угловъ? Двумъ прямымъ. 

33) Чему равна сумма угловъ, расположённыхь около какой-нибудь 
точки? 44. 

34) Что мы знаемь о вертижальныь углах? Они равны между собой. 

35) Наше способы доказательствь мы знаемъ? Доказательство наложешемъ 
й доказательство отъ противнаго, | 





Геометруя. 


ГЛАВА 1, 
Треугольники и ихъ свойства. 


21. Треугольникъ. Въ предыдущей глаз мы разематривали 


_ свойства угла, какъ наиболзе простого соединеня двухъ прямыхъ. 


Если мы возьмемъ какой-либо уголь и концы его сторонъ соединимъ 
третьей прямой (или просто перес$чемъ стороны угла прямой), то 
получится фигура, которая будетъ называлься треуюльникомз. 
Треуюльникь есть простьйиая плоская Физура, озраниченная 
тремя прямыми (ем. черт. 29). Поэтому планиметция (геометрия), 


изучающая фигуры, всВ части которыхъ лежатъ въ одной плоскости, 


начинаеть изучене прямолинейных ') фигуръ именно съ этой фигуры, 
вакъ наиболфе простой. ДЪйствительно, вс протпя прямолинейныя 


Е 





А= Ав 


Черт. 29. = Черт. 30. 


фигуры, изучешемъ которыхъ планиметрйя занимается, представляють 
собой не что иное, какъ соединевше нЪсколькихъ треугольниковъ. 


Въ тавимъ прямолинейнымь фигурамъ принадлежать вс ограничен- 


ныя четырьмя, пятью, шестью и болфе прямыми; напр., фигура, из- 
ображенная чертежомъ 30. Если мы въ этой фигурЪ точку О соеди- 
нимъ прямыми съ точками К, А и В, то увидимъ, что эта фигура 
воетоить изъ нЪеколькихъ треугольниковъ. Фигура эта называется 
многоугольникомъ. —Итакъ, мноюуюльникомь называется тура 


- (плоская), офраниченная нъсколькими прямыми. 


Треугольникъ обозначается тремя буквами, поставленными у 
вершин» трехъ угловъ, которые въ треугольник$ образуются, напр., 
АВС (черт. 29). Мнотоутольникъ точно также обозначается буквами, 


_ поставленными у вершинъ его угловъ; напр., многоугольникъ (черт. 30) 
 АКЕОСВ. Самое слово «треугольникъ» замфняется знакомъ А. 


Изъ всего сказаннаго легко, конечно, заключить, что, собственно 
говоря, треугольникъ` являетея однимъ изъ видовъ многоугольника, 
прост5йшимъ его видомъ. Фигуры, ограниченныя 4-мя прямыми или 


) Т.-е. фигуры, въ составъ которыхь входятъ только отрззки прямой. 





5-ю, называются  четырехугольниками, пятиугольниками и будутъ 
болБе сложнымъ видомъ многоугольника. Прямыя, которыми много- 
угольникъ (въ частности треугольникъ) ограниченъ, называются его 
сторонами. 

22. Элвменты треугольника. Если будемъ разсматривать тре- 
утольникъ (см. черт. 29), то увидимъ, что въ немъ находятся шесть 
составныхъ частей или, какъ говорятъ, шесть элементовъ: три угла 
и три стороны. Въ треугольникЪ, на черт. 29, эти элементы елфдую-_ 
це: уголь ВАС (для краткости можно углы теперь обозначать одной 
буквой, стоящей у вершины угла) или СА, (Ви 20С; стороны 
АВ, ВС и АС. Такъ какъ въ отдльныхъ треугольникахъь вс5 эти 
элементы могутъь быть различной величины и находиться въ различ- 
ныхъ ‘отношеняхъ однихъ элементовъ къ другимъ, то поэтому тре- 
угольники можно раздЪлить по сторонамъ и по угламъ. 

23. Раздфленше треугольниковъ. Если въ треугольник® вс три 
стороны равны между собой, то такой треугольникъ называется равно- 
стороннимь (черт. 81), напр., АВС; если въ треутольник$ только двЪ 
стороны равны другъ другу, третья- больше или меньше каждой изъ 
нихъ, то таые треугольники называются фавнобедренными, напр., А 
МОМ (черт. 32). Въ немъ сторона МО=еторон® ОМ. 


В о р 
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Наконець, въ томъ случаЪ, когда въ треугольник нЪфтъ рав- 
ныхьъ сторонъ, т.-е. когда всБ стороны разной величины, треуголь- 
никъ называется разносторонним, напр., А СПЕ (черт. 33). 


Только что мы дфлили треугольники на разные виды въ отно- 
шени ихъ сторонъ. Что же касается до оугловъ треугольниковъ, то 
вЪ зависимости отъь нихъ треугольники также дфлятся на 3 группы, 
на три вида. Если въ треугольникВ одинъ изъ угловь прямой, — 
треугольникъ называется ирямоуюльнымь, напр., треугольникъ СКО 
(черт. 34), въ которомъ уголь О=4. Треугольникъ, у котораго одинъ 
уголь тупой, называется тупоуюльнымз, напр., треугольникъ ОВР 
(черт. 35), и треугольникъ, у котораго вс® углы острые, называется 
эстроуюльнымь, напр., треугольникь АВС (черт. 31). 

Въ томъ случаЪ, когда треугольникъ прямоугольный, стороны его 
имфють 0с0б0е назваше: сторона, лежащая противъ прямого угла, 
называется зиотенузой, стороны же, образующая прямой уголъ, назы- 
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валотся колиетами. Такъ, напр., СЕ (черт. 34) будетъ зипотенузой: 
стороны СБ и ОЕ —катеты. 
24. т въ треугольникЪ. Всльй о мы можемъ 


‘себЪ представить поставленнымь на одну изъ своихъ сторонъ. Такъ, 
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напр., треугольникь СОЕ (черт. 33) поставленъ ‘на сторону СЁ. 
Эту сторону, обыкновенно, называютъ основимемь треугольника. За 


 основалме, конечно, можно также принять стороны СО ‚или ОЕ 


(черт. 33). Если условимея какую-нибудь сторону ечитать основанемь, 
то тогда вершина угла, лежащаго противъ основания, будетъ назы- 
валься вершиной треугольника. На чертеж 35 основашемь будетъ 


_ОР, а вершиной точка В. Въ равнобедренномъ треугольник равныя 


стороны называются боковыми, & основанемь называется, обыкновенно, 


сторона неравная. Такъ, у треугольника МОМ (черт. 32) стороны 


МО и МО—боковыя, а ММ —основане. 

Кром$ этихъ прямыхъ сторонъ, образующихь треугольникъ, въ 
немъ иногда проводятся еще и нЪкоторыя иныя прямыя ливши, вото- 
рыя имфють особыя названя. Такъ, прежде всего, мы каждый уголл 
вообще, слЪдовательно, и уголъ треугольника, можемъ раздЪлить попо- 


` ламъ какой-нибудь прямой. Прямая, дълящая одинз изз узловз тре- 


уюльника пополамз, называется биссектрисой угла, напр., прямая ВМ 
(черт. 36), которая дфлитъ пополамъ уголь В. Конечно, можно точно 
также раздЬлить пополамъ и углы А и С и провести соотвФтствен- 
ныя биссектрисы, такъ что окажется, что въ каждомъ вое 
$ биссектрисы. 

Если мы изъ вершины В (черт. 36) опустимъ перпендикулярь 










ее чер 


о 
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на основане треутольника, то эта прямая, перпендикулярная въ осно- 


_ ваншо, будетъ называться высотой треугольника. Высотз въ треуголь-. 
_ниЕЗ также три. Въ треугольник АВС (черт. 36) высотой будетъ 
- ВО. Надо ЗаЛгТИТЬ, что перпендикуляръ, опущенный ИЗЪ р 


т.-е. высота треугольника, можеть упасть не на основане, а на его 
продолжене, какъ это бываетъ въ случав тупоугольнаго треугольника. 
Напр, въ треугольник$ СЕ (черт. 37) высотой будеть прямая ЕЕ, 
хотя она падаеть на продолжеюе основаня СРО, въ точкЪ Е. | 

''ретья прямая, часто проводимая въ треугольникЪ, есть мебама. 
Мебаной (стороны) называется прямая, соединяющая вершину сз сере- 
диной основая треуюльника. Напр., въ треугольник АВС (черт. 36) 
медфаной будетъ называлься прямая ВМ. Меданъ, конечно, въ каж- 
домъ треугольник тоже три. | 

25. Замёчае объ изучени свойствъ треугольника. Позна- 
комивитись ©ъ элементами треугольника и съ лишями, въ немъ обык- 
новенно проводимыми, . можемъ теперь перейти къ изученшю свойствъ 
треугольниковъ въ цфломъ. УдобнЪфе всего изучать ихъ путемъ срав- 
неня, и поэтому намъ прежде всего слфдуетъ условиться, каюме 
треугольники мы будемъ считать равными. ОтвЪтить на это можно 
такъ: равными признаются ть треуюльники (какъ и вообще вс 
фигуры), которые при наложении совмъщаются, т.-е. у которыхъ 
всЪ элементы оказываются равными. Но, когда намъ на дЪлБ при- 
ходится ставить себЪ вопросъ о равенствЪ двухъ данныхъ треугольни- 
ковъ, то намъ, какъ мы увидимъь изъ дальнфйшато, нфтъ надобности 


провзрять, вс ли стороны и углы одного треугольника равны порознь _ 


сторонамъ и угламъ другого. Элементы треугольника зависять другъ 
отъ друга. Поэтому, можно найти таюмя условя, когда окажется, что 
достаточно убфдиться лишь въ равенств5 нЪкоторыхъ элементовъ—и 
треугольники будуть равны. Эти усломя равенства треугольниковъ 
будуть указаны въ дальнзйшемъ, а пока припомнимь нЪкоторыя 
аксюмы, которыми мы сейчасъ будемъ пользоваться, при доказатель- 
ствЪ, какъ слфдующей теоремы, такъ и теоремъ о равенствЪ тре- 
угольниковъ. Акеюомы эти слдующы: 1) между двумя точками 
‘можно провести только одну прямую, 2) д6% прямыя моиитз пере- 
сочься только в5 одной точкь, т.-е. могутъ имфть только одну общую 
точку (если же будуть имфть болфе одной, то сольются). | 
26. Теорема. ВБ» а треуюльникь лы при осно- 
вании равны. 
Доказательство. _Намъ данъ равнобедренный треугольникъ, напр. 
АВС (черт. 38), т.-е. ВА=ВО. Требуется доказать, что ХА=ДС 
(оба эти угла прилегаютъ къ основанно). Для доказа- 
тельства проведемъ биссектрису ВО и перегнемъ чер- 
тежь по биссектрисв (т.-е. вообразимъ, что онъ повер- 
нуть вокругъ нея такъ, чтобы /\ ОВС упалъ на ЛХ 
‚ ОВА). Тавь какъ биссектриса ВО раздфлила уголъ В по- 
* 0 © поламъ, то АВО= С ОВС. Вслёдстве равенства угловъ 
Черт. 38  АВО и ОВС сторона ВС пойдеть по сторонЪ ВА, а 
велфдетвые равенства самихъ сторонъ ВА и ВС точка 
С упадеть въ точку А. Прямая ОС обязательно пойдетъ по прямой 
ОА и съ ней сольется. такъ какъ между (двумя) точками Аи О 
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можно провести только одну прямую. Такимъ образомъ получится, 
что стороны угла А, т.-е. прямыя АВ и АО, и стороны угла С. 


_ т.-е. прямыя СВ и СО, соотвЪтетвенно совм$щаются, т.-е., другими 


словами, д А=АС, что и требовалось доказалъ. 
27. Сльдеть!е |. Изъ предыдущей теоремы видно (черт. 38), 


что прамыя АО и ОС вполнз совмфщаются, т.-е., другими словами, 


&А0=0ОС, и, сл$довательно. точка О будетъ серединой основашя АС. 
Поэтому: 1) биссектриса (ВО) равнобедреннаию треуюльника будете 
такоке и мефаной (соединяеть середину основашя съ вершиной); 
2) биссектриса равнобедреннаюо трелольника будеть также и высо- 
той, т.-е перпендикуляръ изъ вершины на основаше (т. ъ.. смеж- 
ные углы АОВ и СОВ при наложешши совмфстились). 

Такимъ образомъ, оказывается, что 65 равнобедренномь треуюль- 


_ нидь биссектриса уила (между равными сторонами) будете чтакоюе и 


сысотой и мефаной основаная. 

Слёдетве И. Вз равностороннемз преольникь веть узлы равны, 
а биссектрисы уловз служалиь одновременно и мефанами основаная 
и высотами. ` Все сказанное о равнобедренномъ треугольник$, конечно, 
безусловно относится и къ равностороннимъ, ибо любую сторону 
равносторонняго треугольника можно принять за основаше, а двЪ 
друтя за равныя боковыя 

ДЪйствительно если мы въ треугольник», на чертеж 31, за 
основане примемъь АС, то ДА-= СС; если же за основане возьмемъ 
СВ, то 26= В. Такимъ образомъ, убфдимся, что А=АС= СВ, 
т.-е что вс углы равносторонняго треугольника равны. 

28. Условя равенства треугольниковъ. Нижеслдующия теоремы 
указывають т$ условя, при которыхъ треугольники будутъ равны. 


`Усломя эти примфнимы для всякаго рода треугольниковъ. Условя 


эти таковы: . 

Теорема 1. Дов треуольника равны, если двъ стороны и фолз, 
заключенный между этими сторонами, одною из5 нить соотвют- 
ственно равиы двум сторонамь и филу друюю треуюльника. Дока- 
залпельство. Возьмемъ два такихъ треугольника, напр. Л АВС и 
А ЕПЕ (черт 39), у которыхь ВА=ОЕ, ВС=ЪЕ и (В= 20; 


_ требуется доказать, что 
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‘на /\ АВС такъ, чтобы 
— прамая ОЕ, ити. 


тавле треугольники рав- В р 
ны, т.-е. при наложени 
совм щаются всЪми сво- 


` ими частями. Треуголь- 


никь ЕРЕ наложимъ А С Е\ Е 
Черт. 39. 


лась совершенно съ прямой ВА обЪими своими конечными точками. 
Точка Е совнадаеть съ точкой А, а точка О съ точкой В. Тогла, 
велфдетве того. чо ДВ= СБ. сторона ОЕ пойдеть по сторон ВФХ.. 
Но вЪдь намъ дано, что ВС=0ОЕ; слФдовалельно, точка Е совмЪ- 


а. 


д >) ще 
ми нь Е 


ы. к - у _ е 2 ` 
стится съ точкой С другого треугольника. Что же касается до 


‘третьей стороны накладываемаго треугольника (А ЕОЕ), то она 
необходимо должна пойти по сторон$ АС, такъ какъ между двумя 
точками (А и С) можно провести только одну прямую (см. 5 25). 
Итакъ, оказывается, что треугольники совмЪстились всЪми своими 
частями, а это и требовалось доказать. 

Теорема |. Два треуюльника равны, если сторона и прилежаиие 
кз этой сторонъ улы одною треуюльника соотвътственно равны сто- 
ронь и прилежащимь кз этой сторонь уламь друюю треулольника. 
Доказательство. Намъ дано, что у треугольниковъ АВС и ЕПЕ (черт. 40) 
2 ВАС= СОЕЕ, СВСА= СОЕЕ и и АС=сторонз ЕЕ. Надо 

доказать, что въ такомъ случа 
` треугольники также равны. 
Наложимъ треугольникъ КОЕ 
на А АВС такъ, чтобы точка 
Е упала въ точку А, & сторона 
КЕ пошла по сторонЪз АС. 





Черт. 40. 


кой С. АТМ велдетв!е равенства угловь ВАС и ОЕЕ сторона 
ЕО пойдетъь по сторонз АВ, а всл$дстые равенства угловъ БЕЕ и 
ВСА сторона ОЕ пойдетъ по сторонЪ ВС. Итакъ, одна сторона и 
прилежатие въ ней углы одного треугольника совершенно совмЪети- 
лись съ таковыми же другого, дв$ же друпя стороны А ЕЕ пошли 
по двумъ другимъ сторонамъь /\ АВС. Эти дв друмя стороны 
Д АВС, т.-е. стороны ВА и ВС встрфчаются (пересЗкаются) въ 
точк$ В. Сл$довательно, точка перес$чешя сторонъ ОЕ и РЕ, которыя 
идуть по ВА и ВС, должна лежать также въ точкЪ В, такъ какъ 
двЪ прямыя могуть пересЪчься лишь въ одной точк% (ем. $ 25 выше). 
Другими словами, точка О (точка пересфчешя сторонъ ОЕ и ОЕ) 
при наложени также совпадеть съ точкой В. Итакъ, треугольники 
д совершенно  совмЪети- 
лись, елЪдовательно, тео- 

рема доказана. 
Теорема Ш. Два тре- 
злольника равны, если 
три стороны одною со- 
ответственно равны 
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1010. — Доказательство. 
Для того, чтобы доказать 
эту теорему, возьмемъ 
Черт. 41. | 2 треугольника, у кото- 
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Тогда, такъ какъ ЕЕ=АС,. 
точка Е совпадеть съ точ- ^ 


трем сторонамъ дру- 


. рыхъ всф стороны соот-_ 


вЪтственно равны. Пусть это аь Л АВС (см. черт. 41) и А ЕПК; 


значить, у нихъ: АС=ОЕ, ВА=РЕ и СВ=ЕЕ. Еще раньше (5 


_ треугольника. По отношеню къ углу ВСА 


г А ме о ны < т. р > Е: фа е 


109. 


‘первомъ выпуск, 6 20) мы говорили, что нфкоторыя теоремы удобно 


доказывать неё наложенемъ фигуры, а ириложенемз. Въ данномъ 
случа наложешемъ воспользоваться нельзя, ибо намъ не дано ника- 
кихъ указаюй относительно угловъ, и мы поэтому не можемъ указаль, 
какъ пойдуть стороны накладываемой фигуры. Попробуемъ въ такомъ 
случа приложить /\ ЕОЕ къ /Л АВС такъ, чтобы основавя, т.-е. 
ЕЕ и ВС, у нихъ совпали (велфдетые равенства), а вся фигура 
ЕРЕ оказалась подъ ВО. Тогда у насъ получитея фигура АВО.С. 
Соединимъ прямой точки А и 0;:. Фигура АВО:С разобъется тогда 
на два треугольника: /\ АВО, и /Л А.С. Такъ какъь АС=ОП; и 
АВ = ВО, (ибо Л ВСП, есть не что иное, какъ приложенный 
/Х ЕШЕ), то мы получаемъ два равнобедренныхъ треугольника съ 
общимъ основашемъ АО:; въ равнобедренныхъь треугольникахь углы 
при основави равны, поэтому въ треугольник САП, 2(2=14, а 
въ треугольниЕ$ АВО, (1= 23. Но весь уголь ВАС соетоить изъ 
СТ и 12, слЪдовательно, онъ равень 23-24, т.-е. всему углу 
В.С. 

Итакъ, СВАС= С ВО.С. Но уголь Вр.С есть не что иное, какъ 
уголь ЕОЕ. СлЪфдовательн0о СВАС= СЕБЕ. Итакъ, у треугольни- 
ковъ АВС и ЕРЕ; АВ=ЕР, АС=ОЕ и [ВАС= С ЕОЕ а таке 
треугольники, какъ выше доказано, равны. СлЪдовательно, если 


- АВ=ЕО, АС=ОЕ и ОВ=ЕЕ, то Л АВС=А ЕПЕ. 


Сльдетв. Разсматривая въ равныхъ треугольникахь АВС и 
ЕРЕ соотвЪтственно равные углы и стороны, можно замфтить, что 
в равныхь треуюльникахь противз равныхь сторонъ лежать равные 
умы. Такъ, напр. (черт. 41), АВ=ЕРО. Углы, лежапие противъ 
этихъь сторонъ, оказываются также равными другъ другу (какъ въ 
этомъ мы убЪдились, доказавъ равенство этихъ треугольниковъ), т.-е. 
2 ВСА= СОЕЕ. | 

29. Вньшнй уголъ треугольника. Если мы какую-нибудь изъ. 

онъ даннаго намъ треугольника АВС (черт. 42), напр., сто- 
рону АС, продолжимъ (напр., до точки Е), то при этомъ образуется 
уголь ЕСВ, который называется вношиниме. че внЪшнйй уголъ 
ВЪ опредваенномь соотношени съ углами \ 


онъ будеть смежнымъ, и, сл$ловательно, 

величина этихъ двухъ угловъ будеть нахо- 

дитьея въ зависимости другъ отъ друга (ибо | 

сумма ихъ равна 24) Что же касается до Черт. 42. 

двухъ другихъ угловъ треугольника, то ©о- 

отношеше ихъ съ внБшнимьъ угломъ выражается слфдующей теоремой. 
Теорема. Если какую-либо сторону треуюльника продолжюимз 65 





одном направлении, то образовавиййся при этомь вниий уюле 


больше каждало (внутренняо) пла треуюльника, с5 ним не смежналю. 
Возьмемъ треугольникь АВС, продолжимъ его сторону АС на н%ко- 


торое разстояще (черт. 42) до точки Е. Требуется доказать, что’ полу- 








чивпиЙся "ВСЕ ‘больше Р и ВСЕ а. ДВ. Изъ точки А, 
кавъ изъ вершины, проведемь мелану на сторону ВС, т.-е. просто 
<соединимъ середину ВС съ А и зал$мъ эту мешану продолжимъ 
за сторону ВС на разетояте, равное самой же медланЪ, т.-е. АО=ор. 
Точву О соединимъ съ точкой С (черт. 42). Тогда образуются между 
прочимъ треугольники АВО и ОРС, которые будуть равны. Равенство 
ихЪ можно доказаль, исходя изъ того, что треугольники равны, если 
двъ стороны и уголъ, заключенный между этими сторонами, одного изъ 
нихъ соотвфтетвенно равны таковымъ другого ($ 28, теорема 1). 
У треугольниковь же АВО и ОРС сторона АО=еторон$ ОР (ибо 
мы такъ и откладывали, чтобы О)=АО), сторона ВО=еторонз ОС, 
такъ какъ точка О дёлить ВС пополамъ, и САОВ= СОС какъ 
вертикальные (5 19). Итакь, А АВО=А_ОРС. Изъ равенства этих 
- треугольниковъ слфдуеть, что СВ= (ОС, такъ какъ они лежатъ 
соотвЪтственно противъ сторонъ АО и ОО, которыя равны ($ 28, 
слъдетв). 

Какъ мы видимъ, уголь ОС) составляетъ лишь часть всего угла 
ВСЕ; значить, В, равный углу ОС), въ то же время меньше угла 
ВСЕ, что и требовалось доказать. Итакъ, мы доказали, что вызшийй 
уголь больше внутренняго В. Для того же, чтобы доказать, что этотъ 
внЪшей также больше и угла А, надо продфлать такое же построене 
‘на сторон ВС, т.-е. продолжить ее и образоваль внфшейй уголъ, 
который, какъ вертикальный, будетъ равенъ внфшнему ВСЕ. ЗатЪиъ 
изъ точки В провести медану стороны АС, продолжить ее на такое. 
же разстояше и т. д., и т. д., разсужая точно такъ же, какъ разеу- 
ждали выше (предлагаемъ желающимъ продФлать это въ видЪ упраж- 
вен1я). 

30. Итакъ, мы нашли опредфленное соотношене между внфш- 
нимъ угломъ и внутренними, не смежными съ нимъ. Зная о величин® 
одного изъ нихъ (внЪшняго или внутреннихъ), мы сможемъ сдзлать 
нзкоторые выводы относительно величины другого. Выводы эти таковы: 

СлЪдетв!е |. Вх прямоугольномъ треугольнию, т.-е. въ такомъ, 
У котораго одинъ уголъ прямой, два друме угла будуть острые. 
ДЪло въ томъ, что уголь, смежный съ прямымъ и тфмъ самымъ 
прямой, но внЪшнШ по отношеншю къ двумъ другимъ угламъ— 
внутреннимъ, будеть больше каждаго изъ нихъ: слфдовательно, 
внутренне углы будуть острые. Сл5детве |. Б5 тупоуюльнома 
треуюльникь, т.-е. въ такомъ, у котораго одинъ уголъ тупой, два ума 
острые. И здЪсь смежный съ тупымъ угломъ внфшейй уголъ будетъь 
острый (5 17, слёдетве 2). Но внзшей уголь больше внутреннихъ, 
©ъ нимъ не смежныхъ: слБдовательно, два угла тупоугольнато А и 
подавно острые. | 

-Такимъ образомъ, этими двумя сл5дстйями мы ‘установили нЪко- 
торую зависимость между углами треугольника. _ 

31. Теорема. Во всякомь треуюльникь противз равныхь стороне 
лежать равные длы; против большей стороны лежите больиий уюлд. 





Эта теорема состоитъ изъ двухъ частей. Чтобы доказать первую чаеть 
теоремы, т.-е. что противъ равныхъ сторонъ лежатъ равные углы, 
обратимся къ доказанной нами выше теорем» о томъ, что въ равнобед-_ 
ренномъ треугольник» углы при основани равны (5 26). Углы при 
основавши какъ разъ и лежать противъ равныхъ сторонъ (черт. 38): 
Д А противъ ВС, а Д С противь ВА. Точно также въ равносто- 
роннемъ и реугольниЕ® противъ (всфхъ) равныхъ сторонъ лежать (веЪ) 
равные углы (5 27, сл5детве 2). 

Для доказательства же того, что противъ большей стороны 
лежить больший уголь, возьмемъ треутольникь СОЕ (черт. 43), у 
котораго СОЪБЕ, и докажемть, что въ такомъ случа д ОЕС и. 
ч$мъ ХС. 

На сторонз СР отложимъ прямую ОЭ, равную РЕ, и точку 0 
соединимъ съ точкой Е. Тогда АОШЕ будеть равнобедреннымъ (ибо 
20=ФЕ по отложеню). Въ такомъ случа углы при основаши ОЕ 
будутъ равны, т.-е. ДООЕ= /ОЕО. ЗамЪтимъ, что уголь ОЕ по 
отношеню къ треугольнику ОЁЕС внфшнй. Поэтому онъ больше 
каждаго внутренняго, не смежнаго съ нимъ (5 29): слфдовательно, 
2РОЕ больше, чёмь СС. Но СЛОЕ будетъ равенъ углу ОЕО, въ 
т0 же время долженъ быть меньше всего угла Е (такъ какъь ОЕО соста- 


Черт. 43. з Черт. 44. 


вляетъ лишь часть угла Е). Поэтому весь СЕ безусловно больше 
угла С, что и требовалось доказать. 


32. Обратная теорема. ` Во всякомз треуюльникь противз фав- 
ных5 14085 лежать равныя стороны; противз большило уфла лежите 
большая сторона. Доказательство. У даннаго треугольника АВС (черт. 
38) 2А—= С. Надо доказать, что АВ=ВС. 

Предположимъ обратное (доказательство оть противнаго, 5 20), 
Т.-е. что, хотя 2А=ДС, сторона АВ не равна сторонЪ ВС. Разъ 
сторона АВ не равна сторонф ВС, то она или меньше стороны ВС, 
или больше ея. Если допустить, что АВ<ВС, то, согласно прямой 
_ теорем, СС, лежаций противъ стороны АВ, меньше, чёмъ ДА, 
лежалий противъ ВС. Но это невозможно, такъ какъ намъ дано, что 
2С=2А. Точно также нельзя допустить, что АВ>ВС, тавъ вавъ 
тогда придется допустить, что СС больше угла А, что противор%чить 
° условю. Поэтому оба эти предположеня о т надо отбросить. 
‚ Тогда остается только одно, не противорфчащее условно теоремы, 
‘утверждеше, что АВ=ВС, что и требовалось доказаль. 
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Для доказательства второй части теоремы, т.-е. что противъ 
большаго угла лежить большая сторона, будемъ разсуждать такимъ 
же образомъ. Беремь А АВС (черт. 44), у которато СС больше, 
ч$мъ СА. Докажемъ, что въ такомъ случаз ВА>ВС. Для доказа-. 
тельства допустимъ противоположное, т.-е. что ВА не больше ВС. 
Если ВА не больше ВС, то ВА или равно ВС или меньше ВС. 
При первомъ допущени, т.-е если ВА=ВС, придется допустить, 
согласно прямой теорем (31), что ДА= СС. Это невозможно, тавъ 
вакъ противорЪчитъь условю обратной теоремы. Второе длопущене 
надо также исключить, такъ какъ иначе окажется, что СС меньше 
СА. Намъ же дано, что эти углы равны. 

Исключивъ эти два невозможныхъь случая. мы тТЪмЪ самымъ 
утверждаемъ, что ВА>ВОС, что и требовалось доказалъ. 

33. Слёдетия. Изъь предыдущихь двухъ теоремъ, прямой и 
обратной, можно вывести, не прибфгая къ особымъ разсужденямъ, 
слфдуюцщия положешя: 1) в5 разностороннемь треуюльникь нить рав- 
ныхь уиловз (которые могутъ лежать только противъ равныхъ сторонъ, 
а въ разностороннемь А нЪть равныхъ сторонъ); 2) равноуюльный 
треуюльникь тъьмь самымь и равностороннй (противъ равныхъ сто- 
ронъ — равные углы); 3) 65 тупоуюльномь треуюльникь сторона, 
лежащая противь тупою фла, есть наибольшая, ибо лежитъ про- 
тивъ ббльшаго угла ($ 30, слдетв!е Й); 4) илотенуза (5 23) больше 
каждало изз катетовз, такъ какъ гипотенуза есть сторона, лежащая 
противъ прямого угла. Прямой же уголъ въ прямоугольномъ тре- 
угольникЪ есть наибольший, такъ какъ два друпе угла въ немъ 
острые ($ 30, слёдствЕе |). | 

34. Соотношене между длиной сторонъ треугольника. Соот- 
ношенше это устанавливается слфдующей теоремой. Теорема, В тре- 
злольникь одна’ сторона меньше суммы 06945 обрушить сторонз и 
больше ихз разности. Докажемъ сначала, что одна сторона треуголь- 

| ника меньше суммы двухъ дру- 
гихъ, т.-е. что въ данномъ А 
АВС (черт. 45) сторона АВ 





—_ _  (взата нами, кавъ наибольшая) 
т меньше АС-Ё ВС. 
Е во Продолжимъ сторону АС за 
г ”‚ точку С на разетояне СБ, 
Черт. 45. уавное ВС. Тогла А ОСВ бу- 


деть равнобедренный, и у него. 
ССВр= С ВОС. Уголь СВО составляеть лишь часть всего угла 
ОВА, и, сл$довалельно, СОВА больше угла ВОС: Въ треугольник® _ 
`(болышемъ) АВГ оказывается, какъ` мы только что указали, что СО 
(или ВОС) меньше угла АВр. Но противъ угла Ш лежить сторона 
АВ, а против угла АВ сторона АР. Слфдовательно ‘), А АВЗАР 


1) Это привимается за акс1лому (см. также 8 2, аксюма 5), 
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($ 32). АГ, какь мы знаемъ, равно АС--СО, СШ же равно 
и отложенно) ВС. Отсюда: АБ=АС-ВО. Поэтому въ неравенств% 
можемъ замфнить АШ на сумму АС--ВС и тогда получимъ: 
АВ< АС-Е ВС, что и требовалось доказать. 

_ Докажемъ теперь, что сторона АС >> разности АВ и ВС. 
т.е. что АС>АВ—ВС. Намъ извЪстно, что изъ каждой части не- 
равенства или равенства можно отнимать по равной части, не нару- 
шая самаго неравенства и не изм$няя его значеня. Поэтому отни- 
мемъ отъь обЪфихъ частей неравенства: АВ<ЗАС-НВС по прямой ВС. 
Тогда получимь АВ-—ВС<АС, т.-е. что разность двухъ сторонъ 
уеньше третьей стороны. Это, собственно, и требовалось доказать. 

Прим5чане. При помощи этой теоремы мы можемъ узнать, воз- 
можно или невозможно построить треугольникъ (когда мы въ даль- 
нъйшемъ вообще научимся строить ихъ) по тремъ даннымъ сторо- 
намъ. Если намъ скажутъ, что одна сторона должна быть равна 
10 дюймамъ, другая 5, & третья 3 дюймамъ, то мы, конечно, отв$- 
тимъ, что такой треугольникъ невозможенъ, такъ какъ 10>5-Е3. 
Треугольникь же со сторонами 10, 6 и 7 дюймовъ возможенъ, такъ 


вакъ | 56-7. 


Повторительные вопросы и отвтьты на главтъ ТТ. 


1) Какое наименьшее число сторонъ многоугольника?—Три стороны. 

2) Что такое элементы треугольника?— Углы и стороны. 

3) Какъ называется Л съ равными сторонами? —Равностороннимъ. 

4) 1. Что такое гипотенуза? 9. Ватеты? — 1. Сторона, лежащая противъ 
арямого угла. 2. ДвЪ друмя стороны прямоугольнаго /. 

5) Въ какомь отношени находятся калеты другЪь ЕЪ другу? — Валеты 
перпендикулярны. 


6) Что такое медана? — ‚ Прямая, соединяющая вернину треугольника 
эъ ерединой основаня. 


7) Въ какомь /Л мелана, биссектриса и высота совпадаютъ? — Въ рав- 
нобедренномъ А. | 

8) Что будеть служить высотой въ прямоугольном ДА, если высота па- 
даеть на одинъ изъ катетовъ?—Другой катетъ. 

9) Сколько равныхь угловъ въ равнобедренномь Л? — Два угла. 

10) Въ какомъь Л ве углы равны? — Въ равностороннемъ. 

11) Вогда равны равнобедрекные треугольники? — Когда только боковая 
сторона и уголь при вершинЪ одного изъ нихъ равны боковой сторонЪ и углу 
при вершин$ другого. 

12) Когда равны равностороные треугольники?— Когда одна сторона одного 
равна сторонз другого Д. 


13) Вакъ получить визний уголъ треугольника? — Надо продолжить 
какую-либо изъ сторонъ 
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„Гимназ!я на Дому“, в. &. ы 


п бометруа 


ГЛАВА Ш. 


_ Прямоугольные треугольники.  Перпендикуляры И. 
_ - | _. Ннаклонныя. 


. _35. "бощев. замёчане о прямоугольныхъ треугольникахъ. Ве 
_ соотношения И условна равенства треугольниковъ, выведенныя въ пре- 
_ дыдущей глав» '), разумфется; всецфло относятся и къ треугольникамъ 
_ прямоугольным. Но такъ какъ у вебхъ прямоутольныхь треугольниковъ, 
”имфетея по одному прямому углу, то, слФдовательно, въ, отдфЛЬНыхЪ . 


_ треугольникахь различными могуть быть только 5 элементовъ (3 сто- 


фоны и 2 угла). Такимъ образомъ, присутсте въ Читур ес 

ь _ прямого угла значительно упрощаетъ ДЛО. } 

Г р ВселБдетые этого и усломя равенетва прямоугольныхь треутоль- з 
_ВИЕОВЪ нЪзсколько проще. Условя эти таковы: 

о ‚36. Теорема. Прямоугольные треугольники равны если: 
т : _Т. Катеты одною: рии соответственно равны катетаме 
=. е: ны . 

— Ш. Ютеть и прилежаиий кз нему гы лолз одною туе- 
_ уюльника равны катету и прилежащему къ нему острому уму друзоло. 
ПЕ. Дижотенуза 4 острый уюль одною’ треуюльника соотвът- 

о ственно равны зитотенузь и острому уу друшю трелольника. 

- Ти. Еатеть и читотенуза одною треудольника соответственно ' 
в ен катету и зитотенузь друлоо. 

` Доказательство. Т. Нусть калеты одного треугольника соотвЪт- 
ственно равны катетамъ другого треугольника. Тогда (такъ какъ углы, 

° заключенные между катетами, прямые и, сл6довательно, равные) ока- 
° жется, что у двухъ треугольниковъ иифется по двъ равныхъ стороны 

. ен и по одному равному углу (трямому). А таве треугольники 

‚ равны ($ 28, теорема Г). 

: П.  Прямоутольные треугольники и въ данномъ’ случа будуть 
° равными, ибо у нихъ окажется по равной сторон (катетъь одного 

треугольника равенъ катету другого) и по два. равныхъ угла, при-. 

‚ лежащихь къ равнымъ сторонамъ (острые равны по услово теоремы: 

_ друтой же уголь, прилегаюций въ катету, будетъ. прямой). Таке 
— лреугольники также равны (5 28, теорема П). 


Ш. Пусть у насъ имфются прямоугольные треугольники АВС п 


_А.В:С, у которыхъ: ВС=Ъ,С!, ДС= С, (черт. 46). Требуется доказать, 
что въ такомъ случаз эти треугольники равны. Для доказательства 
° наложимъ А А. В.С, на А АВС такъ, чтобы у нихъ гипотенузы (всл%д- 
° стые ихь равенства) совмфстились и точка В, упала бы въ точку В, 
а точка, С, —въ точку С. Тогда, велЪдетые равенства угловъ С, и ©, 


1) См. выш. № 2. 


м 


>. 


а 
= # ` к 
ре ее те ‚м. 254. у 
т Чье 


сторона ай. пойдетъ по. и АС. . ВА, ож также. 


обязательно пойти по ВА. Чтобы ВЪ этомъ уб%диться, вообразимъ ^ 


_ обратное, т.е. что В; А, не пойдеть по ВА. Тогда она можеть пойти _ 


или внутри треугольника, АВС или вн его. Въ первомъ случа она 


_ вайметь положеше, нашр., ВМ. Тавъ какъ уголь ВМС долженъ. быть 
о прямой (ибо образован двумя катетами), то, елфдовательно, уголь. 
‚ ВМА также прямой. Съ другой стороны намъ дано, что уголь. ВАМ. 


| прямой. Такимъ. образомъ, благодаря нашему допущению. получилоеь, . - _ 
_ 910 вь А АМВ два угла пре & это „невозможно —. 30, совке _ ее 
_— ее В 


Точно также, если допустить, что ВА, займетъ ‘положене. ВМ, 
окажется, что въ А АМВ два угла прямые: одинъ. ЕМАВ, какъ. 
смежный съ угломь ВАМ; другой — ВМА долженъ быть. ‘прямым, 


если мы допускаемъ, что. катеть _В:А: можеть занять”  ‘положене ВМ. ей 


_ Это, конечно, также невозможно. - | 
 ИсключивЪ оба эти предположеня, какъ ведущя КЪ аи 


выводалмтъ, мы должны тфмъ самымъ убЪдиться, что ватетъ В.А. обяза- . 


тельно пойдетъь по катету ВА. Итакъ, типотенузы совмфщены, ватетъ 


`С,А, пошелъ по катету СА "(возбистве равенства угловъ Си С), _ 
катеть В.А. пошелъ по ВА, какъ мы только что доказали. м. ь 


те в треугольники совпадутъ. . ы 


ТУ. Даны два прамоутольныхь треугольника, у которыхъ гипо-_ 


тенуза ВС одного изъ нихь равна гипотенузЪ ВС: другого, и катетъ. 


— 
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Черт. 46. ыы `Черь 47. 





А. 


ВА равенъ калету ВА, (черт. 47). оба доказать, что Аве 


А А.В:С:. Для доказательства приложимъ /\ А,В:С: къ треугольнику _ 
АВС такъ, чтобы катеты ВА и В,А, совпали (точка В: въ точку 
В, а точка А; въ А). Тогда приложенный треугольникъ займеть по- 
ложеше ВАШ: ВР будеть не что иное, кавъ В:С,, а РА=А, С. 
Тавъ какъ по условю теоремы ВС=В,С;, или, что все равно, ВО, 
то /\ ОВС равнобедренный. Поэтому 2В=2С (какъ углы при. 
основазйи). Но СО есть не что иное, какъ С0:; значить, 2С= 
2С:. Итакъ, у треугольниковъ "АВС и А.В:С, гипотенуза ВС= 
типотенуз$ В.С, и острый уголъ С==острому С:. Таже. ВЯ 
ники, кавъ выше доказано, равны. 

'37. Перпендикуляръ. Въ первой глав$ мы опредзляли перпен- 
дикуляръ, какъ общую сторону двухъ равныхъ смежныхь угловъ 
(прямыхъ). Другими словами и нфсколько похнЪй его можно опре- 


 АЪлить тавъ: ее прямой, или не а на- ^ 


— 


”- 
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х. 


> _ зывается_ всякая прямая,  переблкитощая ое. а. т прямым | 
. — - умомь. Если прямая СР периендикулярна къ прямой АВ въ точ 0. 
_ (черт. 48), то можно также сказать, что изъ О возставленъ перпен- 
_ Кикуляръ въ прямой АВ, или же, что изъ` точки С опущенъ перпен- 
г _ дикуляръ на, прямую АВ. Сущность отъ этого не м5няется. Въ началЪ 
Е мы доказывали, что изъ точки на прямой можно возставить | 
только один перпендикуляръ. Докажемъ теперь, что также изъ всякой _ 
_ точви: вн» прямой можно опустить только одинъ перпевдикулярь на 
`Теоре ма. Изь данной точки, внь прямой можно опустить только 
ок перпендикуляюз на прямую. ДЪйствительно, изъ точки О на 
= прямую АВ можно опустить только одинъь перпендикуляръ, напр., ОС. 
— — (черт. 49). Допущеше другихъ пернендикуляровь изъ точки 0 на 
_ АВ, не. сливающихея съ ОС, напр., ОО, поведеть къ тому, что въ. 
х _— треугольник ОРС окажутся два прямыхъ угла (ОСА по условю 
. _ Теоремы и ООСб— по допущено), что, конечно, невозможно. Ор ‚будеть 
° не перпендикуляромъ, а наклонной. | 
— — 38. Соотношеше ‘между перпендивуляромъь и наклонными, 
— _ проведенными изъ одной точки. Соотношетя эти доказываются въ 
а теоремахъ: Теорема. Пермендикуляюз короче всякой на- 
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и Черт. 48. Черт. 49. я Черт. 50. 


_- клонной. Обратно: Ератчайшее разстояще между точкой и прямой 
_ есть перпендикулярь, опущенный изз этой точки на прямую. — 
т Пусть изъ точки О (черт. 49) на прямую АВ опущенъ перпен- 
_ дикуляръ ОС, и а ОР. Нужно доказать, что Об — 
короче ОБ. | 
_ _ Вь прямоугольномъ а ООС сторона ОП, какъ гино- 
тенуза, есть наибольшая (8 33, слюдстее 4). Слбдовалельно, теорема 
доказана. 

Обратная теорема. Пусть. лано, что 0С ееть `вралчайшее таз- 
_ стояне между точкой О и прямой АВ. Требуется доказаль, что ОС 
 пернендикуляръ. ЛЪйствительно, если прямая ОС не перпендикулярна о 
къ АВ, то она будеть длиннЪЙ перпендикуляра къ АВ (сотласно 
- прямой теорем®) и потому не будетъь кратчайшимь разстоящемеь.. 
_ Значить, ОС, будучи кратчайшимъ разстоянемъ, обязательно будетъ 
ое изъ точки О на прямую АБ. 

39. Соотношене между наклонными и ‘ихъ проенщями. Когда 

изъ одной точки вн прямой опущенъ на эту прямую пермендикуляръ 

и проведена наклонная, то прямая, соединяющая основаше перпен- 

| _дикуляра съ основашемь наклонной, называется ироекийей этой на- 
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влонной. а. ВС (черт. 50) есть. _проекщя ‘наклонной. ос, ВЕ = 


проекщя наклонной РЕ. Между наклонными и ихъ проекщями суще- 


ствуетъ опредфленная зависимость, которая доказывается Е 


теоремами: 


Теорема |. Если проекии 7 наклонныхь равны, тои самыя — 
заклонныя равны. Обратно, если наклонныя равны, то ц проекции = 
равны. Пусть изъ точки ПО (черт. 50) на прямую ММ проведены | 


перпендикуляръь ОВ и дв наклонныя ОА и ОО, у которыхъ проекдии 


равны, т.-е. АВ= Ре а доказать, что въ такомъ т. — 


РАС. 


которыхъ катеты равны: ОВ общая сторона, а АВ=ВО. бтвва- 


"Мы имфемь два прямоугольныхь треугольника АВО и ОВС, у 


тельно, ^ АВО=/ЛОВС, и поэтому АО, кавъ гипотенуза, равна Об. 


(гипотенуз\). 

” Теперь докажемь обратную теорему, т.-е., ‘что если АХ= оС, 
то АВ=ВС. У прямоугольныхъ треугольниковь АОВ и ВОС равны: 
гипотенузы и по одному катету: такъ, АБ=УС и ОВ общая сто- 
рона (катетъ). А таве треугольники равны (8 36, теорема 1\). Сл- 


довательно, и два друге катета также равны, т.-е. АВ=ВС, о И 


_ требовалось доказать. 
Теорема И. Если ироекии двуть наклонных неравны, то ббль 


шей проекции, соотвътствуетз большая наклонная и обратно— большей 


наклонной отвьтетвуеТь большая вроекияя. 


Пусть изъ точки О (черт. 50) на прямую ММ проведены 17 


наклонныя ОА и ОЕ, у которыхъ проекции неравны, и перпеяди- 
куляръ ОВ. 

Дано, что АВ < ВЕ. Требуется доказать, что РА < ПЕ. Для 
доказательства отложимъ по прямой ВЕ прямую, равную АВ. Пусть 


она займетъь положеше ВС. Зат$мъ соединимъ точку’ С съ точкой О. 


Наклонная СО будеть равна наклонной АГ, ибо у нихъ проекции 
равны (по отложеню ВС=АВ). 

Будемъ теперь разсматриваль образовавиййся Д РСЕ. Тавъ 
кавкъ уголь ОСЕ будеть внфшнимъ по отношению къ треугольнику 
ОВС, то онъ будеть больше прямого угла ОВС. Слдовалельно, 
2 СЕ тупой, и въ треугольниЕБ ОСЕ онъ наибольший, а потому 


и сторона РЕ, какъ лежащая противъ этого угла, есть наибольшая. 


Значить, она больше стороны ОС или, что то же самое, стороны | 


ОА. Итакт, РА = ПР. 

Обратную теорему, т.-е., что ббльшей наклонной соотвтствуетъ 
ббльшая проекщя, можно доказать такъ, какъ нами выше доказана 
_ обратная теорема 5 36. Совфтуемъ продфлать это желающимъ. 

40. Замфчане объ обратныхъ теоремахъ. Въ послёднихъ 
трехъ теоремахъ мы на ряду съ прямыми помфщали тотчась же и 
обратныя, которыя оказались вфрными. Вообще же, какъ мы знаемъ, 


обратныя теоремы не всегда в$рны. ЧЪмъ же однако объясняется, что. 


зЪ одномъ случаЪ цфлый рядъ обратныхь теоремъ вФренъ, въ пругомъ 


— - т: —_ не 


нЪтъ. Есть ли каве-нибудь признаки, по которымъ мы сразу можемъ ^ 
_ решить, будетъ ли вфрна, теорема, обратная данной, или нЪтъ? Вообще, 
_ чтобы съ точностью выяснить опред$ленное соотношене между какими- 


_ нибудь величинами, мы всегда стараемся раземот рфть всевозможные 


_ случая соединен я этихь величинъ. Разъ мы въ одной теорем (или 
°  ВЪ ряд теоремъ) разберемъ вс усломя величины ‘или расположеня . 
‘2 какихъ-нибудь частей фигуры, то мы. сдфлаемь и 66% заключения, 
е. _воторыя могуть встр$титься по смыслу теоремы (или теоремъ). По- 
этому, если мы превратимъ заключеше въ услове, а услове въ заклю- 
чене, т.-е. возьмемъ теорему, обратную данной, то правильность. не. 
нарушится. Отсюда выведемъ такое правило, которымъ будемъ руковод- 
‚ствовалься при доказательств» обратныхь теоремъ: если в теорем (или _ 
рядъ теореме) разсмотирьны воть случаи возможныхь соотношенй, отно- 
сительно величины или расположеня частей филуры, то и обратныя 
__ ТОР мы будутз также вюрны. Такъ, въ теорем$ о наклонныхъ и 
Е проб щихъ раземотрёны всф случаи соотношевя двухъ наклонныхь и 
_ихъ проекщй, когда онф равны и когда неравны. Поэтому уже заранфе 
_ можно сказаль, что и обратныя теоремы взрны. 
41. Свойство перпендикуляра, проведеннаго черезъ середину 
_ прямой. Если мы проведемъ въ прямой (возставимъ или опустимъ) 
_ перпендякуляръ черезъ средину этой прямой, то онъ будетъ обладать 
® еще однимъ очень важнымъ свойствомъ, которое доказывается ниже- 
°—  елфдующими двумя теоремами, прямой и обратной: 
| Теорема. сли очка одинаково удалена отз кониовз данной 
прямой, то она лежить на перпендинулярь къ этой прямой, про- 
‘веденномь черезь ея средину. Пусть какая-нибудь точка, напр., 
точка С (черт. 51), одинаково удалена (равно отстоитъ) оть концовъ 
прямой АВ. Другими словами, прямая СВ равна прямой СА. Нужно 
доказать, что въ такомъ случаЪ точка С лежить на перпендикулар», 
который проходить черезъ средину этой прямой. `Для доказательетва 
изъ данной точки <, чроведемъ биссектрису угла АСВ. Пуеть это 
будеть ОО. Такъ какъ намъ дано, что ОВ=СА, то /Л АВС. равно- 
_бедренный. Поэтому прямая СО. будетъь не только биссектрисой угла 
С, но также и высотой, т.-е. перпендикуляромъь въ АВ и меданой 
стороны АВ (8 21. СлЬдстые Т). Олдовательно, СО не только пер- 
пендикуляръ, но -перпендикуляръ, именно проходяпий чрезь средину 
° прамой АВ. Итакъ, точка С, находясь на равномъ разстояи, какъ 
оть А, такъ и оть В (КОНЦОВЬ данной прямой), тфмъ самымъ лежитъ 
на перионникуляр в проведенномъ чрезъ середину прямой АВ, что — 
и требовалось доказаль. 
Обратная теорема. сли точка лежите на перпендикулярт, 
прозодящемз чрезь средину какой-нибудь прямой, то эта точка равно 
отстоит отз концовь этой прямой. Пусть намъ дано, что н%но- 
торая точка С (черт. 51) лежить на перпендикуляр® ‘СО, прохо- 
дящемъ чрезъ средину прямой АВ. Нужно доказать, что въ такомъ 
случа она одинаково удалена отъ концовъ этой прямой, т.-е. СВ==0СА, 


7» 


} 


Доказать это нетрудно, такъ вакъ дфло, очевидно, сводится въ дока- — 


зательству равенства двухъ наклонныхь, у которых» проевщи равны. 


ДЪйствительно, АО, т.-е. проекщя наклонной АС, равна ОВ— про = 


екши наклонной СВ (ибо въ точЕВ О, какъ намъь дано усломемь — 


теоремы; прямая АВ л$лится поподажь). А разъ проевщи равны, _ 
тои ихъ наклонныя равны (5 33. _Теорема Т), т-е. ОВ= СА, что. т 


требовалось доказалъ. 


42. Геометрическое _ мБето. точенъ._ Вь двух предыдущихь — 
теоремахъ мы доказывали, что веякая точка, лежащая на перненди- — 
куляр, проведенномъ чрезъ середину данной прямой, в. ‘отетоить 


оть концовъ этой прямой. - 


\ * 


а есть прямая линя, а всякую лин! можно. раз- = 


| ематривать, какъ безчисленный 
С _ радъ точекъ. Поэтому онъ ока- 
в м — ется рядомъ точевъ, изъ кото — 


Е рыхъ хаждая потому только, 





что лежитъ на данномъ перпен-_ 


и . а = —_ | 
А 3 у в В в: хикуляръ, равно отстоить отъь — 
ь : = концовъ прямой. Пругими- ело-_ 
— ЗЕ: ы Черт. 52. . | вами, всъ% ТОЧЕИ ы ернендику- ъ 


ь | ляра обладаютъ однимъ и тфмъ 
же свойствомъ. А совокупность лин и поверхностей, или даже 
яростю одна лищя или поверхность, содерокащая в5 себъ только 
очки, обладающия какимз-либо однимъ свойством, называется 1еоме- 
трическимь мистомз точекъ. Изъ этого можемъ заключить, что #ер- 


пендикулярь, проведенный  чрезь середину прямой, есть чеометрическое 


мосто ‘точен, равно удаленныхь от концов этой прямой. 


43. Свойство биссектрисы угла. Намъ необходимо познакомиться 


пока еше съ однимъ, важнымъ для дальнфйшато, геометрическимъ мЪ- 
стомъ точекъ. Именно, биссектриса какого-нибудь угла, есть геометри- 
ческое м$Ъсто точекъ, равно удаленныхъ отъ сторонъ угла. Для того, 
чтобы убЪдиться въ этомъ, надо. доказать нижесл5дующия двЪ теоремы, 
прямую и обратную, которыя, собственно, объ этомъ и. говорят: 
Теорема. Если точка сдинаково удалена отз сторона ла, 1то 
она лежить на ею’ бисвектрись. Намъ данъ нЪ®который уголь АВЬ 
(черт. 52), при чем извфстно, что точка О отстоить отъь сторонъ 
этого угла на равномъ разстояни, т.-е. перпендикуляры ОМ и О№, 
опущенные на стороны угла, равны (кратчайшее разстояше между 
точкой и прямой есть перпендикуляръ, какъ доказано выше). Нужно 
хоказаль, что въ такомъ случа точка О лежить на биссектрись 
угла, т.-е. что прямая СВ, проходящая черезъ точку 0, дБлитъ дан- 


ный уголь пополамъ. Доказать это можно, сравнивая между собой. 


образовавииеся прямоугольные (ОМ и ОМ перпендикулярны). треуголь-_ 
ники: МОВ и МОВ. У. нихь гипотенуза ОВ общая и катеть ОМ равенъ. 


катету ОМ, согласно условю. Слфдовательно, эти треугольники равны, | 


и, значить, С.МВО= Д.ОВН, т.-е. прямая ВС есть биссевтриса. 


} 


ий 
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— __ Обратная теорема. Если точка лежите на биесектрись, то она’ 
_ одинаково удалена оть сторонз ула. Нфкоторая точка О (черт. 52) 
_- лежить на биссектрисв ВС угла АВО. Требуется доказать, что раз- 
_ * стояшя ея (перпендикуляры, опущенные изъ нея) отъ сторонъ угла 
_ равны, т.-е. что ОМ=оОМ. Такъ какъ теперь намъ дано, что СВ есть 
„биссектриса, то, значить, ^.МВО= 2.ОВМ. Тогда у образовавшихся 
° двухъ прямоугольныхь треугольниковъ равными будутъ: гипотенуза. 
- ОВ, кавъ общая, и острый утоль МВО— углу ОВМ. Поэтому. и. 
_ прямоугольные треугольники будуть равны, и, слфдовательно, ОМ= 
— ОМ (акь соотвтетвенные катеты), что и требовалось доказать. — 


ау 
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ео 44. Доказывая разнообразныя теоремы, мы всегда прибЪгаемъ. 
_— въ помощи чертежа. Чертежь, такимъ образомъ, является 70собемь 
° при доказательствахь—онъ облегчаеть дфло памяти тВмЪ, что на- 
тлядно показываеть, вакъ расположены данныя фигуры и т. д. Итакъ, | 
_ вначеше чертежа для теори теометр!и только вепомогательное. Поэтому 
`_ для насъ самая правильность чертежа не такъ важна. Если мы до- 
<  кавываемъ на бумаг карандатомъ какую-либо теорему, то, конечно. 
° наши чертежи не отличаются точностью и правильностью: мы доволь 
_  ствуемся только т5мъ, что иъкоторая наглядность есть, что прибли- 
°  вительно сущность теоремы чертежомъ передана. Лишь бы въ чертеж 
о не было явныхь противорёч, напр., когда мы доказываемь, чт 
—_ данный уголь прямой, & онъ на чертеж нашемь слишкомъ острый. 
° Понятно, что въ подобномъь елучаВ чертевъь намъ не поможеть, а 
_ скорве собъеть съ толку. _ - | 
° __ Составляя чертежъ для доказательства какой-либо теоремы, мы 
° часто стараемся доказаль только возможность проведеня, напр., опре- 
— _ дёленной линш. Вакимъ же образомъ выполнить это, мы не увазываемъ. _ 
_ Напр., мы доказали въ начатВ курса, что изъ всякой точки на прямой 
_ можно возетавить перпендикуляръ въ этой прямой. | 
— Мо вавъ выполнить это, какъ построить перпендикуляръь-—и 
° др. геометричесыя Ффиуры,—этому мы можемъ отчасти научиться 
_ теперь, вогда уже познакомились съ основами геометри. Другими 
_ словами, мы должны теперь научиться рёшать нфкоторыя задачи на 
___ Яостроенве, : | 

_ Воъ построеная начальной чеометрби должны производилось при 

‘помощи только деуеь лини: прямой и окружности. Что такое прямая 

- лин, мы знаемъ. Что же` касается до окружносиии, то тавъ нвзы- 
_ вается замкнутая кривая линёя, вов точки которой одинаково уда”ены. 


№ 


е- _ оть одной, называемой цениуромз данной окружности (черт. 53). Точвз 
0 будетъ центромъ. Прямыя ОМ. ОА, ОВ, ОС и вообще прямыя. соеди- 


<< 
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нающя центрь съ какой- Е "точкой. вружности: называются —— 
рафусами, а. часть окружности, заключенная о двумя радусами, а 


напр., АВ, называется 00. 


"Прамва лия можеть быть проведена помощью ‘линейки. ‚ Окруж- ее 


ность можно получить помощью особаго прибора—чиркуля. Что - 
тавое циркуль, вЪроятно, извЪстно каждому. Тавъ вотъ, если разо- 
мкнемъ ножки циркуля на нЪ- 
которое разстояще или, какъ 
товорятъ, дадимь чиркулюо рас- 
творене такого-то размъра, 
напр. на разстояме АО, и 
поставимъь (черт. 53) остие 
ножки (одна ножка иметь 
Черт. 54. оструе на конц, а другая _ 
оканчивается каранхапомъ или 
особымъ перомъ) въ точку 0, а другую ножку будемъ вращать вокругъ 





В 
Черт. 53. 


первой, то вторая ножка начертить окружносие. Яено, что растворее — 


циркуля (ОА) есть не что иное, какъ рамусь окружности. Поэтому. 
вмБето того, чтобы сказать окружность, образованная помощью циркуля,. 
имЪющаго такое-то растворенте, Е просто— окружность такого- 
‚то радтуса. 

Теперь разсмотримъ наибол%е пробтыя (основныя) задачи на 
построене: 

45. Задача 1. Раздьлить пополам данный отртъзокь прямой— 
ММ (черт. 54). Прежде всего мы должны умфть дфлить прямыя на 
равныя части. Итакъ, задача состоитъ въ томъ, чтобы помощью линейки 
и циркуля отыскать такую точку на прямой ММ, въ которой эта 
прямая дфлится пополамъ. Обозначимь эту точку черезъь О. Другими 
словами, мы должны начертить какую-либо прямую АВ, которая 
какъ разъ будеть пересфкать нашу прямую въ такой точкЪ` 0, что. 
ОМ==0№. Для этого, давъ циркулю произвольное растворене, опишемъ 
‘изъ точекь М и М, квакъь центровъ, по двЪ дуги по ту и другую 
сторону прямой ММ. Дуги пересвутся по одну сторону прямой въ - 
тОчЕЗ А, а по другую въ точк$ В. Соединимъ точки пересфченй Дугь — 
прямой 'АВ. Такъ какъ вс дуги одного и того же радуса, то 
МА=МА, точно также МВ=МВ. Итакъ, точки А. и В равно отетоятъ 
’оть концовъ прямой ММ: сл$довательно, онф лежать на перпенди- 
кулярз АВ, проходящемъ чрезь средину прямой ($ 41) ММ, т.-е. 
чрезъ точку О. Значитъь, такимъ путемъ мы раздзлили прямую ММ 
п9лоламъ, т.-е. ОМ=ОМ. 

46. "Задача 2. На данной прямой ХУ, при данной на ней 
точь К, какз верииить, построить уюль, равный данному флу 
МАМ (черт. 55). Итакъ, намъ данъ н%Фкоторый уголь МАМ и. 
требуется на прямой ХУ въ точвВ К построить точно такой „же. 
_ Для этого изъ вершины А даннаго угла опишемъ произвольным 
радусомъ между сторонами угла дугу ВС. ЗатЗмъ точно такимь же. 


М од _ к 
к — 5, ет, 


а 


_ радусомь изъ точки К проводим ОтЪ прямой ХУ вь о Г. дугу 
‘неопреджленнаго. разм®ра. Зат$мъ изъ точки Ё, т.-е. изъ 
точки пересфченя дуги и прямой ХУ, какъ изъ центра, ее | 
_ дугу ралтуса, разнаго прямой ВС (. -е. ОГ=ВО). Точку 0, 


о которой пересфкаются 06% дуги; соединимъ съ точкой К, и мае 


ченный уголь ОКП `будеть искомый, т.-е. онъ ‘равенъ данному 
ДВАС. Это слёдуеть изъ чото, то. треугольники ВАС и ОКГ 


° равны: у нихь стороны ‘соотвтетвенно равны ыы КГ, АВ= Ко 
_ и ВС=оОГ). - 


41. Задача 3.  абъить данный, уоль МАМ: пополам (черт.`56). ` 
Изъ точки А, ‘какъ изъ центра, произвольнымь ращусомь между. 


_ сторонами даннаго угла МАМ проводимв дугу ВС. Соединимъ точки 


з М 
0 Г: ` 


Черт. 55. | Черт. 56. 





перес5ченя дуги во сторонами угла прямой ВО. Затфмь прямо 


_ВС разд$лимъ пополамъ. Какъ разд5лить пополамъ прямую, мы знаемъ 


изъ первой задачи (5 45). Итавъ, дфлимъ и находимъ, что срединой 


ВС будеть точка О. Проведемъ черезъ точку О и вершину угла А 
прямую АШО, которая и будеть дЪлить данный уголь пополамъ. 


= 


"В олетельюо, ССАО = ВАО, ибо треугольники АВО и 


_ АОС равны: ве три стороны одного соотвзтетвенно равны сторонамъ 


_ другого (АО общая, АС=АВ и ОВ=ОС по построен!ю), 


Повторительные вопросы и отвъты по ввометрфи. 


ЕВ Сколько элементовь могуть быть различными у прямоугольныхь 


треугольников? О. Пать. 2) Каковы. условля равенства двухъ равнобедренныхь 


прямоугольныхь треугольниковъ? а) Если катеть одного равенъ катету другого. 


6) Если только гипотенуза одного равна гипотенуз В. другого. 3) Можеть ли быть 


болве двухь равныхь наклонныхь, проведенныхь изъ одной точки въ данной. 
прямой? Н®тъ, равныхъ наклонныхь можеть быть только`дв*. 4) Что называется 


проекией наклонной? Проекщей наклонной. называется прямая, соединяющая. 


° основае наклонной съ основашемъ перпендикуляра, проведенных изъ одной 


точки (на прямую). 5) Вакая изъ двухъ неравныхь наклонныхь больше? Та, у 


которой проекшя больше. 6) Что такое геометрическое м$фето точекъ? Лия или 


поверхность, содержащая только точки, обладающия кажимъ-нибудь однимъ и тВмь _ 
де свойствомъ. 7) Кавя вы знаете геометрическая места точекъ? Перпендикуляръ, 
проходящий чрезъ середину прямой, и биссектриса угла. 8) Вамя практическая цзли 
осуществляются при помощи теор геометри? Правильное построене чертежей. 


9) Что значить рёшить задачу на построеше? Это значить помощю циркуля и 


‚ пинейки по в условлямъ найти (начертить) положено данной точеи, лиши, 


и - | й 


`Задачникъ по геометрии, 


.- Планиметрия. 
Задачи къ | главЪ. — Углы и ихь свойства. 


1. Изъ двухъ ‘смежныхь угловъ одинъ равенъ 4. ыы другой. 
Ре _Оте. Другой также равенъ 4. 
| 2. Разность . между двумя смежными углами равна ;4.  Опредвлить эти 
углы. Отв. 34 и 114. 
3. динъ смежный уголь въ 5 разъ больше другого. Найти эти углы. 
__ Отв. & и в. | 
4. Опредзлить уголъ, если онъ равенъ 3 своего смежнаго, Отв. 1,44 и 0,64. 
5. Углы АВС и СВО смежные.  предфлить уголъ, образованный биссек- 
трисами этихъ угловъ. Отв. 4. 
6. По одну сторону прямой изъ одной ея точки образовано 4 т изъ 
` воторыхь каждый на #4 бол5е слФдующаго. ая эти углы. Отв. $, 84 
- 4 в 34. 
и Одинъ изъ “четырехь угловъ, бразовавшихея при ани двух 
прямыхъ, равенъ 24. ОпредЪлить вс четыре угла. Озив. 14, @, 84 и 84. 
8. Уголь съ двумя смежными съ нимъ ‘углами въ сумы равенъ 38.4. Опре-_ 
дълить этоть уголъ. Ришене. Пусть искомый утель МОГ (черт. 28, вып. 1-й) 
__ въ вуммв съ смежными по отношен!ю къ нему углами, т.-е. въ ДМОС 
и /ЛОМ равенъ 384. Тогда оставшийся четвертый утолъ МОС будеть ра- 
венъ 4 (ибо сумма `ВоБхЪ 4-хъ =44; три изъ нихъ равны 3:34, слфдовательно, 
четвертый = 44—З%4=щ9). ЕВ опредфтяемый уголь МОР, будет ее 
_  кальный по отношеню к углу МОС и потому равенъ также 02а ($ 19 
Е Тоорема). 
9. Изъь точки проведено въ разныя стороны 50 прив, а 
равные углы. Опред®лить величину каждаго. Отв. 44 : 50 = 24. 
аа (1 Чрезъ вершину прямого угла проведена прямая, не проходящая через» 
самый прямой уголъ. Опредфлить сумму т угловъ, образуемыхъ сторонами _ 
_даннаго угла съ прямой. Отв. 4. 
-11. Прямая, дВлящая прямой уголь пополам, продолжена за вершину 
угла.. Опредлить образовавиийея тупой уголъ. Отв. 114. 
12. Баждый изъ двухъ смежныхь угловъ раздфленъ на 4 равныя части. 
ОпредВлить уголъ, образованный двумя ближайшими прямыми, дВлящими смеж- 
_ные углы. Отв. 14. 


Задачи къ И главЪ. — Треугольники и ихъ свойства, 


_ 13. Сумма сторонъ равнобедреннаго треугольника равна 5 футамъ, а оено- 
ван!е равно 1 футу. Опредёлить стороны. Ожв. 8, 2 и 1. 
$ 14. На сторон равностороннаго треугольника, какъ на основани, построенъ 
= равнобедренный треугольникъ. Сумма сторонъ перваго равна 30 дюймамъ, & сумма 
_ сторонъ второго равна 25 дюймамъ. ОпредЪлить воз стороны равнобедреннаге 
в. треугольника. Рузиене. Такъ какъ сумма сторонъ равнбсторонняго треугольника. 
_ равна 30 дюйм., то каждая его сторова ‘равна $ ==10. дюймамъ. Основан!е равно- 
ИЕ. _ бедреннаго треугольника совм щается со стороной равносторонняго: сл$довательно, 
— _ оно также равно 10 дюймамъ. Сумма, вебхъ сторонь равнобедреннаго треугольника, ‹ 
_ равно 25 дюйм. ; значить, 060Ъ боковыя стороны и ВЪ сумм 25—10, Т.е. 
_ 16-Е кЮйм., & каждая изъ вихъ по 7} дюм. (15 д. и. | 
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15. На всВхь трехъ торонахъ разносторонняго треугольника построевы 
равносторонше треугольники. Суммы сторонъ каждаго изъ нихъ послёдовательно 
равны 30, 24 и 21 Е ОпредЪлить стороны разносторонняго тыр = 
Отв. 10 д., 8х. и Тд. 

16. Мемана, проведенная на гипотенузу прямоугольнаго А, и отъ 
этого треугольника равностороный Л, сумма сторонъ котораго равна 15 ДЮйМаАМЪ. 
Опредфлить гипотенузу и одинъ изъ катетовъ. Оужв. Гипотенуза — 10 В 
одинъ изъ катетовъ—5 дюймамъ. | 

17: Можеть ли быть прямоугольный треугольникь равностороннимь? Отв. - 
Не можеть быть, ибо въ равностороннемъ треугольник® вез углы должны быть „. 
_ Равными, въ прямоугольномь же одинъ уголь прямой, а два друме острые. 

18. Можеть ли быть Л въ такими сторонами: 1) 3 арш., 4 арм. ибари.: 
2) 10 арш., 5 арш. и 4 арш.; 3) 4 дюйма, 20 дюйм. и 19 дюйм. Озжв. 1) Мо- 
жеть. 2) Нфтъ. 3) Можетъ (см. $ 34, вып. 2, прим.). 

19. Въ равнобедренномъ треугольник одна сторона 26 ДЮЙМОвЪ, другая 
12 дюймовъ. ОпредФлить третью сторону. Омв. 26 дюймовъ. 
| 20. Въ треугольниеВ одна сторона равна 10. дюйм., другая 1 дюйму. Опре-_ 
лить третью сторону въ цфлыхь дюймахъ. Рене. Такъ какъ третья сторона 
должна быть больше разности двухъ другихъ сторонъ, то, слфдовательно, она больше * 
10 —1==9 дюйм. Съ другой стороны, она должна быть менфе ихъ суммы, т.-е. 
менфе 10--1==11 дюйм. А’ цфлымъ числомъ, которое больше 9 и меньше`11, 
является только 10. Поэтому, третья сторона равна 10 дюймамъ. | 

21. Въ равнобедренномъ треугольник АВС (черт. 38, вып. 2) проведена. 
высота ВО. Сумма сторонъ треугольника АВС==16 футамъ, а бумма стеронъ тре- 
угольника АОВ = 12 фут. ОпредЪлить высоту ВО: Вьющене. Такъ какъ ВА -Ё 
АО = половин® суммы сторонъ треугольника АВС, то ВА-Р АО ==" =8 $. _ 
Намъ дано, что сумма еторонь ЛАОВ=1? ф., т,-е. Е о 
ВО = 12 ф., елБдовательно, ВО =12 ф.—8 —4 $. 


Задачи 1 къ 1 главЪ — Перпендинуляр и нанлонныя. 


22. Изъ точки О внф прямой провели къ прямой АВ т прямыхъ Ор а 
ОС, изъ коихъ одна перпендикулярна къ АВ. Длина прямой ОР = 8 ф]т., а 
0С а С фут. Которая изъ нихъ перпендикулярна? Отв. Пернендикулярна — пря- 
мая 

23. Разстояне между основашями двухъ равныхь наклонныхъ, проведенныхъ. 
изъ одной точки къ данкой прямой, равно 10 дюймамъ. Опред$лить проекщи 
этихь прямыхъ на данную прямую. в. 5 дюймовъ. 


Задачи къ \\У глав. — Построен. 


24. Даны длины трехъ сторонь: АВ==6 дюйм, ВС=4 дюйма и де Ее: 
5 дюйм. Построить. треугольникъ. Руьмене. Для того, чтобы ностроить треуголь- 
никъ по тремъ даннымъ сторонамъ, надо прежде всего начертить прямую, ‚равную 
одной изъ сторонъ, напр. АВ. Затмъ изъ точки В надо описать дугу радусомь — 
равнымь оторонф АС. Точку С, образованную пересфчешеми двухъ дугь, соеди, 
нимъ прямыми съ АиВ. Тогда получимъ искомый треугольникъ. Такь какъ  — 
АВ=6 д, ВС=4 ди АС=5 д, т задача возможна, ибо т м | 
4 > 6—5. | 


ог 


и а ао ченбвА ТУ 
%—= а = а а С а ц 
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Геометр1я, 


ГЛАВА У. 


Параллельныя прямыя. 


48. Положене прямыхъ на плоскости. Дв прямыя, лежапя 


на плоскости, могутъ пересЗкалься или не пересЗкаться. Въ первомъ 
‘случа онЪ образуютъ углы, во второмъ же случа прямыя нахо- 
дятея въ 0собомъ положеви ‚по отношеню другъ друга. Конечно, 
иногда прямыя не пересЪкаютея только потому, что мы ихъ недо- 


статочно продолжаемъ въ ту или другую сторону: таня прямыя надо 
считать также пересБкающимися. 

Двъ прямыя, которыя, находясь в5 одной плоскости, не перест- 
каются, сколько бы мы ить ни продолжали, называются параллель- 


ными прямыми (черт. 57). 


Если же дв$ прямыя лежатъ въ разныхъ плоскостяхъ, то, хотя 


°— 05% и не перес$каются, параллельными не считаются. Напр., прая- 


° мая, проходящая по стЪнЪ, и прямая, проходящая по полу комнаты, 


могутъ, конечно, никогда не перес$чься, сколько бы мы ихъ ни про- 
должали, но параллельными онЪ не будутъ. Если же об прямыя 
проходятъ по стфн$ или 06$ по полу и другъ друга, даже при 
неограниченномъ, продолжени, не пересЗкаютъ, то такля прямыя бу- 


° дуть параллельными. 


А 
С 











Черт. 57. Черт. 58. 


То, что параллельныя прямыя должны существовать, т.-е. что 
къ каждой прямой можно провести ей р, видно изъ ниже- 
слздующей основной теоремы. 

49. Теорема. Черезь всякую точку внъ прямой можно провести 


параллельную этой прямой. Пусть имфемъ прямую ЕЛ (черт. 58) 


и точку А выЪ этой прямой; докажемъ, что черезь эту точку 
можно провести прямую, параллельную ЕО. 

Изъ точки А опустимъ на прямую ЕО перпендикуляръ АВ. 
ЗатБмъ изъ точки А, лежащей на прямой АВ, возставимъ перпен- 


_ дикуляръ АС. Тогда прямыя АС и ЕЛ окажутся параллельными. 


ДЪйствительно, если мы предположимъ, что прямая АС не парал- 


- лельна прямой ЕО, то должны считать, что эти прямыя пересЪкутся. 


Допустимъ, что перес$чене, при продолжен!и этихъ прямыхъ, прои- 


зойдеть въ точкБ М. Тогда, тавъ какъ АМ перпендикулярна 5ъЪ 
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АВ и ЕМ перпендикулярна къ АВ и АМ и ЕМ есть не что 
иное, какъ продолженныя прямыя АС и ЕО), — окажется, что изъ 
одной и той же точки № опущены на прямую АВ два перпенди- 
куляра, что невозможно. 

Значитъ, и наше предположене, что прямыя АС и ЕО пере- 
сфкутся при продолжени, невфрно: слФдовалельно, прямыя АС и ЕР 
параллельны, что и требовалось доказать. 

Непосредственно изъ доказательства этой теоремы можно вы- 
вести СЛЬДСТВ!@, что 06% прямыя, перпендик уляфныя кз третьей, па- 
раллельны. 

рано обозначается особымт знакомъ ||. Если хотятъ 
указать, что прямая АВ параллельна прямой СО, тс на письм$ это 
выражаютъ такъ: АВ || СО. 

50. Аксюма о параллельныхь прямыхъ. Через» ючку внъ 
прямой можно провести только одну параллельную этой прямой. 
То-есть, черезъ одну и ту же точку нельзя, напр., провести двухъ 
различныхъ (не сливающихся) прямыхъ, параллельныхъ одной и той 
же прямой. Если прямая СО (черт. 59); параллельна прямой АВ, 
то прямая ММ перес$чется съ АВ при достаточномъ продолжети, 
Хотя эта истина, и не вполн® очевидна (какъ друйя авеюмы), однако, 
ее невозможно доказать. Въ то же время эта истина очень важна, 
такъ какъ при помощи нея доказывается цзлый рядъ свойствъ па- 
раллельныхъ прямыхъ. Поэтому эту истину принимаютъ безъ доказа- 
тельствъ-—какъ акс! ому: она является необходимымъ допущешемъ. 


о. 


> . "-.- 
`- № “= М 
(+ ' 
Е о 
8 —. 


Черт. 59. Черт. 60. 











Въ геометри эта истина называется яостулат»ь Евклида ') 
(постулатъ значитъ-— необходимое допущене, требоване, отъ латин- 
свкаго слова розёщайат). 

51. Сл5детвЯ. Изъ аке1омы о параллельныхъ прямыхъ выте- 
каютъ сл$дующ!я очень важныя сл$детвя: 

1. Прямая, пересюкающая одну изь параллельныхь прямых, пе- 
ресткаеть и друщю (черт. 59). ДЪйствительно, прямая ММ, пере- 
сЪкая СО, параллельную АВ, не можеть не пересБчь прямую АВ. 
Въ противномъ случа могли бы существовать дв прямыя—СБ и ММ,. 
проходящия черезъ точку О и параллельныя АВ, что, конечно, про- 
тивор%читъ акс1ом (8 50). 


^—— 


1) Евклидь—треческй геометрь, создатель геометрии, какъ науки, живний 
3ъ Ш вЪк до Р. Хр. 
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2. Двь прямыя, параллельных третьей, параллельны между. со- 
бой. Если прямая В (черт. 60), и прямая С параллельны третьей 
прямой А, то онф, конечно, параллельны и между собой. Если 
допустить, что он между собой не параллельны, а перес$каются въ 
какой-либо точк$ М то окажется, что черезь одну точку М про- 
ходятъ двз прямыя, параллельныя одной и той же прямой, что невоз- 
можно (8 50). 

52. Теорема. Прямая, перпендикулярная кз одной изь парал- 
лельныхь прямыхь, перпендикулярна и кз друюй. 

Намъ даны (черт. 61). двф прямыя, параллельныя между собой, 


АВ и СО. Въ одной изъ нихъ, именно къ АВ, проведенъ перпенди- 
_ куляръ МЬ Требуется доказать, что этотъ перпендикуляръ, будучи 


продолженъ, пересЪчетъ и прямую СО также подъ прямымъ угломъ. 
Сл$довательно, прежде всего надо доказать, что МГ, вообще перес$- 
четь СО, а затфмъ, что МП. (точн%е, продолжеше МГ.) будетъ пер- 
пендикуляромъ. 

Прямая МГ,, пересекая одну изъ параллельныхь прямыхъ, при 
продолжени должна обязательно пересечь и другую, т.-е. СО (со- 
гласно слфдстню Т 8 51), въ нфкоторой точкф О. Нужно теперь 


_ доказать, что МО перпендикулярна въ СО о СР перпендику- 


о. къ МО). 





Черт. 61. Черт. 62. 


Предположимъ, что СО не перпендикулярна въ МО. Тогда пер- 
зендикулярной къ МО въ точкЪ О можеть быть какая-нибудь иная 
прямая, напр., прямая ЕЕ. Если прямая ЕЕ перпендикулярна къ МО, 
тогда она должна быть параллельна прямой АВ ($ 49, сл$детве). 
Окажется, такимъ образомъ, что чрезъ точку О проходятъ двЪ пря- 
мыя, параллельныя АВ: одна С)—по условю, другая ЕЕ—по ука- 
занному выше предположеню (вытекающему изъ допущенйя, что 
ЕЕ МО). Это, конечно, невозможно, какъ противорчащее акс10м%. 
СлЪдовательно, нельзя допустить, чтобы прямая СФ была не перпен- 
дикулярна къ МО. 

53. Углы, образующеся при пересфчени двухъ прямыхъ 
третьей лингей. Въ первой глав мы разсматривали углы, образованные 
перес$чен1емъ (взаимнымъ) двухъ прямыхъ, и давали имъ назвая 


‚въ зависимости отъ ихъ расположен!я по отношеню другъ къ другу. 
_ Если мы перес$чемъ дв» прямыя третьей, то получаются углы, также 
имЪюце особыя назван1я, въ зависимости отъ ихъ положеня. Пусть, 
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напр., прямыя СО и АВ перес5чены прямой ММ (черт. 62). Обра-_ 


зуются тогда 8 угловъ, которые имютъ елБдуюция пазванйя: 
углы 9, 6, а также 4, 5 называются внутренними накрест 
лежащими; 
углы 1, 8, & также 2. 7 называются внышними накрест 
лежащими; 
углы 1, 5, зал. 3, 7 по одну сторону прямой ММ и2, 6 
и 4, 8 по другую —называются соотеътетвенными умами; 
углы 3, 0 и 4, 6 называютея внутренними односторонними; 
углы 1, Ти 2, 8 называются внъшиимиу односторонними. 
Надо обратить внимане, что такъ называется только каждая 


пара угловъ, указанныхъ выше: все дЪло въ. положен1и каждаго угла. 


по отношентю къ другимъ. Такимъ образомъ, одинъ и тотъ же уголъ 
(наприм., уголъ 1) можеть быть и внфшнимъ одностороннимъ съ 
угломъ 7, и внфшнимъ накресть лежащимъ съ угломъ 8. 

Если прямыя, которыя пересЗкаются третьей, будутъ параллель- 
ными, то межлу выше перечисленными углами существуетъ опредз- 
ленная зависимость, которая доказывается сл$дующей теоремой. _ 


54. Теорема. Ели 06% параллельныя прямыя пересьчены 


третьей, то: 

1) внутренше накресть лежащие ублы равны; 

2) вньииие накрест» лежашие узлы равны; 

3) соотвътетвенные флы равны; 

4) сумма внутреннихь одностороннихь уиловь равна 24 и 

5) сумма внъшинихь одностороннихь Ч%л0вз равна 24. 

Итакъ, требуется доказать, что, если параллельныя прямыя АВ 
п СО Перес чены третьей прямой ММ (черт. к. то: 

Риби Па 

2) (1=И8и (2=(Т; 

3) (1=15, Д3=ИТ, 12= би 14=18; 

4) ДЗ/5=24 и /4-/6=294; 

5) И1-НД7=2а и {8-18 =94. 

Будемъ доказывать по порядку: 

Г. Чтобы доказать, что 3 = Дби /4= [5, изъ средины той 
части прямой ММ, которая заключена между параллельными пря- 
мыми, опустимъ перпендикуляръ на прямую АВ. Пуеть срединой бу- 


деть точка О, а перпендикуляръ--прямая ОЕ. Продолжимъ этотъ` 


перпендикуляръ вверхъ до пересБченя съ другой прямой СУ, въ 
какой-нибудь точк$ Е. Тогда, по доказанному выше ($ 52), прямая ЕЕ 
будетъ перпендикуляромъ и къ СО. Такимъ образомъ, у насъ обра- 


зовалось два прямоугольныхъ треугольника (у одного изъ нихъ острый | 


уголъ 3, а у другого—6), которые будутъ равны, такъ какъ им$ютъ 


по равной гипотенузВ (тавъ какъ точка О лежить на средин®_ 


отрЪзка между параллельными) и, кром$ того, по раввому острому 
углу при точ О (какъ вертикальные). Изъ равенства треугольни- 
&0въ слЪдуетъ, что /3==/6. 


А, РР Ч НЮ 


-. >.) чем + > а Й \ й 4} ® РР "т `. +, 5.4 

к. = их 2 Эй \ рх ТУ“ Й к. - и «< во 
р ИР АСЕ е- 4 _® №2. 448 чет в ож -® 
бы = о Ар =ё: т я р Гы ув зы ЗАА ы 7 
а СХ, о А аа ох 
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Что касается двухъ другихъ внутренннихъ накрестъ лежащихъ, 
т.-е. 44 и 5, то они равны, такъ какъ дополнаютъ равные углы 
Зи б вь 24. Если оть равныхъ величинъ отнимемъ по равной 
части, то въ остаткЪ останутся также равныя части.) 

П. Такъ какъ (1= 04 (какъ вертикальные), 24= 05, по только 
что доказанному а 05=08 (какъ вертикальные), то 21=08, 
точно также 42—=3—=06= 17 или (2= 7, что и требовалось 
доказаль. 

Ш. Такимъ же образомъ, переходя отъ равенства къ равенству, 

можно доказать, что соотв$тственные углы также равны. ДЪйстви- 
тельно, 41—04, 44= 05; значить, д1= ДБ. Точно также 23= 
=06=(7 или прямо Д3З=ХУТ. Такъ же можно вывести, что. 
В 27—26 и 24—25: 
ТУ. Уголь 3 въ сумм съ угломъ 4 (какъ смежные) равенъ 
2а; но (4= 05. Сл%довательно, И 24. `На тЪхъ же осно- 
вашяхъ, 44--Д6=29а (24-523 = 24, но (3=06; значитъ, 
Аб, Итакъ, внутренне односторонне углы равны. 

\У. Что сумма о одностороннихъ равна 24, можно дока- 
зать при помощи первой части этой теоремы. ВФдь 22=07 (вакъ 
внфиие накресть лежашие); 7-0 8=294. Значитъь, ДЗ-НД8=. 
—24. Точно также 21-Е (7=234. А это п требовалось доказать. 









ААВ 


Черт. 63. ` Черт. 64. 


55. Обратная теорема. Ели при пересьчении двуль прямых 
третьей образуются внутренне накресть лежаиие равные узлы, то 
06% прямыя параллельны. | 

Эта теорема доказывается способомъ отъ противнаю. Пусть 
намъ дано, что при перес$ чения прямыхъ АВ и СО прямой ММ 
(черт. 63) внутренне накрестъ лежапие углы 1 и 3 равны. Тре- 
буется доказать что въ такомъ елуча прямая СО параллельна АВ. 
Предноложимъ обратное, именно, что СО не параллельна АВ. Тогда 
слБдуетъ допустить, что черезъ точку О проходить другая прямая, 
которая параллельна АВ. Пусть такой прямой будеть КЦ. Если 
КГ параллельна АВ, то, согласно прамой теоремы, 22 полженъ. 
быть равень 23. Но намъ дано, что 23 разень (1; сл%дова- 
‹ тельно, выходить, что 22=01, что, конечно, невозможно. Поэтому, 
нельзя допустить, что’ чрезъ точку О проходитъ другая прямая, 
параллельная АВ: такой параллельной можеть быть только С). 


ВЕ. = 


Подобнымъ же разсужденемъ отъ противнаго, можно доказать, 
что если при перес$чеви двухъ прямыхъ третьей окажется, что 

1) вн5шне накресть лежащие углы равны, 

2) соотв$тетвенные углы равны, 

3) сумма внутреннихъ одностороннихъ у ГЛОВЪ равна 24а, 

4) сумма внёшнихъ одностороннихъ равна 24, 

то тавя прямыя параллельны. 

Само собой разумБется, что совершенно достаточно и одного 
изъ перечисленныхъ признаковъ, чтобы уб$диться въ параллельности 
данныхъ прямыхъ: вс остальные признаки, велЗдетв1е зависимости. 
между собой вс$хъ этихъ угловъ, окажутся сами собой. - 

56. СлЬдствЯ. 1. Ели сумма внутренних односторонних. 
не равна 24, то прямыя при надлежащемз продолжензи пересюкаются. 
ВЪ$дь, если бы прямыя не перес$кались, он были бы параллельны, 
& если бы он были параллельныя, то сумма внутреннихъ односто-. 
роннихъ была бы равна 34. 

2. Перпендикуляю и наклонная къ одной и той же прямой 
пересъкаются, ибо сумма 2 угловъ (внутреннихъ), Е 
при перес$чен1и съ прямой, не равна 24. 

57. Задача. Черезь данную точку С провести прямую, парал- 
лельную данной прямой АБ. 

Исходя изъ предыдущаго, можно указать НфСколько способовъ. 
Укажемъ два ИЗЪ НИХЪ. 

Первый способь. Пусть дана точка Си прямая АВ (черт. 64). 
Р-шене окажется очень простымъ, если принять во внимаше предъ- 
идущую теорему. Возьмемъ на данной прямой АВ какую-нибудь точку 
О и соединимъ эту точку съ данной точкой С. ЗатБыъ на прямой 
СР построимъ уголъ при точкЪ С, равный углу СОА; построить уголъ,. 
равный данному, мы умфемъ ($ 46 выпускъ 3). Тогда другая сторона 
построеннаго угла, т.-е. прямая СЕ будетъ параллельной прямой АВ, 
такъ какъ накрестъь лежашие углы ЕСО и СОА равны по построе- 
в1ю. Теперь остается лишь продолжить прямую СЕ. 

Второй способе. Пусть дача точка А и прямая (черт. 58) ЕШ. 
Требуется провести черезъ А прямую, параллельную ЕО. Для этого 
изъ точки А опустимъ перпендикуляръ на ЕО; пусть это будетъ АВ; 
зат$мъ, изъ точки А возставимъ перпендикуляръ къ прямой АВ; пусть 
вго будетъь АС. Прямая АС будетъ искомая, параллельная ЕО (какъ 
два перпендикуляра къ одной и той же прямой). - 

58. Теорема. Если стороны одною узла соотвутетвенно пара-1- 
лельны сторонамз друюю, то таме умы или равны, или в сумм 
равняютия двумзь прямымз. 

При разсмотр8ыи всевозможныхъ угловъ съ соотвЪтетвенно. 
параллельными сторонами могутъ представаться три случая: 1) Когда 
стороны одного угла соотвтетвенно параллельны сторонамъ другого» 
и имфють одно и то же направлене отъ вершины. 2) Когда сторовы 
одного и сторовы другого им$ють противоположное напоавлег1е и 
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°— 3) когда двз изъ сторонъ имфютъ одно и то же направлеше, двЪ же 
° друшя стороны противоположное. Разсмотримъ ихъ отдЪФльно. 
> 1. Пусть даны (черт. 65) уголь АВС и уголь ОЕЕ, у которыхъ 
_ АВ ОЕ и ВС || ЕЕ. Требуется доказать, что 2 АВС= СОЕЕ. Даля 
° доказательства продолжимъ прямую АВ до пересфченя съ прамой 
— ЕЕ въ н$которой точкЗ К. Тогда окажется, что дв параллельныя 
° прямыя ВС и ЕЕ пересфчены третьей прямой АК и, сл$довательно, 
— ДАВС=ЕВКЕ (кавъ соотвЪтственвые). Но если чертежъ поставить 
бокомъ, на сторону ОЕ, тогда зам$тимъ, что параллельныя прямыя 
— АК и ГЕ пересбчены прямой МЕ. Поэтому 2ВКЕ= СОЕЕ (тоже, _ 
° вавъ соотв$тственные). 

Такимъ образомъ 2 АВС= СПЕЕ, что я требовалось доказать. 

2. Въ томъ случа, когда стороны угловъ будуть имть противо- 
положное направлене, д$ло сводится къ первому случаю. Въ самомъ 
дфлЪ, предположимъ, что одинъ данный уголъ есть СОЕЕ, а другой 
образованъ продолженемъ сторонъ угла АВС по эту сторону точки 
— В. Такимъ образомъ, стороны этого (новаго) угла и угла РЕЕ имбютз 
® противоположное направлене: въ первомъ угл внизз отъ вершины 
(В) (ВК), а другая влфво отъ вершины (В); во второмъ же угл, 


_^ т.е. ВЪ угл$ ЕЕ, одна сторона идетъ вверх отъ вершины (Е), 


другая вправо оть вершины (Е); но уголъ, образованный продолже- 
_вями сторонъ угла АВС, какъ вертикальный, равенъ ему: поэтому 
_ онъ также равенъ углу РЕЕ, а это и требовалось доказать. 


# 





Четт. 65. _ Черт. 66. 


3. Пусть, наконець, у насъ имфются (черт. 66) таз1е углы АВС 
и КЕО, у которыхъ стороны соотвфтственно параллельны, при чемъ 
двБ изъ сторонъ, именно ВА и ЕО, имфютъ одинаковое направление 
(вверхъ оть вершинъ), & двЪ другя, именно ВС и ЕК, — противопо- 
ложное направлен!е (вправо и влЪво отъ вершин?). Въ этомъ случа» 
_ углы въ сумм составляютъ 24. Докажемъ это. Продолжимъ прямую 
ВС до пересфченя съ прямой ЕО въ точк$ О и далЪе. Тогда 
с АВС= (РОВ, какъ соотвфтственные при параллельныхь ОЕ и АВ 
и пересекающей ихъ третьей прямой СГ. Такимъ образомь, 2АВС 
можно замфнить угломъ ООВ. Точно также уголь РЕК можетъ быть 
замЗненъ раввымъ ему угломь ПОГ (какъ соотвЪтственные). Но 
рот (рОВ=24 (какъ смежные). СлЪдовательно, и ДАВС-Е 
С КЕО=Э4. что и требовалось доказать. 

59. Теорема. Деа ума, составленные соотвьтственно перпенди- 
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кулярными сторонами, или равны или в5 суммь составляють С 


прямыль (24а). 

Пусть стороны угловъ АВС и ГЕК соотв тственно перпевдику- 
лярны (черт. 67). Именно, АВТЕК, а ВО-ТЕГ. т доказать, 
что АВС= СПЕК. 

Для того, чтобы удобнфе было сравнивать эти оба угла, пере- 
несемъ уголь [ЕК такъ, чтобы онъ занялъ положене МВМ, т.-е. 
проведемъ изъ В дв$ прямыя ВМ и ВМ, соотвЪтственно параллель- 
ныя ЕГ и ЕК. Тогда уголь МВМ бдеть равенъ СПЕК ($ 58, 1). 

Уголь МВМ будеть равенъ углу АВС, такъ какъ оба, они 
получаются отъ вычитав1я изъ прямого угла одного и того же угла 
СВМ (2АВС= С АВМ—(СВМ или ДАВС=а— СВХ; точно 


такъ же 4 МВМ=а — А СВМ). Слфдовательно, ДАВС СТЕК, что _ 


и требовалось доказать. 


Второй случай угловъ съ соотвтетвенно перпендикулярными 
сторонами это такой, когда одинъ изъ угловъ занимаетъ положене 


СЕВА. ЗдЪсь также сторона ЕВ ЕЦ, сторона АВТЕК, но стороны 
имвють иное направлеше. Въ данномъ случа ДЕВА-- ИПЕК= 24. 


Это сл$дуетъ изъ того, что СЕВА-- С АВС=24, а ХАВС= СТЕК, 


по доказанному выше; слфдовательно, ДЕВА СЬЕК=24. 


Черт. 67. _ Черт. 68. 


60. Сумма угловъ треугольника. Въ предыдущихь главахь 


мы не указывали, чему равняется сумма вс$хъ угловъ треугольника. 
Мы только устанавливали между ними зависимость. Мы, напр., дока- 


и 
_ 


зывали, что въ треугольник можетъ быть только одинъ прямой или. 
тупой уголъ, два же друпе въ такомъ случа острые. Такимъ обра-_ 


зомъ, косвенно, указывалось на то, что сумма угловъ во всякомъ 
случа меньше 34. Теперь помощью теорень о параллельныхь мо- 
жемъ опредЪлить сумму угловъ. 

Теорема. Сумма 91.4065 всякаю трелюольника равна двумъ ппя- 
мымь умамз. Данъ треугольникъ АСВ (черт. 68). Надо доказать, 


что сумма веЪхъ его угловъ равна двумъ прямымъ, т.-е. что СА 


сс (В=24. 

Для доказательства чрезъ точку С проведемъ прамую РЕ, 
параллельную АВ. Такъ какъ ОЕ || АВ и 06$ он перес$каются 
прямой СА, то СА= РСА (какъ внутренне накрестъ лежашуе). 
Параллельныя прямыя 'АВи РЕ также пересЪкаются и прямой СВ; 
слёдовательно, В= СЕСВ. Мы можемъ поэтому уголъ А и уголъ В 


пеуиаи т 
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ие. соотв тетвенно углами РСА и ЕСВ, и тогда окажется, что 
вс углы треугольника расположились вокругъ общей вершины по 


одну сторону прямой (РЕ). Сумма такихъ угловъ равна 24. Сл%до- 


вательно: 


СОСА-Е ДАСВ-- ДЕСВ=2а, ни, зам$нивъ равными углами, 
получимъ: 


КА-ИС-ИВ=24, что и требовалось доказать. 


Доказанная теорема о сумм» угловъ принадлежитъь въ числу 
важнЪйшихъ теоремъ геометрии, На основан1и этой теоремы произ- 
водятся всевозможныя вычисленя и измфрен1я оэлементовъ какъ 
треугольниковъ, такъ и ипыхъ плоскихъ фигуръ и доказывается много 
важныхъ теоремъ. 


ВромЪ того, изъ нея вытекаетъ много. интересныхъ слЗдствй. 


Общия указаня при рышени сложныхъ задачъ на построен. 


_ Если прихолитея р%»шать бол%е или мензе сложныя задачи на поетроене, 
то слфдуеть самый ходъ ршен1я расчлепять на слфдуюцщия четыре части: 


1) Анализь построеная. Начинаемъ разсуждене прямо съ услов!я задачи 


и предполагаемъ, что задача рЬшева. Для этого мы, такъ сказать, начерно нз- 


брасываемь приблизительный чертежъ искомаго построеня. Разсматривая начер- 


_ чевную фигуру, мы устанавливаем зависимость между ея элементами (частями). 
_ Но между частями искомой фагуры есть и тавя, которыя намЪф даны условемъ 


вадачи (напр., даны: двз стороны, уголь) сдбдовательно, на основани уета- 
новленной зависимости можно выленить, что именно нужво сдфлать, чтобы полу- 


чилась искомая фигура. 


Подобный премъ, который являетея самой важной частью ршеня, назы- 
вается анализомь (расчленен!е). Онъ устанавливаеть какъ бы планъ задачи. 


2) Построене. Выяснивъ, что именно нужно сдълать для того, чтобы 
получилась пекомая фигура, приступаемъ къ самому построению —т.-е. къ тща- 
тельному выполнен!ю помощью линейки и циркулая того, что указано апализомъ. 


3) Доказательство. Постройвъ фигуру, необходимо снова удостов$риться 
ВЪ ТОМЪ, ЧТо она отвЪчаетъ требованямъ задачи. Этого мы постигаемъ тЪмЪ, 
что доказываемъ, что на основан такихъ-то теоремъ всз части фигуры нахо- 
дятся въ надлежащихъ соотношен1яхт. 

Эта часть рьшеня по ходу разсуждешя обратна первой части и Носит 
назване синлиеза (соединен). 


_ 4) Изсльдоване задачи. Ивогда олнимъ и тмъ же даннымъ могутъ 
соотвЪтствовать нЪФеколько ръьшений; при другихъ даниыхъ задача оказывается 


_ вовсе невозможной. Для болфе правильнаго и обетоятельнаго рьшевя иадлежить 


изслВдовать задачу въ этомъ смысл. 

Таковъ полвый ходъ рфшеня сложной задачи; при простыхъ задачахъ, 
когда дЪ10 кажется болфе очевиднымъ, можно первую и четвертую, & въ наибо- 
аЪе простыхъ и третью часть опускать. Въ нижесаЪдующей задач мы покажемъ, 
какъ на д816 все это прим$няется. 


Задача. Построить прямоуюльный треуюльникь, если дано, что одинъ 
катетъ равенъ а, а сумма зипотенузы и друлою катета равна 0. 
Анализз. Предположимъ. чт залача рфшена, т.-е. что треугольникъ 


„Гимиаз1я на Дому“, в.4 1 


98 





АВС (черт. 69) есть искомый. Если ЛД АВС есть искомый, то АС=а и 
7) ВС--ВА==6 (для наглядвости сумма © выражена также и въ 
„;  видВ прямой ОС). Такъ какъ этоть ДА есть прямоугольный, те 
ДС==4. Сл®ловалельно, нужно прежде веего возставить перпенди- 
я кузяръ изъ точки С (или отложить уголъ ==4). Это сдЪлать мы 
и `В Можем. СлЪдевательно, остается только надлежащимъ образомъ 
м — разбигь прямую ОС, равную 6, на гипотенузу и другой катетъ. 
я Если вемотримся въ чертежъ, то увидамъ, что дзло сволитея ЕЪ 
л тому, чтобы найти такую точку В, чтобы ВГ равнялась АВ. 
Черт. 69. Такая точка, какъ намъ извЪфетно изъ предыдущей главы, лежитъ 
на периендикуляр, проходящемъ черезъ средину прямой АО. По- 

строить такой перпенликуляръ мы умЪемъ. 

Построене. Итакъ, „рышене задачи согласно авализу таково: 

Отклалываемъ данный катеть а, равный АС, и у конца его и точки С 
возотаваяемъ перпендикузяръ, ва которомъ откзадываемъ прямую СУ, равную 5. 
ЗатЬмь, соединивъ прямой Точки А и ШО, изъ средвны ея возставляемъ перпен- 
дикузяръ КВ, который пресфчеть прямую ОС въ какой-вибудь точкЪ В. Точку 
В соединяемъ прямой съ точкой А. 

Синтезъ. Получеваый треугольникъ АВС есть искомый, такъ какъ соот- 
вътетвуеть всЪмъ даннымь условя задачи. ДЪйствительно: во-первыхь, онъ 
прямоугольный (уголь С образованъ перпен. прям.), во-вторыхъ, АС==а, & 
АВ--ВС==Ъ, 

Изелъдоваще задачи. Такого рода задачу можно рёшить не при ВСЯКИХ 
данныхьъ, а только при нЪкоторыхъ. ДФло въ томъ, что, какъ мы теперь знаемъ, 
одна сТорена. треугольника меньше суммы лвухъ другихъ его сторенъ. Поэтому 
задача возможна лишь тогда, когза а<38, т.-6. катетъ меньше суммы гипотенузы 
и другого катета. Если же это условемть зазачи соблюдено (напр., одинъ катетъ== 
4 люйм, а сумма другого катета и гипотенузы 8 дюйм.), то задача возможна и 
иметь только одно рЬшеше, ибо периендикулярь КВ (черт. 69) пересёчется 
въ ОС только въ одной точЕЪ (В). 
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Повторительные вопросы и отетъты. 


1) Вавя прямыя называются паразлельными? Которыя, находявь въ одной. 
плоскости, ие пересЗкаются, сколько бы ихъ ни продолжали. 

2) Сколько паратаельныхь данной прямой можно провести чрезъ одну 
точку? Только одву. 

3) Каве углы образуются при пересъчени двухъ прямыхъ третьей? Вну- 
тренн!е накрестъ лежанИе, вв шн!е накресть лежащ!е, соотвётетвенные и одно- 
сторонн1е вне и внутренне. 

4) Каковъ признакъ непараллельнести? Если сумма внутреннихъ односто- 
роннихъ ве равна 24, то прямыя пересекаются. 

5) Богла углы съ соотвФтетвенно паразлельными сторонами въ вумиз равны 
24? Богла стороны угловъ имфютъ противоположное направление. _ 

6) Чему равняется вумма угловъ треугольника? 24. 


Задачникъ по геометрии. 


Задачи къ главЪ У. —Параллельныя прямыя. 


29. Олинъ изъ внутреннихь на кресть лежащихъ угловъ, образованных? 
при пересЪчени двухъ параллельныхь прямыхь третьей. прямой, равенъ 0,44. 
Опредвлать вс углы, образовавшиеся при этомъ. 

30. Прямая пересВкаетъ дв параллельныя прямыя и образуеть внфшн!й 
острый уголъ съ одной изъ параллельныхь прямыхъ, равный # внутренвяго тупого 
угла, составленнаго тою же пересБкающей прямой съ хругой параллельною. 
Вычиелить этотъь внъший уголъ. 

ЗТ. Одинъ изъ вафшвихъ угловъ, образованный переофченемь прямой съ 
двумя параллельными прямыми, равенъ 0,74. Опредфлить остальные углы. 

32. Разность двухъ внутреннихъ одностороннихъ угловъ, образованныхь 
пересфченемъ двухъ параллельныхь третьей, равна 0,(5)4. Опредфлить воз углы. 

33. Сумма внутреннихъ на крееть лежащихъ равняется 24. Подъ какимъ 
угломъ параллельныя прямыя перее5чены третьей прямой? 

34. При пересфчени н%которой прямой лини съ двумя параллельными 
образовались 8 угловъ, изъ воторыхъ одинъ равенъ 24. Опредзлить величину 
каждаго изъ прочихъ угловъ. 

35. Сумма внЪшнихъ одностороннихъ угловъ, образованныхь при пересвчени 
хвухъ прямыхъ третьей, равна %4. Параллельны ли данныя прямыя 7 

36. Два угла треугольника равны 134. ОпредЪлить трети утолъ. 

37. Сумма ввутреннихъь одностороннихъь равна 134. по какимъ угломъ 
перес$кутея прямыя, образующйя давные углы? 


Сумма угловъ треугольника. 


38. Возможенъ ли треугольникъ, если: 1) ДА, ДВ и /С=—1а? 
2) ДА=Ба, ДВ=&@ и Д/(=24? 3) ДА=0,(4)4, ДВ=а и /6=19? 

39. Углы  преугольника отноеятея, какъ 1:2:3. Опредфлить эти углы. 

40. Въ равнобедревномъ треугольникЪ уголь при вершин® вдвое’ больше 
угла при основан. Найти ве углы треугольника. Рушене. Такъ какъ въ 
равнобедренномъ треугольник углы при основании равны, а намъ извзетно, что 
уголь при вершинЪ вдвое больше угла при основания, то, слЗдовательно, уголь 
при вершин» равенъ обоимъ угламъ при основани, взятымъ вметз. Сумма 
веъхъ трехъ угловъ равна 24; сл$довательно, уголь при вершинВ равенъ 4, а 
два угла при основании, также, въ сумм, равны 4. Значитъ, кажлый изъ нихъ 
равенъ 24. 

41. Два угла треугольника относятся, какъ 2:5, а трети на 1 больше 
перваго. Найти веЪ углы. 

42. ВнЪшей уголъ треугольника относится въ своему смежному углу, какъ. 
3:2, а кь одному изъ внутреннихъь несмежныхъ, кавъ 4:3.. Найти эти углы. 

43. Уголь при вершин равнобедреннаго” треугольника равенъ 0,6 угла 
при основан. Найти вс углы. 

44. Разность между суммой угловь при основан равнобедреннаго тре- 
угольника и угломъ при вершин равна 0,254. Найти эти углы. 

45. Найта углы треугольника по сл5дующимъ даннымъ: ДВ—ДА=; 
ДО-—ИВ=ы. | -. 

46. Внъший уголъ треугольника АВС, смежный съ угломъ А, равенъ 
#4; разность угловъ В и С равна 44. я предфзить углы, изъ т оДиНЪ 
смеженъ съ В, а другой съ С. 


> 
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47. Въ равнобедлренномъ треугольниЕ$ сумма двухъ угловъ при основан: 
виЪеть съ угломъ, внЪшнимъ къ одному изъ нихъ, равна 2,(5)4. Опредфлить. 
уголь нри вершин$. | | 


43. Подъ какимъ угломъ пересзкаютея биссектрисы угловъ равноеторонняге. 


м ; 
треугольника? 


49. Одинъ изъ угловъ треугольника равенъ 24, а другой 34. Опредьлатя` 
углы, образованные высотой, опущенной изъ вершины третьяго угла, съ двумя 
сторонами Л. 


50. Въ прямоугольномъ треугольникв острые углы раздФлевы ‘биссектри- 
сами, Найти величину угла перееъченя биссектриеъ. 


51. Изъ точки внутри треугольника опущены нерпендикуляры на стороны 
его. Эти перпендикуляры образуютъ вокругь точки внутри Л три угла въ 
отношени 4:2:3. Найти углы треугольника. Отв. 24, 144 и 84. | 


52. Внъшей уголь равнобедреннаго треугольника, образованный продолже- 
немъ основаня, равевъ $4. Опредзлить уголь при вершин. 


53. Опредьлить величину угла, образованнаго биссектрисами острыхъ угловъ 
прямоугольнаго треугольника. 


54. Двз прямыя, для я два угла треугольника пополамъ, образуютъ 


_ Угожъ въ 4. ОпредЪлить величину третьяго угла. Охв. 44. 


55. Черезъь вершину А равнобедреннао Л АВС проведена прямая КЕ 
параллельно основано ВС, составляющая со стороной АВ уголь КАВ, который 
на \@ меньше угла ВАС. Опредвлить углы треугольвика. 2 | 


56 Данъ равнобелренный треугольникь АБС, оеноваше котораю — АС. 
Въ треугольник» проведена прямая СПО, дълящая уголь С пополамъ и перпен- 


_ дикуларная кт прямой АВ. Найти ДВи ДА. Отв. 34. 


57. ВнЪшей уготь треугольника въ 2 раза больше своего смежнато и 
въ 1; раза больше одного изъ внутреннихъ угловъ. Найти утлы треугольника. 
Рушене. Такъ какъ сумма 9 смежныхь утловъ равна 94, & ОДИНЪ ИЗЪ НИХЪ, 


« = е- Г. % у . = 24а 
_ именно, внфший, вдвое больше внутренняго, то, слвдовательно, внутренйй===, & 


вЕЪшНЙ==4Ч. ЗатЪмъ, въ задач указано, что этоть внфшнй больше одного 
изъ внутреннихъь угловъ, несмежныхъ въ нимъ, въ 11 раза. Поэтому, раздфливъ 
44 на 11, получимъь величину этого внутренняго угла: этотъ утоль равенъ 
$4 :3=84. Дая того, чтобы узнать трей внутренн!й уголь, нужно изъ 44 
вычесть 84, ибо внз шей уголь равенъ сумм внутреннихъ, еъ нимъ неемежныхъ: 
30 — 84 — &4. Такимъ образомъ углы даннаго треугольника равны 24, 84 и 44. 
Чтобы провфрить наше рёшен!е, сложимъь вев углы: 89 | а--4а=294. 02%- 
довательно, задача рЬшена вфрно.. р 2% 

58. Внутри угла, который равенъ 34, дана точка, изъ которой проведены 
двз прямыя: одна — параллельная одной изъ сторонъ даннаго угла, а другая — пер- 
пендикулярная другой сторонз. Какова величина угла, образованнаго этими прямыми? 


-59. Какого вида будетъ треугольникъ, если одинъ уголь равенъ сумм 
двухъ другихъ? 


60. Въ треугольникз АВС проведена высота изъ вершины прямого угла В 
которая дзлить ДВ на части, находящяся между собой въ отношени 3: 5 
Опредвлить углы А и С. Отв. ЗА и 8. 


61. Опредёлить уголь А треугольника АВС, зная, что сумма вызшнихъ 
угловъ, которые смежны еь ДВи ГО, въ 4 раза больше суммы угловъ Ви С. 


62. Въ прямоугольномь треугольник», одинъ изъ угловъ котораго равенъ 
14, длина меньшаго катета равна 5 дюйчамль. Найти величину гипотенувы. 
Отв. 10 дюймовъ. ЗЕЯ 
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Сумма угловъ многоугольника. 


63. Найти сумму угловъ 4-угольника, 5-угольника, 8-угольника 

64. Найти сумму внёшнихь угловъ 24-угольника, 30-угольника. 

65. Сумма внутреннихъ углевъ нЪкотораго многоугольника равна 164. Фпре-* 
ввлить чиело сторонъ этого многоугольника. Рьщене. Обозначимъ число еторонъ 
искомаго многоугольника черезъ я. Тогда сумма его угловъ должна выразиться 
черезъ: 24(п — 2). Но намъь дано, что эта сумма = 164. СлВдовательно : 
24 (п — 2) = 164.; п— 2 =8 (по сокращенш обфихъ чаетей уравненя на 24); 
1 —10. Многоугольниеъ иметь 10 сторовъ. 

66. Сколько сторовъ имфетъ многоугольникъ, если суму, его о равна: 
1) 104; 2) 304; 3) 144; 4) 404; 5) 614? 

67. Сколько сторонъ имфеть многоугольникъ, у котораго сумма внутреннихъ 
угловъ въ 6 разъ болБе суммы внфшнихъ? 

68. Найти величины везхъ угловъ пятиугольника, если извЪетно, что они 
ваходятся въ отношевши 1:9:3;:4:5. 

69. Въ какомъ многоугольник® сумма внзшнихь угловъ равна сумм вну- 
треннихъ? сумма внЪшвихъ вдвое больше суммы внутреннихъ? 

70. Данъ 30-угольникъ, въ которомъ всЪ углы равны. Найти воличану 
каждаго внфшняго угла многоугольника. 

71. Найта чиело сторонъ и сумму внутреннихъ угловъ мВогоугольника, 
если извфетно, что вс углы многоугольника равны, а каждый внфшей уголъ 
—:4. Ришене. Такъ какъ сумма внфшнихъЪ угловъ веякаго многоугольника 
равна 44, а каждый внфшн уголь вашьго многоугольника = 24, т0 С слБдова- 
тельно, этоть многоугольникъ имфетъ столько сторонъ, сколько разъ 2:4 содер- 
житея въ 44. 


44: м = 51 (сторона). 


2 
Такъ какъ многоугольникъ имфетъ 21 сторону, то м его угловъ = 24(21—9)= 
—=94.. 19—38. 


Отвтьты м рлъшенхя.. 


29. См. чертежь 62. Предположимъ, что Д3=0,44. Тогда Д4, другой. 
внутренний накресть лежапий, равенъ 24—0,44=1,64. ЗатБмъ уже нетрудно 
опредфлить остальные углы. 30. См. черт. 62. Предположимъ, что данный 
внъшнй уголь есть ДТ, и обозначимъ его черезъ х. Тогда внутреный туной 
Д4 обозначится черезъ 2х.- Но /4= (5, какъ внутренне, накрестъ лежащие 
углы. А такъ какъ Д7-- Д5== 84, т.-е. х-- 9х = 24, или же Зх=24, то отсюда 
Х=4. 31. Задача сходна съ зад. 29. См. тоть же чертежъ. Предположинмь, 
что внЪшн уголь, равный 0,74, есть ХТ. Тогда одинъ изъ внутренвихъ, 
накресть лежащихъ угловь /5 —=29 — /7=24 — 0,74 = 1,34. Такимъ же 
способомъ найдемъ и остальные углы. 32) См. черт. 62. Предположимъ, что 


слфдующие углы удовлетворяютъ условю; Д5 — ДЗ == 884; но мы изъ свойетвъ 
параллельныхъь ли знаемъ: (5 -- ДЗ == 234.  оЖАВЪ данную нЕ. съ 
предыдущей разностью, получимь 2. ДБ = 95а = -@; отсюда: Д5 = 4. 


Вычтя же разность изъ суммы, получимъ: ДБА 3—(/5—Д3)=24—54; раекро- 
емъекобки: 5 Д3— Д 5-Е Д 3=134— 84 или же 2 /3=144, а Д3==134. Тецерь 
уже легко найти ве остальные углы. 33. Такъ какъ эти углы равны, то каждый 
изъ нихь равенъ 24: 2==4. Значитъ, параллельныя прямыя п"ресфчены нодъ 
прямымъ угломъ. 4. Принявъ какой-нибудь уголъ за извЪетный, мы получимъ 
задачу, сходную съ зад. 29 и 31, которыя легко подлаются ръшению. 35. Не- 
параллельны, потому что не удовлетворяютъ условямъ параллельности зин!й. 
36. 24 — 134 —=14. 37. Получается Д, сумма двухъ угловъ у котораго равна 
}24. Третй уголъ, или уголъ, подъ которымъ пересфкаются прямыя, равенъ 
24—114—414. 38. Такъ кавъ 14 - за-- 14 == = 214, то А невов- 


`- 
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может, потому что сумма его лв больше 24; второй А возможенъ, третй А невоз* 
моженъ. 39. Сложивъ данные ‘углы, получаемъ: 6х(х -- 9х 3х) — 24, или 
х—= 34; ХА (вы. 8, черт. 99) =14; ДВ. 2= 4; (6=4 .3=4. 
Чтобы удостовериться въ правильности ршеня задачи, мы, сложивъ еумму возхъ 
угловъ Л, получимъ 24. 41. Найдемъ сумму двухъ угловь А: 9х-- 5х, 
трет!й уголь, но условию, равенъ 2х- 514. А сумма вефхъ угловъ: 2х 5х-- 2х г 
-- 4 = 24, пли 9х = 14, откуда х==19. Но первый уголь нами обозвачень 
черезъ 2х, стьдовательно, онъ равенъ {4.2==4; второй уголъ равенъ 1 
а третий равенъ :4--!9==84. НовЪрка. ата" —24. 42) См. Тел, о, черт. 

45. ВнЪшн! уголъ въ суммВ со своимъ смежнымь дастъь 24, т,-е. 3х 2х—94, 

или же х = :. Такъ какъ внфииЙ уголь обозначенъ черезъ Зх, то онъ равенъ 
14.3 —= $4. Итакъ. /ВСО = $4. Уголь АСВ = 24.2 = 4. Изъ услов!я задачи 
имЗетъ: ДВС: ДАВС=а4 : 3, или же 34: ДАВС = 4:3); такъ какъ произведене 
орелНиХЕ въ геометрической пропорци равно произведеню крайнихъ, то:4. Д АВС= 


— а; или ДАВС == =. 43. Обозначивъ черезъ х уголъ при основави, 


имфемъ: 2х--0,6х—24; х—13а Уголь при вершин =. 44. Уголъ при осно- 
вани равенъ 3:0; уготь при вершинЪ равенъ #4. 45. Такъ какъ данныя два 
‚уравнен!я содержатъ три неизвЪетныхъ величины, & для опредвлен]я веЪхъ трехъ ве- 
личинъ нужно имЪть три уравнения, то составимъ третье сами: ДА ДВ-- 
ХС=24. Сложивъ это уравнене съ нервымъ изъ давныхъ, получимъ: ДС 
2/В==21:4. Вычтя же позленно изъ полученнаго уравнен1я второе, имфемъ: 
до-2 ВОВЕ 14, или 3/В=3 4; отеюда ДВ = 24; подета- 
вимъ величину ДВ въ первое уравнен!е: ДВ — ЖА $0; тогда будемъ имЪть; 
9 — ДА =, откуда ДА = 1. Подставивъ величину ДВ во второе урав- 
нене, нолучимъ: Д С — 34 =14; отсюла ДС=4. Повзрка: ДА ДВ-Ь И 0= 
—=19-- а-Р4-= 24. 46. См. черт. Тавъ какъ ввфшн!Й уголь ВАЛ равенъ сумм% 
двухъ внутреннихъ, № ДВ ДС = а; по усаовю 
К. же: ДВ ДС== 34. Сложивъ оба уравнения, имъемъ: 
2(В= 84, откуда /В= 84. Смежный уголь вь ДВ 
равенъ: ДЕВС=29— 50—14. Подставивъ величину ДВ 
во второе уравненте, дфемт: И С—14; отсюда Д С= 
С —14. Смежный еъ ДС уголь "ЕСВ равенъ а—1а=149. 
Е. 47. Обозначивъ уголь при основани черезъ х, зам. 
тимъ, что Их - смежный съ намъ уголъ равны 24, 
слЪдовательно, мы можемъ услов{е задачи записать такъ: 24 - х=2,(5)9=2° д; 
отсюда х = 34. Уголь при вершинЪ равенъ 24 — 2х, или 24 — :°4 = з4. Итакъ 
утолъ при вершин = 34. 48. Подь угломъ въ 120°. 49) Образуютея углы 
вЪ К и въ 14. 50) Путь А АВС — прямоугольный Д\ съ прямымъ угломъ А. 
Изъ свойства суммы угловъ Л имфемь: ДВ-- ДЕДА = 34, 
или ДВ ДС- 9= 24, откуда ДВЕ ДС =. Е. А ВОС 
сумма угловъ Вс -- Св = — (ДАВС -- ДАСВ) = 34. Изъ 
А ВОС имфемъ: Х ВОС =2а—(Д ОВС- Д СВ) =24 — 
—14=34. 52. См. чер. 45, вып.2. Пусть АВС-—равнобедренный /Х. 
АСВ. какъ Х смежный еъ выЪшнимъ = 24а — ДВОР = 
— 4. Но /АСВ = /ВАС; / ВСЬ, какъ внъшийЙ =еуммЪ внутрен- 
нихъ, не оиВЖНЫХТ 6Ъ НИМЪ; ДВОР = ДВАС 3: Х АВС. Подетавивъ величины 
вер и / ВАС, получимъ: 34 = за-- ДАВС, откуда углъ АВС, т.-е. уголь 
нри вершин = — $4 = 4. 53. 34. 55. См. черт. ДВАК = ДАВС, какъЪ вну- 
тренш!е, накрестъ лежание углы. Изъ свойства суммы угловъ ДА: 
р А Е ДАВС -- ДАСВ- ДВАС == 34. По условю  имЪемъ: 
ыы [КАВ - 34 = ХВАС, такъ какъ ДКАВ == ДАВС, т 
послЪднее уравнене будеть таково: ХВАС— ДАВС =. 
Вычтя послВднее уравнен!е изъ прежде нами составленаго, 
получимь ЗДАВС == 34, отсюда ДАВС =4. ДВАС легко 
опредЪзяетея и равенъ 34. 58. 44. 59. Прямоугольный А. 


















ты вы : 


и 


61. (См. чертежъ. те АО у АСЕ—4( не Но "алуь вакъ 
внънии!й уголь равенъ суммЪ внутреннихъ, еъ нимъ не. А 


смежныхъ, то: ДАВО -- ДАСЕ = ДА- ХАбВ-- Не 
—- ДАВС ДА. Лвыя части въ двухъ уравненяхъ 
равны, значить, равны и правыя: ХА ДАСВ-- я 


-- ГАВС- ИА = 4( ДАВС АСВ) или, рас Е 
крывъ скобки: 2. ДА —=3. ДАВС Е ЗХАСВ. ИЙзъ . В С 
- А АВС имЪемъ: Х А-- ДАВС- / АСВ-=24, или; ХА —24=—/ АВС— 
— АСВ. Умножимъ на 3 00$ части уравнешя, чтобы сравнять правыя части 
уравнений: 3 ДА — 64— —3 / АВС — 3 / АСВ. Сложимъ почленно оба урав- 
нешя: 5 ДА — 64 ==0, отеюда / А = 4. 63. Сумма угловъ многоугольника 
равна 24 (п — 3). Подставимь 4 вмЪсто п. Итакъ, суума угловъ въ 4-угольник\, 
—=2 4. (4—2)=24. 2=44. Сумма угловъ 5-угольника = 64, 8-угольника = 
124. 64. Пусть фигура АВСПЕЕ (см. черт.) — п-угольникъ; 7р 
аАВ, Вс, сСО...—внз шие углы п-угольника. ДаАВ = | \. 
ной ЕАВ; ДоВе=2а — /АВС; ИсСР=3за / вор 
ат. д Сложимь веб внфшне углы п-угольника. ДаАВ-- 
а а е .- ДХ ЕКА == = (24-28 -- 2а--, ; 
Е 24) —(ДКАВ-- ДАВС УВСЬ-- ДНЕА). # 
но ДКАВ-- ДАВС-Е.....-- Д ЕКА, какъ сумму вну- о 
треннихъ угловъ п- утольника, равны 24 (п — 2) Поэтому Аа. 
сумма внЪшнихъ угловъ Д аАВ-- ДЪВС-Н.... - Х {КА =34. п оао = 
— 24п — 24п -- 44 =44. Итакъ, какая бы ни была фигура, 24-утольникъ или. 
30-угольникъ, всегда сумма ея ВяШНихЬ утловъ равна 44. 66. 1) 24 (п — 2) = 
— 104; п — 2=65; п=7; 9) 17 сторонъ; 3) 9; 4) 29; 5) 34 стороны. 
67. Запишемь уелов1е такъ: 24 (в — 2) = 6. 44, или, по › сокращении : п— 2 = 1, 
откуда п = 14. СлЪдовательно, многоугольникъ имфетъ 14 сторонъ. 68. Углы 
слъдующе: 24, 44а, 89, 84 й 34. 69. 1) Запишемъ усломе: 49 =24 (п — 2), 
или, сокративъ на 24: 2 —=п — 9, откуда п =4. 0тв.: въ 4-утольник®. 9) 
44 =? .24(п —2\; сократимъ на 44: 1=ип — 9; отсюда п =3. Отв.: въ Л. 
70. Сумма всЗхъ внутреннихъ угловъ 30-угольника разна 24(30 = 2) = 564, а 
каждый внутревей уголъ: 554 =1134. Баждый внъшей уголъ, кавъ смежный въ. 
_ внутреннимъ, равенъ 24 — 1114=-4. 
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Обиий отдЪлЪ °). 


1. Въ кругь, площадь котораго = 7БУ/ 3 кв. д., вписанъ прямоугольный 
треугольникъ. Вычислить площадь прямоугольнаго треугольника, вписаннаго въ. 
кругь того же радиуса, вели извЪетно, что одна его сторона равна сторон дан-. 
наго треугольника. 

2. Основан!я равнобокой трапещи равны 15 д. и. 18 д., & сумма не парал- 
лельныхъ сторонъ ея = 19 д. Вычислить площадь этой трапеции. 

3. Въ круг, радмусъ котораго равенъ 5 футамъ, проведены двЗ параллель-. 
ныя хорды такъ, что центръ круга находится между ними. Одна изъ хордъ 
стягиваеть дугу въ 90°, а другая хорда стягиваеть дугу въ 30°. Опредзлить. 
площадь части круга, заключенной между хорлами. | 

4. Въ окружность, радусъ которой равенъ 4 дюймамъ, вписанъ треуголь-- 
никъ, площадь котораго въ 6 разъ больше площади квадрата, вписаннаго въ. 
нЪкоторую другую окружность. Опредзлить радусъ этой окружеости. 

5. Трапещя, у которой два угла, прилегаюние къ боковой сторон, — прямыю,. 

& другая боковая сторона равна 17 дюймамтъ, описана около круга, рамуеъ вото- 
рог 7,5 дюйма. ОпредЪлить площадь травещи. 


*) Въ этомъ отдзлЪ будутъ помфщаться задачи для лицъ, знакомьюиь @ъ. 
общимъ курсомъ геометри. 


957 ь: 


6. Изъ нЪкоторой точки плоскоети проведены къ кругу сЪкущая и 6аса- 
тельная. Вычиелить площадь квадрата, стороной котораго служитъ перпендикуларъ, 
опущенный изъ точки касаня на сЪкущую, если извЪетно, что рашуесъ круга 
равен В, длина касательной — А, а сЪкущая проходить черезъ центръ. 

ДАНО, что В —=6 дюймамъ, а А = 8 дюймамь. 


7. Вь равностороннй треугольникъ, каждая сторона котораго равна 5 фу- 
тамь, вписаны три раввыхъ круга. Круги эти расположены такъ, что каждый 
изъ нихъ касается двухъ сторонъ треугольника съ одной стороны и двухь другихъ 
круговъ съ другой. Опредфлить сумму площадей веЪхъ трехъ круговъ. 


Р5шеня задачъ общаго отдфла. 


Рушене задачи № 1. Для того, чтобы избъжать лишнихъ дЪйетвй, нужно 
всегда начинать рЬшать тажмя задачи, такъ сказать, съ конца. Нужно написать 
сразу отвЪтъ вь общей формулЪ, а затЪмъ изел®довать, как1я величины намъ. 
даны и кавя нужно найти. 

Въ данной задачь намъ нужно найти площадь прямоугольнаго треугольника. 
Зная, что въ прямоугольномъ треугольникВ за основане можеть быть принятъ 
одинъ изъ катетовъ, а другой тотда будеть высотой, и что площадь треугольника 
равна половин» произведения основатя на высоту, — мы можемъ сразу написать 
_ формулу площади треугольника, обозначивъ ее черезъ $, а катеты черезь аи: 


ар. 


Такимъ образомъ, для опредЪленя площади нужно знать, какъ оказывается, 
величины катетовъ & и 6. Одинъ изъ катетовъ, напр. @а, равенъ, какъ видно 
изъ услов!я задачи, сторонЪ правильнаго треугольника, вписаннаго въ кругъ, 
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_ площадь котораго = 75 У 3 кв. д. (въ услови сказано, что «одна сторона 


треугольника», но понятно, что это относитея къ катету, такъ какъ гипотенуза 
равна д1аметру круга). Поэтому, чтобы опредзлить а, надо найти сторону пра- 
вильнаго виисаннаго треугольника въ зависимости отъ рад!уса круга, площадь 


которахо извфетна (75 3). Сторона треугольника, какъ извЪетно, въ зависимости 
‘оть радуса = ВУЗ. Такимъ образомъ, а = ВУЗ. 

Теперь опредълимь катеть 0, также въ зависимости оть радруса круга. 
Тань какъ гипотенуза — 9В, а калеть а — ВИЗ, то: 


МВ (ВИЗ) 5483: — В; =Е. 


| Нодетавимъ найденныя въ зависимости отъ радтуса величины калетовъ Въ 
_ нашу формулу (3=# а). Тогда она приметь такой ВИДЪ: 


=} ВИЗ. В =: И, 


выражаюпий площадь прямоугольнаго треугольника въ зависимости отъ радуса 
круга. Остается теперь вайти числовую величину рад1ус» и подставить въ фор- 


мулу. Шо услов!о задачи, площадь круга равна 75/3 кв. дюйм.; значить: 
с Е — 753; В? — Ви 


Теперь подставимъ въ формулу ($ = УЗ) 3) величину В? и тогда оковча- 
тельне нолучимъ: 


8 = (УЗ уз; о КВ. ДЮЙМ. 
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Ре задачи № 2. Площадь веякой трамещи разна произведению Е 
суммы оснований на высоту. Основашя -намъ 
извзетны; ВС = 13, а АО = 15. Сльдовательно, 
нужно опредзлить лишь высоту ВЕ. ВЕ можно 
опредфлить, какъ катеть прямоугольнаго треуголь- 
ника АВЕ, именно ВЕ = ИАВ? —А АЕ^. Такъ 
какъ трапещя. эта равнобокая то АВ == *; = 6 д. 
Проведя ВЕ, параллельную СО, мы получить 


равнобедренный Л АВК; поэтому АЕ = —: Но 
АК = АБ — ЕО, или такъ кавъ ВС + Р (какъ противоположныя ны 
параллелограмма), то АЕ = АО—ВС=15 — 13 = 2. Тогда АЕ == а 1. 
Подетавивь найденныя величины АВ и АЕ въ первое ть (ВЕ — 
АВ*—АЕ?),`найдемъ числевную величину ВЕ: 
_ ВЕ = 6—1 —= 36 —1= 35. 
Итакъ, площадь транещи = Е ВЕ —— —— = У 85==14. 35 к ЕВ: 


дюймовЪ. 
Ришене задачи Л 5. Площадь части округа, заключенную между хордама 
АВ и СО (см.. чертежъ), можно разбить на нЗ- в 
сколько частей. Для этого проведемъь раусы ОА, А ь В 
ОВ, ОС и ОР. Тогда площадь АшСОпВ равва Е 
площади двухъ равныхь секторовъ АСО и ВОР 
наюсъ площадь треугольника АОВ. паюсь площадь 
треугольника СОР. Такимъ образомъ, намъ веобхо- |, 
димо прежде всего опредЪлить площади секторовъ. ^ 
Так®  какъ < АВ =90°, а — СО = 30°, то 
`- ВО -Р — АС = 40°. Е ПОСТАВИВ ВЪ 


формулу площади сектора (= тг) выбето п--240, 


360 
пВ?.340 
получимъ” площадь нашихъ секторовъ В = 5 == 








360 


Площадь треугольника АОВ = половин произведеня основан!я на высоту. 


Такъ какь Д АОВ = 90°, то, слёдовательно, Л АОВ есть прямоугольный, и 
потому одинъ его катетъ можетъ быть принять за высоту, а другой за основане. 
Итакъ, площадь А АОВ —{: АО.ОВ. Но АО и ОВ суть рамусы (В); поэтому 
площадь Л =! В^. } 

Площадь ^ СОШ ==: СО.0Е. Такъ какъ — СО = 30°, т С) есть 
р энисаннаго 12-тиугольника, (360: 30 — 12). Такъ какъ сторона впиваннаго 

б-тиугольника въ зависимости оть рад1уса = В (т.-е. радгусу), то сторону впи- 

саннаго 12-тиугольника, можно также опредълить въ зависимости оть В, ирв 
помощи формулы удвоешя: 

а, — = Узв: — 28 У а? гдЪ а, сторона 12-тиутольника, 

4 за, — сторона 6-тиугольника. 
Но такъ какъ @, = В, 10: 


в: = У2В*— 28 ИЕ Узв? — 28 УЕ Е _ Изв не экуЗИЕ 
= Изв? — в’ ; уз= УФ убит УЗ. 


ай 
уч 


И 


РК, 


т - 
> 


ео 
Ат УВЕ 


и 


ль 


ам. А ЗАРУГ УЗ ЕЛТМ та “>. чек м 
в * ЗА 
“ > 
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Итакъ, искомая сторона 12-тиугольника СЭ = В Уз — Уз З. р 





опредвлить высоту ОЕ. ОЕ? = ОС? — СЕ®. Но ОС = В, а СК =. СаБдова- 
2 кА * 2 2 2 3 
тельно, ОЕ = В? — [т У2— у УЗ) —В— = _ УЗ) сень. 


о. —ы“ т 





— 28 В 
т. У а УЗ); ору @ Г Уз ря - У-Нуз. 
а ео величины СЭ и ОЕ въ формулу о среуголь- 
ника СОЛО, получимъ: илощадь АД С0О =}. СО ОЕ =: Ву УЗ. 
ИЕ Е 5 у ОСИ 15 НЕЕ В? 
УЗИ =+ ВУ —(И = И 
Сложивъ вез найденныя площади, получимъ искомую площадь. 
Площадь АтСРаВ = 2лв2 № В — два За — В +3) 
А оз ре Е 
или, подетавивъ чиеловыя величины (В = 5 ф., п == 3,141), окончательно 
ет -- 0,75) = 25. (2,094 -|- 0,75) = 





получимъ:; искомая площадь = 25. ( 


— 71,1 кв. фут, 


о задачи №4. На данномъ чертеж» въ кругь внисанъ правильный А, 
площадь котораго равна половинз произьеденя основаня не 
_ высоту = —^ ^^. АС, какъ сторона правильнаго Л, въ 
зависимости отъ радуса, выражается черезъ г/ 3. Изъ врямо- 


угольнаго ОВС сторона ВВ В0—- 090 (И ы — 


о — 31° — г. т а ЭВ = и;- Г 


а ‚ площадь о {ВО.Аб=. г. т 3 = 
9745 | 


2 
8 т — г. Но, по увловю, — т = 6 ‚ если черезъ обозначим сторону квадрата. _ 


о а 
ве величину Г въ послЬднее уравнеше, получимъ. т ‚ 16—61, или: 











УЗ = Ъ?, отеюда Ь = У2?ИЗ : Такь какь Ъ, какъ сторона квадрата, 
равна, въ зависимости отъ своего радуса, Ву 2, то можемь составить уравнение: 


УЗУз=ВУ2, или, возведя вь квадуать обф части, уравнене: зу: 3=28), 
ии УЗ = В», откуда В = ИЗ. 
Ръшете задачи № 5. Опредзламъ сначала площадь трапещи. Площадь 


М7 равна произвеленю полусуммы основан й на высоту, 
(= —). ВА (т. к. высотой будеть боковая 
сторона, къ которой прилегаютъ прямые углы). `Такъ 
какъ а описана около круга, тт АР -- ВС = 
—=АВ|-Ср. 
Сторона ВА равна даметру круга, такъ какъ ДВ и 
И р СА прямые; даметръ же =7;.2==15 дюймамъ. С)==17. 
Слфдовательно, АГ -|-- ВС = 15 -{- 17 = 39. Тогда, 
площадь трапеци = 9. 15 = 240 кв. дюйм. Теперь опредълимъ основаня тра- 
пещи. Для этого проведемь СЕ, параллельную ВА. Тогда ЕО будеть разностью 
освованй. Сумма же основанй намъ уже извфетна = 39. 0трёзокь ЕП, какъ 
катеть== у/СО— СЕ’— 1 ИН В ВОЙ ке 
у 1— 17—15 /641—8. `Итакъ: ВС--АТ=32 
| -— АО—ВС= 8 
9. Ар=40; АО =: 


Т.-6 —= 





=— 20 д.; ВС = 32. д. —20 х. = 19 д. 
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Ръшете задачи Л№ 6. Намъ нужно опредфлить площадь квадрата, стороной 
котораго служить перпендикуляръ, опущенный изъ точки касан1я на сЗкущую. 
Обозначимъ этотъ перцевдикуляръ черезъ МК (см, черт.). 
Тогда площадь квадрата=МК?. Но МК намъ неиз- 
вфетно. Опредфлимъ его, какъ катеть прямоугольнаго 
АМКМ. Тогда МК? = М№—МК?. Такъ какь ММ 
намъ дано (именно —=А), то нужно опредвлить лишь 


знать МО или даже МО. Такъ какъ лроизведене 
сВкущей на ея внъшнюю часть равно квадрату каса- 
| ’ тельной, тт МО. МС = ММ№?. № МСб=мМо—<СЬ= 

г —МО—28, а ММ==А. Поэтому МР. (МО—2В)= 
= А1; МО—МО.2В —А*=0; Мо =В- ИВ?- А*, Итавь МО= 'МО= В 


о ит Тода МО=Е-- УВ? -- 4 —0Ор=в- ИВР -- А -Е А* — 
ВЕ А® Икь МО — УВ?-- Аз. 


Въ прямоугольномь треугольник» МОМ изъ вершины прямого угла опущеяъь 
перпендикуляръ МК на гипотенузу МО. Поэтому катеть ММ есть средняя про- 
_ порщональная между всей гипотенузой и прилежащимъ отр®зкомъ МК. Поэтому 





пишемъ такъ;: МК: ММ = ММ:МО. 0ткуда: МК = о Но МИА. 2 


Е а ее т $ р. 
МО = У В?- А*, слвдовательно, М Найденную величину 
МК подставимъ въ первое равенство (МК? = ММ№ — МК?) и тогда получимъ 


величину площади квадрата. _ |. . 
Площадь квадрата : МК? = ММ? — МК* = А* — СЯ — А*— 


44 _ АВ А?) — А* АВ м — А АВ? 
|: величину А и` В, окончательно получимъ: МК? В о х 8—8, 04 БВ, 
5 у у 64186 


ДЮЙМоВЪ. 


Рушенме задачи № 7. Проведемъ въ данномъ треугольник изъ каждой 
вершины высоту. Тогда эти высоты будутъ одновременно 
й мед!анами и биссектрисами, ибо треугольникъ равно- 
стороннй. Такъ какъ вс круги равны, то каждая высота 
раздфлитъ на 2 равныя части одинъ кругь и И 
касательной въ двумъ другимъ. 

Площадь каждаго круга равняется *В2, а вебхъ 


и т. д. Треугольники СОМ и О.ОМ, подобны, т. к. 
у нихъ вс углы равны (ДОМ,0О, = ДСМО,, вакъ 
прямые, а Д М, ОО, и ДМО,С, какъ соотвфтетвенные 
при параллельныхь ОР и О, М— эти послёдн!я параллельны, какъ два перпендикулара 
къ прямой ВС). Изъ подобуа этихъ треугольниковъ можемъ написать: СМ: О.М, = 
—=0,М:М,0. Но О,М = В, О.М, = В. Поэтому О.М, ОМ есть квалралть, т.-6. 
М, Г также равно Ви МО— В, Вибе СМ можно написать Ср — МО, а 
ви Бет ОМ, -можно написать ОО — М.О. Иначе СМ = СО — В и М.О = 
= бр. Подставивъ въ первое равенетво найденныя величины. получимъ: 
(Ср —№:В= В: (0р— В); В =00.600—В.00— В.Р В: 
ор. С Е 


Откуда В —00- бт: Теперь остается найти численныя величины ОД и СО. 





МК. Но для того, чтобы опредзлить МК, необходимо. 


трехъ = З«В”. Остается опредзлить В = ОМ = ОМ, 


=. 


СВ _5 
ОВ=-5 лы. ф. Что касается до ОШ, то она, какъ извЪетно язъ 


` АР 
геометрии, а (меданы пересвкаются въ такой точкф, которая дВлить мещану 
на дв% и такъ, что одна изъ нихь вдвое болфе другой. Медану же АП, 
которая в в высотой, легко опредфлить, какъ катеть прямоутольнаго Л. 
АР* = АС? — (0 = 5? — (3) =т 
АО = У = У75 =} УЗ. 
Поэтому ОП = — УЗ. Итак, подетавимъ численныя величины и. 


позучимь величину В: 


5 ЕЯ 25 УЗ 3 | 
НЕЕ те ВЕ 6.25. виз 25 - Ви _вИ8. 
| РУЗ 15153 ИЕ 19.9553) 2.5643) 2В+уЭ_ 











—_—_ 


22095 12 


а Нл приовь-=ЗтН” 8. (У 3—1) = 3х. (3—2 Из = 
4—9 УЗ 3—5 (2— УЗ м °(2— ИЗ)х кв. 4. 


ую 3—6 53-0 а | 
Е АЕ Е ЕН 


_Геометря. . 


Слёдетвя теоремы о ‚суммЪ угловъ треугольника 


(Продолжене теоремы $ 60 изъ 4-10 аа 


61. Слёдетвия. 1. Вношнй уюлз 'треуюльника равен сузить г 
96915 внутренние, с5 нимз не смежныхь (черт. 49, выпускъ 2). - 
ДЪиствительно, съ одной стороны, СА--СВ въ сми съ угломъ 
ВСА равны 24; съ другой стороны, внф шей уголь ВСЕ въ суммЪ 
съ угломъь ВСОА также равенъ 24 (какъ смежные). Итакъ: 1) СА 
В ДВСА==24, 2) СВСЕ--АВСА=За. Въ оба равенетва 
входить по равной величин — (ВСА. Слёдовательно, СА-СВ 
{какъ углы, составляющие съ СВСА 2а)= ^ВСЕ (вакъ углу, ©0- 
ставляющему тоже съ СВСА 24). | 

2. Пели 0ва ила одною трерольника, порознь или вмъстль 
взятые, равны двумз умамз друюю, о и трет уюль первало 
равен. третьему длу второю: 
| 3. Оумма двух острыхь 414065 прлмоуюлиио треулольнива 
равна одному прямому. 

_ 4. Вз равностороннемь треуюльникь какдый 1045 равняется 
34, ибо въ равностороннемъ треугольникВ всв углы равны между. 
собой, а сумма ихъ=24; поэтому, каждый уголь=24:3=44. 

5. Вз’ равнобедренномз прямоуюльномз треуюльникь каждый 
острый улолз равняется -4, петому что сумма угловъ=24, & если. 
вычтемъ одинъ уголъ прямой, равный 4, то на долю двухъ рав- 
ныхЪ острыхъ получимъ 4; тогда каждый острый равенъ 4:2=-4._ 

62. Сумма угловъ многоугольника. Такъ какъ всльйЙ много- 


угольникъ можно разбить на треугольники, то легко вывести, чему — 


равняется сумма угловъ всаваго многоугольника. 


Теорема. Сумма 94065 всякаю мноюуюльника фавна двум 
прямымз, повтореннымь столько раз, сколько мноюуюльникь иметь 
стороне безх двух. 

У наеъ имфется нфкоторый многоуголь- 
никъ (черт. 69), число сторонъ котораго, до- 
пустимъ, равно #. Надо доказать, что сумма 
угловъ=24(и— 2). Возьмемъ внутри много- 
угольника какую-нибудь точку и соединимъ 
ее со всЗми вершинами многоугольника. Тогда 
ипогоугольнакъ разобьется на столько тре- 
угольниковъ сколько въ немъ ‘сторонъ, ибо _— Черт. 69. 
каждан сторона многоу“ольника служитъ осно- 
вантем’ ‘одног ‘‹реугольника Чакъ какъ сумма угловъ каждаго тре- 

гольниЕ ‘авп 94 те сумма угловт вефхъ треугольниковъ равна 





ба | 71 47 У т. 
т, 


ЕТ, 9 
мг ы а +5 


ты 
у КАЖ 
1 


== 


ва од. ‘и. Но намъ г. знать суныу угловъ, входящихъ только въ 
_ составъ многоугольника, образованныхъ только сторонами даннаго 
_ многоугольника. Если вглядимея въ чертежъ, то замфтимъ, что 


лишними являютея углы, расположенные вокругь общей точки — 


_ вершины, внутри многоугольника. Поэтому, чтобы получить сумму 
_ угловъ только многоугольника (а не составляющихь его треуголь- 
НИКОВЪ), необходимо’ изъ общей суммы угловъ 24. п. вычесть сумму 


угловъ, расположенныхь вокругъь общей вершины (внутри много- 


| угольника). Сумма же такихъ угловъ равняется 44 ($ 16, ее 


 стые Ш). 


Слфдовательно, сумма угловь многоугольника равпа 24. и— 


`—44 или 24(п— 2), тд мы 2а (общий множитель) выносимъ за 
_ скобки. Это и требовалось доказать. 


63. Замфчане. Такимъ образомъ, сумма условъ зависить отъ 


числа сторонъ многоугольника. При опред$ленномъ числ сторонъ. 
_ бумма угловь также вполнф опредфлева, т.-е. ири даннома числть 
_  сторонь сумма 94065 мнооуюльника есть величина постоянная. Зная 
_это, можно вычислить сумму угловъ, напр., шестиугольника, восьми- 


угольника и т. д. Сумма угловъ шестиугольника равна 24(6—2)= 


= ва; сумма угловъ восьмиугольника=24(8—2)=124. Мы просто. 


вЪ формулу 24(п—2) подставляемъ на мЪсто я опредЪленное число. 
64. Теорема. Сумма онушнихь улловз мнооуюльника, проис- 


_ щединиюь оть продолженя всъжь сторонз ею по одному направленю, 
т равняется 44. 


Продолжимъ стороны. даннато многоугольника, пе в. 


_ сторонъ (черт. 69), въ олномъ направлен. (Продолженя сторонъ 
на чертежь обозначены пунктиромъ). Тогда получимъ внЪшне 


углы многоугольника, изъ которыхъ каждый, будучи сложенъ со 


‘смежнымъ съ нимъ внутреннимь угломъ, будеть равняться 24. 


Сумма же возхъ внутреннихъ и внзшнихъ булетъ равна, конечно, 
24. 9. 

Въ предыдущей теёоремВ мы доказали, что сумма угловъ много- 
угольника (внутреннихъ только— безъ ини хь) равна а 
Сл$довательно, сумма однихъ внзшнихъ у 
—44)=24—2ап--44=44 (гд5-Е2ап и — 20 а 





ГЛАВА \1 


Фигуры, въ воставъ которыхъ входятъ параллельныя 
‘прямыя. 


65. Опредфленя. Кром® треугольниковъ, при доказательствах 
и изм5ревшяхъ часто ветр$чаются фигуры, ограниченлыя четырьмя 
прямыми, т.-е. четырехугольники. Раземотримъ, какъ начболБе за-- 


м 


мБчательныя,; т изъ них, ВЪ составъ Еоторыхъ входять ‚парвллель- 
ныя прямыя. | - 
Вс таве четырехугольники ДЪлятея на двЪ основныя группы: 
параллелораммы и трапеши. Пораллелораммами называются таке, 
четырехугольники, у которыхъ противоположныя стороны параллельны 


=. де 


Черт. 70. ие 





(черт. 10), а трапецеями—тавте, у которых дв стороны парал- 
лельны, & двз друйя не параллельны (черт. 71). 

Параллелограмиы въ свою очередь АБлатСя 1 на 3 вида: ирямо- 
уюльники, квадраты и ромбы. = у 

Прямоуюльникомь называется такой ротик, у вото-— 
раго вс углы прямые (черт. 72). 

Ромбомз называется такой параллелограмиъ, у ВОВАТО- о: 
восздня стороны равны ее 7 °. 





Черт, 72. - | т 5 Черт, 43.- - ^ Черт. 74. 


Ёвадратомз называется параллелограммъ, соединяющий въ _вебЪ 
и признаки прямоугольника, и признаки ромба, т.-е. у него вс®- 
углы прямые и вс$ стороны равны (черт. 74). 

Параллельныя ° стороны трапещи называются основанями: 
верхнее основае и нижнее основаше. | 

Одна изъ сторонъ прямоугольника называется тавже основа- 
нем; тогда сторона, съ ней соеЪдная, называется высотой а 
ОЛЬНиЕ В. | 

Бысотой же всякаго параллелограмма или трапеции называется — 
черпендикуляръ, опущенный изъ точки одной изъ параллельныхьо 


в и 
аа А 


Черт. 75 | Черт, 7 6. 


_етеронъ на. другую Гакъ напр., прямая СЕ есть высота трапещи АСОВ 
(черт. 75), а прямая ММ— высота параллелограмма. АМОР (черт. 76). 


а 
ь Ат к 


Кром того, нало познакомить, ‘еще. СЪ ие прамой.. часто 


_ проводимой- въ параллелограмми $: прямая эта называется далональю 
° и опредЪляется тавъ. Диональ ‘параллелорамма чли трапеции есть 
_ прямая, соединяющая противоположныл вершины. 'Такъ АО и СВ. 
о дагонали трапеши АСОВ (черт. 75), а АО и м: 
‚ параллелограмма АМОР (черт. 76). — 


66. . Свойства параллелограмма. а. теорема до- 


а казываеть основныя свойства параллелограмма. 


_ Теорема. Бо всякомз параллелораммть : 1) противополоменые 
лы равны, 2) умы, прилежаиие кз одной сторон, вз суммь равны 


- 24, 3) противоположныя стороны равны. Такимъ образомъ, эта 


ее _ теорема состоить изъ трехъ частей, которыя и раземотримъ отдЪльно. 


Т. Для того, чтобы доказать, что во всявомъ параллелограми 


_ противоположные углы равны, слЗдуеть обратиться къ опредёленю 


к. _ параллелограмма. Мы знаемъ, что параллелограммъь есть такой 


четырехугольникъ, у котораго противопо- 
ложныя сторовы параллельны. Поэтому, _ 
_ если намъ данъ параллелограммь АВСР 
(черт. 77), то въ немъ ВС || А) и АВ] 
| СО. Разъ это такъ, то можно легко 
доказать, что И (про- 





Е: Черт. 77. _  Тивоположные).  ДЪйствительно, стороны 


угла В, т.-е. прамыя ВС и ВА, соотвЪт- 


ая ственно параллельны сторонамь угла О, т.-е, прямымъ АР и ОС; 
вромЪ того, стороны углов Ви Р И ЮтЬ противоположное натра- 


_ влеше. А таве углы равны (см. выпускъ 4, теорема 8 58). Точно 


отавъ же углы С иА имфБотъ соотв тственно параллельныя стороны, 


_ и эти стороны имфютъ противоположное направлеше. Слёдовалельно, 


-2В=Ар. и 2 0=СА, что и требовалось доказать. 


_П. Вторая часть теоремы доказывается на основан первой 
части. Мы доказали, что (В=2Р и ДА=ЕС; сл довательно, 
ЕВ-ЕА=ЕР-- С (такъ какъ къ раввымъ величинамъ мы 
прибавили поровну}. Такъ. какъ параллелограммъ есть четырех- 
угольникъ, то сумма всЪхъ его угловъ равна 24(4—2)=44 (см. 


теор. $ 62). Если В СА=о- (6, а сумма всфхь угловъ== 


—44, то, значить, каждая данная пара СВ-ЕДА, а также 
2О-Е2С равна 24. В-ЕА=24, Хр+-20=24, но углы В 
и А прилегаютъ въ одной (черт. 77) сторон, равно какъ и углы 
В и С. СлБдовательно, мы доказали, что сумма угловъ, прилегаю- 
щихь въ одной сторон параллелограмма, равна 24, а это’ и 
требовалось доказать. (Точно такъ же ВЕС С=24и АНИ 
—=24). Кром$ того, эту теорему можно доказывать еще и на томъ 
основани, что углы В в А, а затфмъ углы Фи Си вообще хаждая 
пара угловъ, прилегающихь въ одной сторон, являются внутрен- 
ними односторонними при параллельныхъ праямыхъ (теорема $ 54). 


акс. 


————... 


й ее, 5 „= р - | - и = в г — 
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Ш, Ни то, чтобы доказать ‘третью Часть теоремы, т.-е. _ 


что противоположныя стороны равны, проведемъ въ параллелограмм 


АВСР (черт. 78) матоваль ВО. Намъ Е доказать, что ВС—= 


- =АР и АВ=СО. Докажемъ это при по- 
`мощи треугольниковъ ВОС и ВРПА, образо- 
`ванныхъ дагональю. Эти треугольники 
будутъ равны (какъ имфющ!е по равной 
сторон и двумъ равнымъ угламъ), и дЪй- 
ствительно, сторона ВО—общая, д СВО= А Са 
—=ВЛА, кавъ внутренше на-крестъь лежа- =. Черт, 78. 
ще, при параллельныхъ ВС и АР и сЪкущей 

ВБ, а 2АВР=2ВОС также, какъ внутренне на-крестъ лежащие 





я 


(равные углы отмфчены одинаковыми черточками). Если треугольни- | 


ки равны, то и соотвЪтственныя стороны, т.-е. стороны, лежация 
противь равныхъ угловъ, у нихъ равны. Утоль СВО=ВОА; ел$до- 
_ вательно, сторона СО, лежащая противъ угла СВО, равна сторон 
_ВА, лежащей противъ угла ВОРА. Точно тавъ же сторона Вб= 
сторон АБ, что и требовалось доказать. 


< 


67. Сльдствя. Изъ этой. теоремы, которая устанавливаеть. 


важнЪйц!я свойства всякихъ параллелограммовъ, вытекаеть нф- 
Сколько СлЪдСтвЙ: | < 
1) Если в параллелораммть одинь уоль прямой, то весь лы 
этою параллелорамма также прямые. ДЪйствительно, уголъ, про- 
тивоположный ‘данному (прямому), будетъ прамой ($ 66, 1} 
уголь же односторонн!й съ даннымъ будеть также прамой (ибо 
сумма угловъ, прилежащихъь въ одной сторонЪ, равна 24; если же 
одинъ ИЗЪ НИХЬ ==, т0, конечно, и. ‘другой =а (24—94). Изъ 
этого сл$дустъ, что в5 прямоуюльникь и квадрат вс улы прямые. 
2) Бз ромбь и квадратиь вс стороны равны. 


Такъ какъ въ ромбЪ дв соефдая стороны равны, и, ром 
того, въ ромбЪ, какъ и во всакомъ параллелограммЪ, противоло-. 
ложныя стороны равны, то, слЗдовательно, равны веб стороны. То 


же самое можно сказать и о квадратВ, ибо ввадратъ есть прямо- 


угольный ромбъ. 


68. Теорема. Де» параллельныя прямыя всюду находятея друвь 
отз друа на одинаковомь разстояни. Другими словами, надо дока- 
зать, что перпендикуляры, опущенные | 
изъ какихъ: нибудь точекъ одной прямой А Е 2: В 
на прямую, параллельную данной, равны. 

Пуеть, имземъ параллельныя прямыя АВ 
и СР (черт. 79). Возьмемъ как-либо 
точки Е и Е на прямой АВ и опустимъ ( М _ Г р 
изъ михъ перпендикуляры на прямую 
СО, „зараллельную АВ: эти пергендику- 
ляпы будуть ЕМ и ЕМ. Докажем, что ЕМ = ЕМ. 


Черт. 79. 
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Такъ какъ ЕМ || ЕМ, какъ перпендикуляры въ одной прямой 
(теор. $ 49), то фигура МЕЕМ ееть параллелотраммъ, а въ па- 
раллелограмм противоположныя стороны равны; значить М =ЕМ, 
что и требовалось доказать. Точно такъ же о доказать это и. 
относительно другихъ точекъ прямой АВ: перпендикуляры изъ 
каждой точки прямой АВ на прямую СР будутъ равны. Злачитъ, 
прямая АВ веюду отстоитъ на одинаковомъ разстояни отъ прямой 
СО, ей параллельной, что и требовалось доказать. : 


69. Теорема о дгагоналяхъ. Выше, доказывая равенство про- 
тивоположныхь сторонъ параллелограмма, мы видЪли, что латональ 
разд$ляетъь параллелограммъ на два равныхъ треугольника “одна 
сторона у нихъ общая и, кромЪ того, два угла одного равны двумъ 
угламъ другого). ИромЪ этого свойства, она чмфетъ еще и цфлый 
радъ другихъь и является, такимъ образомъ, чаиболзе чнтересной 
прямой, проводимой въ параллелограммахъ и трапешяхъ. Чозже мы 
увидимъ, кавля удобства представляютъ д1агонали при вычасаентяхъ 
и построенляхъ геометрш. Теперь же, въ этэй части курса, намъ 
надлежитъ познакомиться лишь съ н®которыми творемами о даго- 
наляхъ. Въ сл®дующихь 8$ доказываются эти теоремы. 

70. Теорема. Дионали всяко параллелорамма_взаимно д- 
длятся пополам. Возьмемъ какой-нибудь пафраллелограммь АВОС 
(черт. 80) и проведемъ въ немъ дагонали ВС и АШ. Точку пере- 
сЪчен1я д1агоналей обозначимъ черезъ 0, 

Требуется доказать, что ОС=ОВ и ОА=оОр. Изъ получив- 
шихся четырехъ треугольниковъ возьмемъ треугольники ВОО их АОС 
и будемъ ихъ сравнивать. Они оказываются равными 10 сл$дую- 
щимъ основашямъ. Сторона ВО’ одного изъ нихъ равна сторонз АС 


ЕАН 


Черт. 80. Черт. 81. 





другого, ибо ВВ и АС—противоположныя стороны параллелограмма; 
СВО= АСВ и (САР= С АТВ, какъ внутренне на-кресть ле- 
жащ!е при параллельныхь. Если треугольникъ ВОО=АОС, то и 
соотвфтственныя стороны у нахъ равны, т.-е. ВО = ОС и ро— ОА, 
что х требовалось доказать. 

71. Теорема. Дипонали прямоуюльника фавны. Въ прамоуголь- 
ник АВСП (черт. 81) проведемъ длагонали АС и ВО и докажемъ, 
что АС=ВО. Между другими треугольниками образуются также и 
прямоугольные треугольники АСЬ и АВО, у ЕОТорыхъ длагонали 
будутъ гипотенузами (при общемъ основан!и АО). Треугольникъ 
Аб) оказывается раввымъ треугольнику АБО, ибо катетъ СГ 


эРимназ!н на хому“, в. 6, 


82 
одного изъ нихъ равенъ катету АВ другого (какъ противоположный 
стороны параллелограмма), а катеть АП является у нихъ общимъ. 

Если эти прямоугольные треугольники равны (по двумъ кате- 
тамъ), то. и гипотенузы равны: поэтому АС=ВО, что и требова- 
лось доказать. 

72. Теорема. Далонали ромба взаимно перпендикулярны и дъ- 
лять флы ромба пополамь. Въ ромбф АВОГ (черт. 82) проведемъ 
дагонали АС и ВО и докажемъ, что 
АСВ и что каждый изъ угловъ ромба 
дълитея соотвЪтственной д!агональю по- 
ноламъ. Для доказательства первой части 
теоремы, т.-е. что АС ВО (въ точкЗ 
перес$чен1я О), будемъ сравнивать тре- 
угольники АВО и СВО. Эти треуголь- 
ники равны, такъ какъ три стороны одного‘ - Черт, 82. 
равны тремъ сторонамъ другого: АВ= 
—=ВС, какъ стороны ромба, ВО— общая сторона и АО=ОС, 
тавъ какъ д1агональ АС дфлится въ точк$ О пополамъ (теорема 
$ 70). Если эти треугольники равны, то и углы одного изъ нихъ 
соотв$тетвенно равны угламъ другого. Поэтому, между прочимъ: 
д ВОА = 2 ВОС. Но углы ВОА и ВОС суть углы смежные: сл%до- 
вательно, они прямые и АС ВО (выпускъ 3, 8 37, стр. 89), или, 
что то же самое, АС-ЁВО. 

Что углы ромба дфлятся дагоналями пополамъ, слфдуетъ изъ 
равенства т5хъ же треугольниковь АВО и СВО. У этихъ треуголь- 
никовъ всЪ элементы соотвфтетвенно равны, и потому САВО= 
2 СВО, что и требовалось доказать. 

ЗдЪсь мы брали для доказательства треугольники АВО и СВО, 

но, конечно, можно, исходя изъ равенства треугольниковт ВСО и 
СРО, СРО и АБО, АПО и АВО, доказать, что каждый изъ осталь- 
ныхъ угловъ ромба также дзлится пополамъ, 
: 73. Сльдств!е. Дёионали квадрата равны, взаимно пертенди- 
кулярны и дптлять умы ею пополамз, такъ какъ у него съ одной 
стороны углы прямые, и съ другой ве стороны равны; другими 
словами, квадратъ соединяеть въ себЪф всЪ свойства прямоуголь- 
ника и ромба. 

14. Теорема. Если в5 четырех- | р 
уюльникь противоположныя стороны ( 
попарно равны, или только дв% стороны 
равны и параллельны, то такой четы- | 
рехуюльникзестьпараллелораммь.Пусть Г 
нуЪется у насъ четырехугольникъ АВСО /\ р 
(черт. 83), у котораго АВ=СО и Черг. 83. 

ВС=АШ Требуется доказать, что, въ 
гакомъ случа, четырехугольникъ АВС есть параллелограммъ, т.е. 
то АВ || СФи ВС || АР. (В%дь параллелограммъ—это такой челы- 





рехугольникъ, у котораго противоположныя стороны параллельны). 
Для доказательства проведемъ д!агональ АС, тогда образуютея два 
` треугольника АВС и АОС, которые будутъ равны. 

Равны они будуть по селфдующимъ основашаямъ: ВС=АО по 
услов1ю, АВ=СО— также по условю, а АС сторона общая. 

Въ равныхъ треугольникахъ противъ равныхъ сторонъ лежать 
равные углы: поэтому СВСА, лежапий противъ стороны АВ, ра- 
венъ углу ПАС, лежашему противъ стороны СО (АВ==С)). 

Углы ВСА и РАС можно разсматривать, какъ внутренне на- 
врестъ лежащие углы при прямыхъ ВС и АО, перес$ченныхъ пра- 
мой АС. Разъ эти углы равны, то, слдовательно, чрямыя АП нп 
ВС параллельны (выпускъ 4, 8 55). 

Изъ равенства треугольниковь АВС и АПС олФдуетъ также, 
что СВАС= ОСА. Разсматривая эти углы, какъ внутренне на- 
крестъ лежашие, мы убЪждаемся, что СО || АВ. Итакъ, АО || ВСи 
СО || АВ, а это и требовалось доказаль. 

Теперь предположимъ, что только хв$ стороны лараллельны, 
но равны. То-есть, у четырехугольника АВСР сторона АВ || СР и, 
кром$ того, АВ=<©СО. Требуется доказать, что, и въ этомъ случаЪ, 
_ фигура АВСО есть параллелограммъ, т.-е. что не только АВ || СО, 
но АД || ВС. 

Треугольники АВС и АПС равны по слёдующимъ (черт. 83) 
основанямъ сторона АВ=<СОр— по условшю, сторона АС— общая, 
а 2ВАС= СОСА, какъ на-кресть лежащие при параллельныхъ 
АВ и СО. Если треугольники равны, то и углы у нихъ должны 
быть равны: поэтому С ВСА= (БАС. Углы ВСА и ПАС авляются 
внутренними на-кресть лежащими при прямыхъ АО и ВС; по- 
этому, если СВСА= РАС, то АО || ВС, что и требовалось до- 
Базаль, 

Замфёчане. Вышеперечисленными теоремами  хоказываются 
основныя свойства- параллелограмма. НижеслЪдующе параграфы 
будутъ въ себЪ заключать теоремы не о параллелограммахъ непо- 
средственно, & 0 такихъ свойствахъ другихъ фигуръ, которыя осно- 
ваны на свойствахъ параллелограмма. 

15. Теорема. Если на одной сторонъ узла отложимз равные 

отръзки щ черезь концы отрузковь 

В- 2 Е 1 КА проведемь параллельныя прямыя 90 

с  Пересюченя с5 друюй стороной пла, 

то и на этой сторонь отложатся 
фавныя части. 

Возьмемъ какой-нибудь уголь АВС 

9`С (черт. 84) и на сторонё его АВ 

Черт 84. отложимъ равные отрфзки. Пусть эти 

отр$зви будутъ: ВО, РЕ, ЕЁ и ЕК. 

Черезъ концы отр$зковъ О, Е, Е и К проведемъ прямыя ОГ, ЕМ, 

ЕМ и КО до перес$ченя со стороной ВС. Дано, что ВО=рОЕ= 
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—=ЕЕ=ЕК и что ПГ, || ЕМ || ЕМ || КО. Требуется доказать, что 
въ такомъ случа В.=ЬМ=ММ=МО. 

Докажемъ сначала, что В = ГМ, а затБмъ и остальныя 
равенства. Для этого изъ точки О проведемъ прямую ОР, параллель- 
ную ВС, до пересфченя съ МЕ въ точкЪ Р. Тогда образуетея 
треугольникъ ОРЕ, который и будемъ сравнивать съ треугольникомъ 
ВОГ. У этихъ треугольниковъ сторона ВО = Е по отложешю, 
СВ и СДЕЮР равны, какъ соотвтственные при параллельныхъ 
ВС и ПР, перес5ченныхъь прямой ВО, и, наконецъ, углы ВОЬ 
и РЕМ равны, какъ соотв$тственные при параллельныхъ ЕМ и ОЬ, 
перес$ченныхъ прямой ОЕ. 

Такимъ образомъ, сторона и два угла одного треугольника 
соотв$тственно равны сторонф и двумъ угламъ другого. Сл$дова- 
тельно, АВЬОГ, = АБРЕ, и, значитъ, сторона ВГ = еторонз ЭР. 
Такъ вкакъ ОР || [М и ОГ || РМ, то четырехугольникъ ПЦОРМ есть 
параллелограммъ. Въ параллелограммЪ же противоположныя стороны 
равны: поэтому ОР = ГМ. Выше мы доказали, что ВЫ = ОР; но 
такъ кавъ ОР = М, то ВЬ = ГМ, что и требовалось доказать. 

Для того, чтобы доказать, что ГМ = ММ, нужно поступить 
точно такимъ же образомъ. Изъ точки Е нужно провести прямую 
ЕВ, параллельную ВС: получится треугольникъ ЕВЕ, равный тре- 
угольнику ПРЕ, и изъ равенства этихъ треугольниковъ будетъ 
слЪдовать, что ОР=ЕВ или Г.М = ММ. То же самое можно сдфлать 
и съ четвертымь отр$зкомъ, патымъ и т. №. вс$ они булутъ 
равны между собой. 

76. Теорема. Прямая, соединяющая середины непараллельные 
сторонз трапеши, параллельна основаглямь трапеши и равна полу- 
суммь ить. Пусть имфемъ трапешю АВСО (черт. 85), у которой 
М есть середина прямой АБ, а М се- 
редина СО. Требуется доказать, что 


арямая ММ параллельна ВС и АТ и, 
ВС--АВ 


кром$ того, что ММ =-_—. Для 
цоказательетва продолжимъ прамую 
ВС на нЪкоторое разстоян!е, & черезъ 
точку М проведемъ прямую, парал- 
лельную СО. Эта прямая пересЪчетъ 
нижнее основанте въ нЪфкоторой точкЗ 
О, а продолженное верхнее основаше въ точк% К. Тогда и: 
два треугольника КМВ и АМО, которые будутъ равны по сл$дую- 
щим  <оображевнямъ. Уголь КМВ равенъ углу АМО, какъ 
вертикальный съ нимъ, углы КВМ и АОМ равны, какъ внутренне 
накресть лежапие при параллельныхь КС и АБ, пересфченныхъ 
прямой АВ; вром$ того, сторона МВ==еторонЪ МА по услов1ю теоремы. 
Изъ равенства этихъ треугольниковъ слфдуетъ, что МК = МО, 


ко 
т.-е. МО = -^—. Тавъ вакъ четыреху ОлЬнИЕЪ ‘ОКСО есть паралле- 








Черт. 85. 
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лограммъ (противоположных стороны параллельны), то КО = т 
° Слфдовательно, -5` =-5` (вакъ половины равныхъ сторонъ). Но — 
есть не что иное, какъ ьы (или СМ). Поэтому, МО = М (потому 
что МО = в и №О = — Но МО также параллельна МО; зна- 


ЧИТЪ, ччетырехутольникъ ОММО есть также параллелограммъ, и, 
сл$довательно, ММ || ОР (или АР). Если же ММ параллельна АО, 
то она т$мъ самымъ параллельна и ВС, такъ какъ АО || ВС (двЪ 
прямыя, параллельныя третьей, пены между собой). 


ВС-АО 
Теперь докажемъ, что ММ = Ве . Такъ какъ четырехуголь- 


ники ОММР и МКСМ суть ыы то ММ =КС и 
ММ = ОР. ЗамЪтимъ, что КС = КВ- ВС, а ОБ = АР — АО; 
тогда: ММ = КВ + ВС и ММ =АО — АО (потому что ММ = О, 
а ОР = АО — АО). Сложивъ оба эти равенства, получимъ: ММ-Е 
- ММ=кКВ- ВС АО — АО; или ММ = КВ- ВС АО— АО, 


-`Изъ равенства треугольниковь МКВ и МАО слфдуетъ также, что 
КВ = АО; поэтому вм$сто КВ можно поставить въ наше равенство 
АО. Тогда окончательно получимъ: 

2МХМ =кКВв- ВС АО — АО —=АО-ЕВС--АБ—АО=ВС-- АР 
(такъ кавкъ + АО и — АО, какъ равныя съ противоположными 
м сокращаются). Итакъ, 2ММ = ВС -{ АО, значить, ММ= 


ЧА 
—=—5 —, 910 и требовалось доказать. 


Повторительные вопросы и отвтьты. 


1) В. Бакъ выразить въ общемъ видв сумму утловъ многоугольника? 
О. Сумма угловъ =24 (п—2); гдз п означаетъ число сторонъ. 

_ Я) Опредблять сумму вн$шнихъ угловъ треугольника? Сумма вн шнихъ 
° угловь треугольника, какъ и всякаго многоугольника =44. 

3) Изм$няетея ли сумма угловъ многоугольника въ зависимости отъ ве- 
личины сторонъ? НФтъ, важно только число сторонъ, а при данномъ числВ сто- 
_ронъ сумма угловъ-— величина постоянная. | 

4) Бакъ вазывается четырехугольникъ, составленный параллельными пря- 
мыми? Параллелограммъ. 

5) ЧБмъ отличается трамешя отъ параллелограмма? У трапецти только дв 
стороны параллельны, а двз друйя н®тъ, & у параллелограмма противоположныя 
стороны (ве) параллельны. 

6) Виды параллелограммовъ ? Прямоугольникъ, квадратъ и ромбъ. 

7) Можно ли квадратъ назвать ромбомъ ? Можно, квадратъ есть прямо- 
угольный ромбъ. 

8) Что такое дмагональ ? Длагональ есть прямая, соединяющая противопо- 
ложныя вершины параллелограмма или трапеци. 

| 9) Оеновныя свойства параллелограмма? Въ параллелограмм» противопо- 
 ложныя стороны равны, противоположные углы раввы и сумма угловъ, приле- 
тающихЪ къ одной сторонЪ, равна 24. 

10) Въ какомъ параллелограммЪ датонали равны? Въ прямоугольнакВ и 
зъ квадратъ. 

11) Чему равна прямая, ` соединяющая середины непараллельныхъь сторонъ 
трапещи ? ПолусуммВ обоихъ оснований. 

12) Чему равна прямая, Е середины сторонт треугольника ? Но- 
ловинЪ третьей стороны. 


Задачникъ по геометрии. 


=. >. 


Залачи въ главЪ \|. 


72. Опредълить внутренне односторонне углы двухъ параллельныхъ лин!й. 
вели извЪстно, что одинъ изъ нихъ на 24 больше своего смежнаго. Ришене. 
06бозначивъ. больший емежный уголъ черезъ х, а другой черезъ у, можно составить 
уравненя: хр-у=24 и х=у-!- 24. Вычтя второе уравнеше изъ перваго, полу- 
чимъ: у—24—{9— у, или у=189— у, отсюда 2у=134, или у=4. Тавъ какъ 
смежный, больышй внутреный отностороннй, уголь х на 24 больше у, то х=у-- 
НН —а--2а=8а. | 

73. Опредзлить вызшве односторонне углы двухъ параллельныхь див, 
вели извЪетно, что одинъ изъ нихъ = евоего смежнаго. Рюшенле. Обозначивъ 
меньний уголь черезъ х, составимъ уравненя: 1) х = у и 9) ху = 234. 
Вычтя первое уравн. изъ второго, получимъ: у =24 — 8у, откуда -. у = 24, 
или у — 184. Смежный съ угломъ у внЪшый одностороннй уголъ х равенъ: 
х — у; шодставивъ величину у, получимъь у =. 184 = 154. ПовЪрить задачу 
можно слБдующимъ образомъ: такъ какъ сумма двухъ смежныхъ угловъ равна 24, 
т хр у=15а-- 184 должно равняться 24. ДЪйствительно, такъ и получается - 

74. Въ параллелограмм® одинъ уголъ равенъ 34. Опредфаить остальные 

улы. Отв. 14., 14 и 8. 
75. Въ параллелограмм ММОР бисектрисса угла М дЪлитъ сторону 
МР въ точ О на двЪ части. Опредфлить МО и ОР, если МО = 19 кюйм., 
в РО = 9 д. Рюшеше. Предоставляемъ, ради практики, учащимся самимъ со- 
ставить чертежь. Треугольникь ММО — равнобедренный, такъ какъ Д ОМФ, 
равный углу ММО, разенъ углу МОМ. Поэтому ММ = №0, т.-е. М№О = 9 д. 
Такъ какъ МО=МР, то второй отрфзокъ ОР яегко найдемъ: ОР = МР — МО 
—19 д.9 д.—10.Ж. 

76. Будуть ли параллельны ярямыя, у которыхъ Д 4 —- ДТ = 24 
(ем. чорт. 62)? Рюшене. Да, будутъ, потому чт Д4 = (1 а ДЕЕТ= 94. 

77. Будуть ли параллельными прямыя, еумма четырехъ внутреннихъ на- 
вресть лежащихъ угловъ, которыхъ равна 44? - Отв. Да, будуть. 

78. Черезь вершину ХС разносторонняго А АВС проведена параллельная 
эвнованю линя РЕ. ОпредЪлить углы А и В, еели разность между углами, 
воставленными параллельной и боковыми сторонами Л, равна & 4, а ДАСВ=на 
. (ем. чертежъ 68). Рьшеше. Пе услойю имфемь ДЕСВ— Д/Д АСО=а, или, 
зам тивъ, чо ДЕСВ= ИВ, а ДАСО=ДХА, какъ внутреная!е накресть лежа- 
пе, нолучаемь: ДВ ДА=дА4. Изъ А АВС имЪемъ: ДВ ДА=2а— ДС 
или, подставивъ величину ДС: ДВ-- ДА—За — Н4=14. Сложивъ оба урав- 


. 1 3 41 
нешя, получимь: 2ДВ==.а- а = “а = а, а ДВ=.4. Вычтя первое 


уравнен!е изъ второго, имфемъ: 2 ДА=ь@—14 — > | 4—=4= 9; отетда 


ДА= а. о у 

79. Периметръ !) параллелограмма содержитъ 160 д., а одна изъ сторовъ 
на 30 д. больше другой. Опредълить стороны. Рющене. 0бозначимъ черезъ р 
периметръ, черезъ х большую, & черезъь у меньшую сторону параллелограмма. 
Тогда р=2х-|-2у, а такъ какъ р = 160 д., то 2х--2у = 160; сократимъ это 
уравнене: х-|- у== 80 д. Второе услов!е задачи выразимъ елфдующамь уравне- 
щемъ: х—=у-|-30 д. или х—у==30 д. Сложимъ оба уравнешя: 9х==110 д., от- 
куда х =55 д. Вычтя второе уравнене изъ перваго, будемъ имъть: 2у == 50, 
икуда у=25 д. ПовЪрка: х—у==55 д.—25д.==830 д., что удовлетворяеть условию. 





') Периметромъ называется сумма воъхъ сторонъ треугольника п рообуи:а 
многоугольника. 
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80. Периметрь параллелограмма равенъ 180 х. Въ параллелограммВ про- 
ведены дизгонали, дФляпя его на 4 треугольника, въ которыхъ периметръ одного 
изъ двухь на 16 д. больше периметра своего смежнато. Опредзлить стороны из- 
раллелограмма? Ухазанле. Зная, что Магонали дфлятся пополамъ, мы замЪфтимт, 
что каждые лва смежные треугольника имЪютъ по 2 равныхъ второны, и получимъ 
задачу, сходную еъ предыдущей. Отв. х=521 д., у=37Е д 

81. Средняя лин1я трапещи ‘) = 14 д. Бавой величины должна быть вы- 
‹ота, если площадь трапеци равна 28 кв. д.? Рюшене. ПримЪнивъ формулу 
площади трапещи: 3=К . В, гдЪ з— площадь трапеци, К-— средняя лин1я, & В— 
высота, и, подставивъ данныя величины К и $, получимъ? 28 == 148; отсюда 
В==9 дюйм. 
| 82. Олинъ изъ внутреннихъ одностороннихъ угловъ [| на 44 больше дру- 
того. Опредзлить величину этихъ угловъ. Рищенае. Можемъ составить два урав- 
женя: х--у=24 и х— у = 14, г х — болышй, а у меньший уголъ. Сло- 
живъ эти уравневн!я, получимъь 2х = 24а -+ {4 = 34, отвуда х = 94:82 = 
—14; х==14. 

те Вычтя второе . уравнен!е изъ первиго, получимъь 2у=24—$4 = 54, отвуда 
у— : 

т Построить параллелограмыть по двумъ д!агоналямъ и одной изъ оторонъ 
его. Рюшенше. Эта задача приводитея въ поетроен!ю треугольника такъ: возьмемъ 
изъ 4-хь треугольниковъ тотъ, стороной котораго служить данная намъ сторона 
параллелограмма. Бъ этомъ треугольник намъ извЪстны и остальныя дв® сто- 
роны, каждая изъ которыхъ равна { соотвзтетвующей д!агонали. Такой треуголь- 
яикъ весьма просто рЪшается, и, зная его, мы легко рЬшаемъ данную задачу. 


84. Въ ромбЪ проведена длагональ, которая хВлить его на 2 /. Найти 
Углы ромба, если сумма угловъ треугольника, составленнаго дагональю и сте- 
ронами ромба, равна $ угла, противолежалцато д1агонали (чертежъ не помЪщаемъ, 
чтобы дать учащимся вамимъ поупражняться въ этой области). Рэъшенае. 0бозна- 
чивъ углы, составленные дагональю и сторонами ромба, черезъ х, а угелъ, про- 
тиволежаний л!агонали, черезъ у, мы составимъ два уравнемя Зх = $у, или 
фу=24. откуда у= о Чтобы найти х, мы подставимъ величину у въ ур. 2х==у 
3 получимъ: 2х =. 3 —=14, откуда х =. —. весь уголъ, черезъ который 
пуфходить дагональ, равенъ 2 ох—14. 8—4. 


85. Черезъ дапную точку М провести сЪкущую къ двумъ параллельнымъ 
_ прямымъь АВ и СР такъ, чтобы часть ея, заключенная между ними, равнялась 
бд. Рюшеше. Изъ какой-нибудь точки Е проведемъ циркулемъ окружность, 
радусъ которой==5 д., и соединимъ точки пересЪчения окружности и другой лини 
съ точкой К. Получаютея двЪ прямыя, заключаюцияея между параллельными и 
равныя 5 д. Проведя черезъ точку М параллельныя этимъ двумъ прямымъ, по- 
дучинъ прямую, удовлетворяющую требовано задачи. 


86. ОпредЪлить периметръ ромба, если дагонали его соотвзтетвенио равны 
9 и 12 дюймамъ. Рущеюше. Возьмемъ одинъ изъ треугольниковъ, на которые 
`разбилея ромбъ послБ проведетя длагоналей. Такой Л — прямоугольный, и катеты 
гго будуть равны соотвЪтетвенно половинамъ обфихъ д!агоналей. Обозначимъ 
сторону ромба или гипотенузу черезь а, а катеты черезь Бис. Тогда 


а*=-—-с7 или а= У т т подставивъ о. Ьи с, равныхъ половинамъ 
агоналей: РИ =И йе в — 88 == ыы == 
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— 15 дюйма, а р ромба равенъ суммВ 4-хъ равныхъ сторонъ 
ЯлИ 4 `— д. = 30 дюймамъ. 


“) Средней лией въ трапещия называется лия, соединяющая середины 
зепараллельныхъ ©«торонъ трапеции. 


=> 


924. 


87. Периметръ прямоугольника == 84 д. Одна изъ сторонъ х = 15 К. 
Опредвлать даговали. Ржьщшене. 0Обозначивъ другую сторону черезь у, мы 
можемъ написать: х--х-Ру--у==84 д., или 2х-- 2у == 84 д., или, подетавивъ-. 
величину х: 30 --Зу==84, откуда 2у = 54 или у==27. Опустивъ перпенди- 
куляръ изъ точки перееБчен1я д1агоналей на извфетную сторону, мы полу- 
чимъ два равныхъ прямоугольныхь Л, въ каждомъ изъ которыхъ намъ известны 


оба катета. Гипотенуза же или половина дагонали = и (2) ы (#) ее 


15\2 , /27\2 и 954 _8 ое 
== 53 Е “=” |106, а вся магональ—1/106.2=3 у 106 
У (5) +) 8—5 Е ти и 
Такимъ же образомъь мы найдемъь и вторую даговаль. 


88. Въ прямоугольник опредЪлить уголъ между стороною и дагональю, 
всли этотъ уголъ на 24 мевфе угла между дагоналями. Ришене. Обозначивъ. 
черезъ х равные углы образовавшагеся равнобедреннато /\ и черезъ у уголь 
иежду магоналями, сумЗемъ составить два уравнешя: 2х-Ру=24 и х=у— 24. 
Перепишемъ эту систему такъ: 1) 2х=24—уи 2) х=у— 4. Сложивь оба 
уравнен!я, получимъ: 3х=14, а х—А. Теперь 2-е уравнев1е умножимъ на 2 в 


. 10 
вычтемъ его изъ перваго уравненя; получается О=@—3у, откуда у=58. 


89. Возможенъ ли такой /\, въ которомъ лия, соединяющая середины 
сторонъ, равна была бы суммЪ тБхъ сторонъ, середины которыхъ она соединяетъ? о 
Ризцене. Н%Фтъ, невозможенъ, потому что, если средняя лин!я, равная половин®. 
оенованя, равна суммВ двухь сторонъ /Л\, то основаше будетъ и подавно больше 
ихъ, & въ / одна сторона меньше суммы двухъ другихъ сторонъ. 


90. Основаня трапещи отноеятся какъ 8:4, а разность между нимв 
равна 12 д. Найти длину средней лини. Отв. 18 дюймовъ. 


Общий отдлъ. 


8. Внёшнй уголь Л = 105°, а смежный съ нимъ на 93°9’ больше 
одного изъ внутреннихъ. Опредёлить углы А. Рюшене. Если мы обозначимъ 
внЪший уголъ черезъ а, смежный съ нимъ черезъ Ь, а одинъ изъ внутреннихъ 
черезъ с, то сможемъ составить два уравнев!я: 1} а--5=24 и 2) 6Б=6-- 2359". 
Вычтя второе уравнее изъ перваго, получимъ: а = 24 — 23°9' — с, или, 
подставивъ величину а: с = 24 — 93°9' — 105° = 51951. 


9. Опредзлить площадь /Л\, стороны котораго равны соотвЪтственно 35,78 х., 
69,3 д. и 7,35 д. Рьышеше. Для такого рода задачъ есть спещальная 
формула площади: в = Ур(р—а)ф —5)(фр— ©), тАВ $ есть площадь, р— 
полупериметръ, а, Ъ, с— стороны. Подетавивъ данныя величаны, мы узнаемъ 
паощадь Л. 


10. Радусы двухь концентрическихъ окружностей равны сеотвЪтственне 
15 и 9 дюймамъ. Опредзлить площадь, заключенную между окружноетями. 
Ришене. Искомая площадь равна разности площадей большаго и меньшаго 
руговъ. Площадь большаго круга равна «В? = «15? —= 225 кв. д., а площаль 
меньшаго = пВ? = ^9? = 81т кв. д. Вычтя площадь меньшаго круга изъ. 
площади большаго, мы получимъ искомую площадь, которая равна 1445 вв. 1. 


11. Хорда, длиною въ 924 дюйма, отетоить отъ пезтра на разетояи 5 
дюйм. Найти площадь круга. Рьшенче. Соединаяьъ центръ еъ вонцемъ хорды, 
пелучимъ прямоугольный Л, катеты котораго соотв тетвевно равны 5 д. и ноловиз® 
хорды, т.-е. 12 д. Гипотенуза же, или радуеъь В=У 5*-- 15 = У169 = 
= 13 дюйм. Площадь круга = яВ? — 159к вв. дюйм. 
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12. Два угла имбють соотв®тственно параллельныя стороны. Одинъ изъ 


вихъ на 23°15'48" больше другого. Опредёзить оба угла. | 
| Отв. 18°92'6" и 10173754". 
13. Опредфлить площадь треугольника, если его высота равна 4 д. а 
Бюкевыя стороныы—5 и 2И13 дюймамъ. | Отв. 36 кв. ДЮЙмовЪ- 


14. Опредфлить площадь прямоугольнаго Д, если его высота В дВлитъ 
гипотенузу на отр$ёзки въ 32 д. и 16 д. Рюшеще. Такъ какъ высота есть 


_ федняя пропорцональная между отрЪзвами гипотенузы, то т т откуда В*=32.16, 
ши В — У 39. 16 = 16 5. 


Площадь 3 = произведению гипотенузы на  вывоты == 


в ут 
я — 48. 8 ИЗ = 384 Ук 


(82416.82 _ 
2 


с Визло ка доху“, в 8. 55 


Геометр/ я. 


НИЯ 


`ТТ. Теорема. Прямая, соединяющая средины двух сторонз туре- 
уюльника, параллельна третьей сторонъ и равна половин ея. Теорема 
эта доказывается точно такъ же, вакъ и предыдущая‘). Пусть, напр. 
имфемь А АВС (черт. 86), у котораго прямая ЕП соедипяет» 
средины сторонъ АВ и ВС. Требуется дока- м 6 
_ вать, что прямая ЕР параллельна АС и что ь 
АС 
т ЕО 5. 
<  Черезъ точку Е проведемъ прямую, парал-_ 
лельную ВС, & черезъ точку В прямую, парал- 
_ лельную АС. Первую прямую обозначимъ черезъ д 
_ММ, а вторую— ВМ. Треугольники МЕВ и АЕМ М й 
будуть равны: ЕВ=ЕА по условю, СМВЕ= рт 96. 
ЕАМ (кавъ внутренше на-крестъ лежание) и ДМЕВ= С АЕМ (какъ 
вертикальные). Изъ равенства этихъ треугольниковъ выводимъ, МЕ== 
=ЕМ и ВМ=МА. 


Изъ того, что МЕ = ЕМ, ся$дуетъ, что ЕМ = = и, сл$дова- 
тельно, ЕМ=ОС (ММ=ВОС, какъ р ее парал- 
` яелограмма, ЕМ = и ОС = —_ поэтому ЕМ = ОС). 


Итакт, ЕМ = об. но въ то же время ЕМ || ОС (мы проводиле 
прямую ММ || ВС); значить, четыреугольникь МЕШОС есть паралле- 
лограммъ, и ЕБ || №С (какъ противоположныя стороны параллело-. 
грамма). Если же ЕП || МС, то она, конечно, параллельна и всей 
_ прамой АС, что и требовалось доказать. | 
| Изъ того, что ВМ = МА, можно вывести, что ЕО = — тавимъ 
_ образомъ. Такъ какъ четыреугольника ЕМВО и МЕОС суть парал- 
_ лелограммы, то ЕО = ВМ и ЕФО = №С. Но ВМ = МА; звачитъ, 

ЕО = МА и ЕО = МС. Сложивъ эти равенства, получимъ: 2ЕО = 
МА -- МС. Прамыя МА и №С вь сумм составляють АС, поэтому 


 2Е0 = АС; тогда ЕО = — что и требовалось доказать. 





| 78. Задача. Данный отръзокз раздълить на произвольное число 

равныхь частей. Пусть, требуется данный 7 
_отрфзокъ раздфлить на нЪеколько частей, 
напр., на четыре равныхъ части. Назовемь 
данный отр$зокъь АВ (черт. 87). Прове- 
демъ черезъь точку А прямую АС, обра- 
зующую съ АВ уголь ВАС. На этой пря- 
_ мой АС отложимъ, начиная отъ точки А, 

_ отрёзки произвольной, но равной длины: АО, ОМ, ММ и №0. 





Черт. 87. 


:) См. выпускъ 5-й, 5 76. | 


_Гомназя на Пому“. в $ 


. ы ® зы » * -т ^ + и 4 \, > _ я 
. у у ах | <: | —% а , Ты < а 
— * . —— < = ыы 
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ь К 2’ Е 82 Аа 
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Вонецъ послфдняго отрЁзка соединимъ съ концомъ данной прямой 


В, а зат$мъ изъ точекъ М, М и О проведемъ прямыя, параллель-. 


ныя ОВ, до пересфчешя съ данной прямой АВ въ точкахъ К, Е и 
Е. Тогда АВ разд$лится въ этихъ точкахъ на 4 равныя части: АЕ == 
=ЕР=ЕК=ЮКВ, согласно доказанному выше ($ 75). 


ГЛАВА УП. 


Окружность. 


79. Окружность. Какъ образуется окружность, объ этомъ мы гово- 


рили выше (3 выпускъ, стр. 94). Такимъ образомъ, окружность есть 


не что иное, какъ МИЯ, 66% точки которой одинаково удалены отё 


одной точки (центра). Т прямыя, которыя соединяють точки 
окружности съ центромъ, мы назвали Па0/сами. Такъ какъ вс\ 


точки окружности одинаково удалены отъ центра, то, сл$довательно, 


прямыя, соединяюция ихъ съ центромъ должны быть равными. Итакъ, 
всф радиусы одной ч той же окружности равны. Такъ, ОВ= 
—=ОА=0С ит. д. (черт. 88). т 


Если мы соединимъ двЪ каюя-либо точки окружности прямой, 


то прямая, соединяющая эти дв% точки, будетг называться 
ой напр., прямая АВ (черт. 88). Всякая часть окружности 
называется 020, напр., ВА. Хорда, которая проведена между 
концами дуги, какъ говорятъ, стягиваетъ данную дугу. Такъ, напр. 
хорда АВ стагиваеть дв$ дуги АВ: большую и меньшую; но когда 


говорятъ, что. хорда стягиваеть дугу, то подразум вается, что меньшую _ 


дугу. изъ двухъ стягиваемыхъ. Обозначается дуга, обыкновенно, зна- 


когь —; напр.,  АВ—надо читать дуга АВ. Если хорда прохо-. 
дить черезъ центръ окружности, она называется Одметрома. Такъ 


вакъ ОО и АО суть рамусы, то, слЗдовательно, АУ, равное АО--РО_ 


(черт. 88), равно 2 рад1у- 
самъ. Итакъ, аметуз 





с 0) 205. Часть кра, ога: 
ниченная двумя рада - 


Че т. 88. Ч :: 89. & 
р орт сами и дугой, называется 


секторомз (или вырзкомъ). Такова, напр., (черт. 89) фигура АОВ 


‘вачерченная на чертеж 89 штрихами). Часть круга, ограниченная 
дугой в 20рд0й, называется сегменмтома. Такъь фигура Сп), 
ограниченная хордой СЭ и стагиваемой ею дугой СО, есть сегментъ 
(черт. 89). | ы | 


А 
| авенз двумг радсамьё.. 
7 _ В : а а, _ 


сти, ограниченная окруж- 
ностью, называется #0у-— 


\ 


. ” _ 
а блеска я у 
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80. Теорема. Ч2резё вслыя три точки, не лежация на 


одной прямой, можно провести окружность и притомз только 


_ ва скружности, то, ел довательно, вс онф должны 


_ бы намь нужно было найти точку, равно удален- 
_ ную отъ двухъ точекъ, то мы бы это легко сдЪлали 


одну. Пусть намъ дано три точки А, В и С (черт. 90). Требуетея 
доказать, что, во-первыхъ, черезъ нихъ можно провести окружность 


_ и, вовторыхъ, что эта окружность будетъ одна, 


Такъ какъ точки А, В и С должны лежать 


равно отстоять отъ центра. Итакъ, отыскать 
центръ —значитъ, отыскать такую точку, которая 
равно отстоитъ оть давныхъ трехъ точекъ. Если 





на томъ основаюи, что геометрическое м3ето _ | 
точекъ, равно удаленныхь отъ двухъ точекъ, есть перпендикуляръ, 


‘проведенный черезъ средину прямой, соединяющей данныя дв точки. 


Воспользуемся этимъ способомъ и Найдемъ эти геометричеевя м%ста по 


_ отношению къ каждой пар точекь АиСи СиВ. Геометрическимъ м%- 
_ томъ точекъ, равно удаленныхъ отъ А и С, будетъ перпендикуляръь ММ 


_ (возставленный изъ средины прямой АС), & геометрическимь мЪетомъ 


‚ точекъ, равно удаленныхъ оть СиВ, будеть перпендикуляръ ЗР (воз-_ 


_ ставленный изъ средины прямой СВ). Точка пересфченя О этихъ 


обсихт перпендикуляровъ, такимъ образомъ, окажется разно удален- 


_ ной оть вефхъ трехъ данныхь точекъ. Перпендикуляры же должны 


обязательно пересЪчься, какъ перпендикуляры въ двумъ пересВкаю- 
щимся прямымъ | 
‚Итавъ, мы доказали, что существуеть точка — центръ 0. ДЖЯ- 
ствительно, окружность, проведенная изъ точки О радусомъ, напр., ОА, 
пройдеть чрезъ веЪ точки 5 
Теперь докажемъ, что черезъ три данныя точки, не лежапия на 


одной прямой, можно провести только одну окружность. Это слЗдуетъь 
° изъ того, что перес$чься дв прямыя (перпендикуляры) могуть только 


1 


ВЪ ОДНОЙ ТОЧЕВ, значить, можеть быть только одинъ центръ. Кром 
того, и длина радуса можеть быть только одна (такъ какъ между 
двумя точками можетъ быть проведена только одна прямая). Такимъ 


 образомь, можно. провести окружность только одного (даннаго АО) 


радтуса. 
Эту теорему иначе выражають такъ: 0% точки, не лежая 


_ на одной прямой, вполиь опредъляютг окружность. 


81. СлБдствия. 1. Дв% несовпадеющаяя окружности ноуте 


_ ымють не больше двух общих точекз, ибо если он% будуть имЪть 
три общихъ точки, то совпадутъ, сольются (т. в. черезъ 3 точки можно 
провести только Одну окружность). 


2. Пертендикуляры, проведенные чрез средины трель сто- 


_ Мон треугольника, переськаются в5 одной точкъ. Для того, 
_ чтобы найти центръ, мы брали перес$чеше двухъ перпендикуляровъ: 


_ проведевнаго чрезъ средину АС и проведеннаго чрезъ средину СВ 


6* 


— 


в 


(черт. 90). Точка пересёченя О равно удалена, между прочимъ, отъ 


АиС; поэтому она лежить также и на перпендикулярь, проведенном 
черезъ середину прямой АС. 

$2. Условя равенства ра и дугъ. Равенство окруж- 
ностей опредфляется сл5дующей теоремой. 


Теорема. Дв% окружности 


одного и того же радуса равны. 


кругь на другой такъ, чтобы ихь 
‘центры совпали. Тогда ихъ овруж- 
ности также сольются — ибо всЪ 





Черт. 91. 
лены отъ общаго центра (черт. 91). 


Очень важнымъ свойствомъ окружности является то, что 0т0дль- 
ныя ея части могутв быть наложены другз на друга. Въ самомъ 
дЪл, возьмемъ хвз равныхъ окружности, наложимъ одну на зругую 
(черт. 92) и станемъ вращать вокругь общаго центра одну по другой. 
Какъ бы ни повернули ихъ вокругъ общаго центра, окружности всегда 


будуть совмфщаться (ибо всЪ точки ри одинаково удалены оть _ 


центра). 
Итакъ, дуги одного и 27010 Же `радгуса могуть быть нало- 
жены одна на другую. 


слфдуегь то, что дуги 


можно сравнивать между 
собой, т.е. измфрять. Для 
этого необходимо  усло- 
виться, камя дуги мы 





Е. Е и Неравными. 

Дуги одного и того же ралуса сиипаютеся равными, если 
онъ при наложени совмищаются всвми своими точками. Такъ, 
напр., если мы наложили дугу АВ на дугу СО (черт. 92) такъ, что дуги 
совершенно слились въ одну, то можемъ сказать, что — АВ=щ—СБ. 
Если же дуги составляютъ часть одна другой, то он нераввы. Такямъ 
образомъ, признаки и условя равенства т$ же, что и при прямыхъ 
лиНтяхЪ. 

83. Сумма дугъ, разность дугъ ит, д. Поняше суммы дуть 


таково же, какъ и поняте суммы прямыхъ. Такъ, чтобы получить | 


сумму двухъ дугь, надо отложить одну дугу и оть вопца ея другую. 
'Образовавшаяся большая дуга и будетъ суммой. Другими словами, 


сумма данныхъ дугъ есть дуга, составленная изъ частей окружности одного 


и того же радуса, соотвтственно равныхъ даннымь дугамъ. Такъ, 
°папр., — МВ есть (черт. 92) сумма дуги СО и дуги ЕЁ (ибо — 
АВ= — СР и - МА= `— ЕЮ). Подобнымъ образомь выводится в 


} Для доказательства наложимъ одинъ. 


точки этихъ окружностей равно да-._ 


Изъ этого прежде всего 


одного и того же радуса _ 


_будемъ считать равными — 


Е Е ЕТК ЧЕТ ДИКИЕ ЧЕ ЗРЩАТ ПРИ О 


РИ ИА ИРА УТ ЗА ЕО РЛШАНЮ 


"+ ва да ь} Р-Р. > 
ВКО о о к С Е. 


УЕ д. Г _ м СС > С. Ч тв 
ее - ЗО : я = 1 
ие р АЕ т №. 2 Зичи > 


ге чм ^ | „к + 
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_ . и —— ы %— . = ы й _ . 
ме А ' : з $. их <. ` 85 . 
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. _ поняме о разности дуть ит. д. Разностью дугь МВ и (р будеть 
_ дуга МА (ибо — СБ= — АВ). ы | 


_ 84. Теорема. Белки дзаметуз дъмитз кругз и окружности 
пополам. Для доказательства перегнемъ (т.-е., собственно, вообра- 
вимъ перегнутымъ) кругъ (черт. 93) по какому-нибудь маметру АВ. 
Тогда вс точки дуги АшВ совмЖстятся съ точками дуги АпВ. Въ 


самомъ дЪлЪ, если дуга АшВ не совм$ститея съ дугой АпВ, & займетъ 


иное положеше (напр., какъ указано ‘пунктиромъ на чертеж»), то 


окажется, что точки одной и той же овружности не одинаково уда- 


лены оть центра, что, конечно, невозможно. Такимъ образомъ, дуги 


_ АШВ и АпВ обязалельно’ совы$стятся. Изъ этого сл$дуеть, что — 
_АшВ= `` АпВ, что и требовалось доказать. 


° Такъ какь ОС и ОР можно разсмалривать, какъ 
< равныя навклонныя въ СО, то он должны быть 
_ одинаково удалены отъ основан!я (Е) перпендикулара, 


о ’ремы доказана. Чтобы доказать вторую часть, во- 
_ образимъ, что кругь перегнуть по д1аметру АВ. 


35. Теорема. Л9аметухз, перпендикулярный ко хордъ, дьлита 
эту лорду и объ дуги, которыя она стягиваетг, на дв рав- 


‚ Ныя части. 


Пусть, Маметрь АВ перпендикуларенъ къ хорд СО (черт. 94). 
Требуется доказать, что въ такомъ случа СЕ=ЕО. 
и — СВ= `— ОВ. Нроведемъ радусы ОС и ОБ. 


т.е. СЕ=ЕО. Такимъ образомъ, первая часть тео- 





Тогда 0б$ половины окружности совмЪетятея (см. 


_ выше), при чемъ точка С упадеть въ точку О Черт. 94. 


(вел5дстые равенства прямыхъ угловь ВЕБ и 

ВЕС и прямыхь СЕ и ЕП), т.-е. — СВ = < ОВ, что и требова- 
лось доказаль. Такъ какъ < СВ= — БВ, тои < АС= -— АБВ 
(ибо, какъ дуга АС, такъ и дуга АО суть разности полуовружностей 


_ и равныхъ дугь СВ и ОВ). 


86. Замфчаше. Прямая АВ (черт. 94) обладаеть пятью свой- 
ствами: 1) она перпендикулярна въ СО, 2) проходить черезъ центръ 


- ‘окружности (0), 3) дЪлить на равныя части хорду СО, 4) длить на 


равныя части дугу СВО и 5) дугу САО. Всякая прямая, обладаю- 
щая двумя свойствами (изъ 5-ти), обладаетъ и всЗми остальными. Танъ, 
напр., рлмая, проходящая черезз центра окружности и сре- 
дину хорды, перпендикулярна кз этой хордь и делитз объ 
стягиваеныя ею дуги пополамё. Въ этомъ, конечно, каждому легко 


_ Убфдаться (предлагаемъ доказать это желающимъ). 


87. Зависимость между дугами, хордами и разстоянями 


_ дугь оть центра. Разсматривая дуги и стягивающия ихъ хорды, мы 
° замфчаемъ, что хорды измфняются по величин®, вмЪстВ съ изм$ие- 
° Шемъ дугь. Для изученя окружности и ея частей необходимо, конечно, 
° установить зависимость между дугами и хордами и опредфлить ве. 


мА -.. 
ды №: ь 





НижеслЗдуюцщйя теоремы опредЗляють зависимость между дугами г 
хордами, между хордами и разстоянтями отъ центра. 

Теорема. Вё одномз кругь или в равных кругахв:. 

1. Рсли дуги равны, то в стягиваюция ить хорды равны. 

2. Исли дуги не равны, и каждая из нихё меньше пом/- 
окружности, то большая. дуга стягивается большей 20рд0й. 

1. Пусть въ одномъ вругВ отложены двз равныя дуги (черт. 95): 
дуга АЕ и дуга СП. Требуется доказать, что въ такомъ случа» 

А АЕ==<О. Тавъ какъ части одной и той же окруж- 

ности могуть быть наложены одна на другую, 
№ то наложимъ дугу СО на дугу АЕ такъ, чтобы 
\ > Ё точка О совпала съ точкою А. Тогда, велфл- 
е стве равенства” дугъ, точка С совпадеть съ точ- 
` В кой Е. Хорды этихъ дугъ, въ такомъ случаз, 
совпадутъ обязательно, ибо между двумя точ- 

ками нельзя провести боле одной прямой. 
Черт! 95. 2. Пусть въ одномъ крут — АВ> < 
СТ.— Требуется доказать, что АВ>СО. Для до- 
вазательства отложимъ на дуг8 АВ дугу АЕ, равную данной дугв 
_СЪ. Докажемъ, что хорда АВ>. хорды АЕ (равной СП). Опустимъ 
язъ центра О перпендикуляры ОЕ и ОМ (черт. 95), которые раз- 
дВлять соотвётственныя хорды пополамъ, т.-е. АК=“ и АМ=-, 
Въ прямоугольномъ треугольник® АММ сторона АМ есть гипотсяуза 
и потому наибольшая, и, слфдовательно АМ<АМ. Но АМ есть 

лишь часть АЕ; поэтому АЕ и подавно больше АМ. 

Итакъ, АЕ>АМ; но АЕ=А^“, а АМ=". Значить, >, а 
разъ половина АВ больше половины АЕ, то, конечно, и вся хорда 
АВ больше хорды АЕ (или равной ей хорды СО), что и требовалось ^ 
хоказать. 

88. Теорема. Вх одном в томх же кругь, или вг равчыхь 
кругахг, равныя хорды одинаково удалены отг центра, @ изв 
08/25 неравныхе ближе кз центру та, которая боли. — — 

1. Пусть, въ одномъ и томъ же круг (черт. 96) проведены 
равныя хорды АВ и СЕ. Требуется доказать, что. 
он одинаково удалены отъ центра, т.-е., что пер: 
пендикуляры ОР`’и ОМ, опущенные изъ центра на 
равныя хорды, равны. Для доказательства проведемъ 
ралусы ОА и ОС. 

Прямоугольные треугольники АРО и СМО равны 
по сл$дующимъ основан1ямъ: гипотенузы у нихъ (АО 
и С0) равны, какъ радусы одной и той же овруж- 
ности, и катеты АР и СМ равны, какъ половины рав- 
ныхь хордъ. Изъ равенства т слёдуетъ, что ОР==ОМ, что 
и требовалось доказать. 

° 9. Пчеть въ вкруг (черт. 96) проведены дв хорды АВ и С, 
изъ вкоторыхь СБ>АВ. Требуется доказать, что въ такомъ случай 


Черт. 96. 


а 


_ хорда СО ближе къ центру, ч$мъ хорда АВ, т.-е. перпендикуляръ 
ОЕ меньше перпендикуляра ОР. Возьмемъ вм$сто ОР равный ему, 
какъ мы только что доказали, перпендикуляръь ОМ и докажемъ, что 
ОЕ<ОМ. Въ прямоугольномъ треугольник ОМЕ, ОЕ есть катетъ, 
& ОМ — гипотенуза. Поэтому ОЕЗОМ, Но ОМ ееть часть прямой 
ОМ; слБдовательно, и подавно ОЕ<ОМ, что и требовалось доказать. 

Въ доказанныхь выше теоремахъ мы проводили дуги и хорды въ 
одномъ и томъ же кругЪ. Конечно, эти теоремы относятся и къ равнымъ 
кругамт ибо равные круги нич$мъ другь оть друга не отличаются. 

89. Замфчане. Въ теоремахъ о зависимости между дугами, хор- 

дами и разстоятями оть центра были разсмотрфны всЗвозможные 
_ стучаг зависимости между величиной дугъ, хордъ и разстоящями отъ 
центра Такъ въ томъ случаЪ, когда дуги были равны, оказывались 
равными и хорды и разстоян1я ихъ отъ центра, въ случа неравенства 
дугь— оказывались неравными и хорды и разстоян1я — словомъ, при 
разлизвыхъ соотношеняхъ получались различные выводы. Поэтому 
мы можемъ заключить, что и обратныя теоремы равны. Обратныя 
теоремы можно доказать отъ противнаго (см. вып. 1-й, 8 20). 

90. Д!аметръ, какъ хорда. Такь какъ маметръ есть не что 
‚иное, какъ хорда, проходящая черезъ центръ, то, сл8ховательно, 


_ разетояще даметра отъ центра равно нулю. Изъ предыдущихь теоремъ 


мы знаемъ, что разстояне отъ центра тфмъ меньше, ч$мъ хорда 
больше. Поэтому очевидно, что въ томъ случаВ, когда разстояня 
межлу хордой и центромъ вовсе н-тъ-—хорда должна быть наибольшей 
изъ всфхь въ данномъ круг возможныхъ. Для того, однако, чтобы 
положене было вполнф достов$рно, его нужно 0с0бо хоказать. 

Теорема. Джметрг есть наибольшая изз 20105. Проведемъ 
въ кругБ (черт. 97) какую-нибудь хорду АВ. Докажемъ, что эта 
хорда меньше д1аметра. Соединимъ концы этой 
хорды съ центромъ при помощи ралусовь ОВи о — 
ОА. Въ треугольник АОВ сторона АВ меньше А 
суммы дгухъ лругихъ сторонъ, т.-е. АВ<АО-ЕВО. 
Но АО и ВО суть рамусы. Поэтому хорда АВ. 
меньше двухь радусовъ; но два радлуса соста- 
вляютъ д1аметръ; значить хорда АВ меньше д1аметра, . 
что и требовалось доказать. Черт. 97. 

91. Прямая и окружность. Въ предыдущихь параграфахъ мы 
разсмотрЪли свойства окружности и прямыхъ, проходящихъ въ круг. 
Но, конечно, въ этой же плоскости могуть быть проводимы прямыя | 
вн®* данной окружности. Н%которыя изъ такихъ прямыхь лишь 
частьк проходять черезъ кругь. или находятся въ опредхВленномъ. 
иоложени по отношеню къ окружности. Какъ и вь предыдущихъ. 
параграфахъ, мы сначала выяснимъ, камя это прямыя, а зат$мъ 
выведемъ рядь истинъ (теоремъ). Итакъ, прямая можеть занимать 
_ относительно круга различныя положення‘ она или проходить вовсе. 

_ выз круга, или встр®чается съ окружностью круга въ двухъ точкахъ, 
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али, наконець, вотрфчается съ окружностью въ одной точк® (иметь = 


одну общую точку). Такъ, напримръ, прямая АВ проходить вн 
круга (черт. 98), прямая ХУ пересЪкаеть окружность въ. ДВуХЪ 
точкахъ, и прямая СО имфеть лишь одну общую точку еъ окруж- 
ностью (именно точку Е). Другихь случаевъ, т.-е., чтобы прямая 
имзла съ окружностью болфе двухъ точекъ, быть не мае БЫ 

Въ самомъ дЬлЪ, если предположить, что окружность имфеть 
съ прямой три общихъ точки, получится нелфпый выводъ. ДЪйстви- 
тельно, тавъ какъ веф три точки, находясь на окружности, должны 
одинаково отстоять оть центра, то придется допустить, что и на’ 
прямой есть три точки, одиваково удаленныя оть одной, что, конечно, 
нелзпость (ибо изъ одной точки могуть быть проведены только двз 
равныя накхонныя, третья же будеть или меньше или больше). Изъ 
того, что прямая и окружность не могуть имЪть болЪе двухъ общихъ 
‚ точекъ, слёдуеть, что. Никакая часть и не может 
совмьспиинься сз прямой. 

92. Опредфления, Прамая, имфющая съ окружностью одну общую 
точну, называется касательной, напр. СО, а общая точка (напр., Е) 
называется 110ч0й касаная, {Чет 98),  Примал же, ак съокруж- 





Черт. 98 


ностью лвз общихь точки называется С®Хущей. Такъ, прямая ХУ 
будеть сБкущей, ибо пересЪкаетъ окружность въ двухъ точкахь М и М. 
Отрзокь ММ, какъ намъ извЪстно, называется хордой. Такимъ о 
образомъ, всякую хорду можно разсматривать кавкъ часть сфкущей. 
Слздуеть также обратить внимане на то, что разстояше центра 
Фкружности оть сфкущей меньше радшуса (черт. 99), разстояте_ 
центра окружности оть касательной равно радлусу, и разстояне центра. 
окружности оть прямой внз окружности больше радуса (черт. 99). 
93. Теореха. Перпендикулярг, возставленный кз радусу 
68 КОНЕЧНОЙ его точь на экружности, есть прямал касатель- 
ная кз окружности в этой точит. Пусть прамая АВ перпен- 
дикуларна къ радусу ОТ въ точь Т р, 100). Требуется дока- 
вать, что эта прямая есть касательная къ данной окружности, т.-е. 
иметь съ ней только одну общую точку Т. Д\йствительно, никакая 
другая точка прямой АВ на окружности лежать не можеть. Чтобы 
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въ этомъ а возьмемъ на прямой Е другую точку 
_ С и соединимь ее съ О Такъ какъ прямая ОТ есть перпендикуляръ 
_ КЪ прямой АВ, то прямая ОС будеть наклонной, ибо изъ одной 
точки не могуть быть проведены два пер- 
_ пендикуляра къ одной прямой. Еели же А ЕС 

_ прямая ОС, какъ мы только что доказали, В 


` (ибо  перпендикуляръь короче наклонной). 
_ `Итакъь, ОС>ОТ, т.-е. больше радтуса; сл 
° ковательно точка С лежитъ внф окружности. 
_ _ Обратная теорема. ДЯасательная пер- 
_ мендикулярна иг радаусу, ое, 
_ 65 точку касатая. 
| Пусть, прямая АВ (черт. 100) есть касательная къ окружности 
— въ точкВ ТТ. Требуется доказать, что въ такомъ случав АВ перпен. 
дикухярна въ ралусу ОТ, проведенному въ точку касашя. Но доказать, 
что АВТ ОТ или что ОТ ГАВ (что безразлично}, это значить дока- 
вать, что ОТ есть кратчайшее разстояше между точкой О (центромъ) 
_ в прямой АВ, —в$дь кратчайшее разстояме оть точки до прямой 
_ есть перпендикуляръ, опущенный изъ этой точки на прямую. 

Всякая иная точка (не Т) па прямой АВ не лежить на овруж- 
ности, & ви ея, т,.-е. разстояше‘ этой точки оть центра болыме 
_—_ ражуса. Йо кралчайшимь разстоянемъ будеть радусъ ОТ, 
_ и потому ОТ-ТАВ или касательная АВ перпендикулярна къ радуеу 
вЪ ТОЧЕВ касашя, что и требовалось доказаль. | 
Слдствия. Е ве во 260 прямой, & сл$довательно и въ 

радтусу, къ одной ея точкВ можно провеети только одинъ перпен- 
дикуляръ, то изъ предыдущей теоремы можно. вывести такое слЪд- 
стве: `6резё всякую точку окружности можно провести каса- 
_тельную и притомб только 004 (всякая точка окружноетя 
является копечной точкой одного изъ радГусовъ). 

Такъ какъ двз прамыя, перпендикулярныя къ одной и той же 
прямой, параллельны, то Хасатежныя, о ее концы 
даметра, параллельны. 

94. Теорема. Части окружности (или Р 
дуги), заключениыя между двумя параллель- 
_ ными сокущими, равны. 

Пусть е5кушя ММ и РЗ параллельны 
(черт. 101). Требуется доказать, что, въ такомъ 
случа, — ВО= < АС. 

Проведемъ даметръ, перпендикулярный къ Е 





Черт. 100; 





_хордз АВ (или что все равно, въ съкущей ММ, Т\ 

‚ Такъ какъ АВ часть ММ). Онъ будеть также о \ М 
нергендикуляренъ къ СО (или РЗ). Какъ мы м 
знаемъ изъ вышедоказанной теоремы (8 85), Черт 101. 
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Дуга АС является разностью дугь СЕ и АЕ, а ГВ "Вр 


ностью дугь ОЕ и ВЕ, т.-е, 


— АС= — СЕ — АЕ 
< ВО= < РЕ— -/ ВЕ. 


Нравыя части этихъ равенствъ равны, сл$довательно, равны и а. 
т.-е. — АС= `— ВО, что и требовалось доказать. 
Эту теорему, конечно, можно выразить и такъ: дуги, заклю- 
ченныя между параллельными хордами, равны. 
95. Теорема. Аасательная, параллельная лорд, дълит 
в точкь касалоя дугу, стязиваемую хордой, пополама. 
Пусть, АВ хорда (черт. 102), & прямая СО касательная, парал- 
( етъная аъ АВ. Требуется доказать, что въ 
А |" ‘такомь случа — АВ вь точь Е дБлится 


пополажь, т.-е. — ЕА = < ЕВ. Проведемъ 
о черезь точку Е Маметрь ЕЕ. Д1аметрь ЕЁ, 


Г Е будучи перпендикулярнымь въ СО, будеть пер- 
м. пендикуляренъ и къ АВ, такъ какъ по условю 


АВ || СР. А если дмаметръ перпендикулярень въ 

хорд АВ, то онъ дфлить стягиваемую ею дугу 
р пополамъ.. Поэтому — АЕ= — ВЕ, что и тре 
Черт. 102. бовалось доказаль. 


Повторительные вопросы и отвтьты. 


) Что такое хорда? Прямая, соединяющая дв% точки окружности. 
Вакъ называетея часть окружности? Дузой. 
Что такое даметрь? Хорда, проходящая черезъ центръ. 


дугой. 
5) Какъ называется часть круга, ограниченная хордой и дугой? Сезментомъ. 
6) Какой хордой окружность двлится на двз раввыя части? Дламетромъ. 
7) Когда маметрь дЪлить хорду пополамъ? Когда онъ къ ней перпендя- 
вуляренъ. 
_ 8) Укажите наибольшую изъ хордъ. Дзаметръ. 
9) Что такое касательная? Это прямая, имВющая съ окружноетью одну 
общую точку. 


< 


Что такое сек7поръ? Часть круга, ограниченная двумя радусами а 


к 
. 
- 


10) Сколько касательныхь можнс провести черезъ одну точку окружность? = 


Только одну. 


Е у у 
КРАСА Пао = фо ни в ЗАЗУЗЬА АН, м 


задачникъ по геометрии. 


Задачи къ глав УИ. 


91. аметрь лы равенъ 12 дюймамъ. Чему равенъ радтусъ? О’яв. 
6 дюйм. 

92. Дламетръ окружности равенъ 10 дюйм.; ближайшее разстояне прямой 
оть центра этой окружности равно 5 дюйм. Въ какомъ отношени будетъ нахо- 
даться прямая къ окружности? 076. Прямая будетъ касательной къ окружности. 

93. Можеть ли перееЪчь окружность рад!уса В, =6 дюйм. прямая, нахо- 
дящаяся отъ центра на разетояни 6: дюйм. Отв. НЪтъ. 

94. Вазая изъ двухъ хордъь находится на большемъ разетояни отъ центра, 
если хорда А=Я верш., а хорда В==3 дюйм. Отв. Хорда А. 

95. Найти кратчайшее разстоян1е точки отъ ‘окружноети. Отвъть. Прямая, 
соединяющая центръ окружности съ данной точкой. 

96. Найти кратчайшее разстояе между двумя окружностями. Отвтьть. 
Часть линш, проходящей черезъ центры обЪихъ окружностей, 

97. На окружности опредвлить дугу, равную данной дуг, двойной, тройной, 
взятой четыре раза и т. д. Риющене. Проведемъ хорду, стягивающую извфетную 
вамъ дугу, и перенесемъ ее на данную окружность одинъ, два, три ит. д, разъ. 

98. Найти центръ окружноети или дуги. Рюющшенае. Возьмемъ какля-нибудь 
три точки на окружности или дут и соединимъ ихъ между собою хордами. 
Возставивъ перпендикуляры въ серединз обфихъ хордъ, мы вь точкВ пересЪ- 
чешя будемъ имфть центръ данныхъ окружности или дуги. 

99. Описать даннымъ радиуеомъ В окружность, проходящую черезъ дв дан- 
ныя точки А и В. Рюшене. Проведемъ прямую (см. чертежъ) черезь А и В 
возставимъ въ середин лини АВ перпендикуляръ. ЗатЪмъ изъ точки А дан- 
нымъ рад1усомъ В опишемъ дугу; пересЪчене С этой дуги и перпендикуляра 
есть центръь искомаго круга. Положительный отвЪть возможенъ только тогда, 
когда данный рад!усъ не меньше половины лини АВ 

100. Описать окружность рад1усомъ г такъ, чтобы она касалась даннаго круга 
радгуса В, и центръ ея находилея на прямой АВ. Рищеше. Изъ центра даннаго 
круга опишемъ окружность рад1усомъ, равнымъ суммЪ или разности двухъ ра- 
дтусовъ В и г, Задача возможна только въ томъ случаз, если окружность пере- 
сфчетъь прямую АВ. Тогда пересвчен!е окружности съ прямой АВ есть центръ 
искомаго круга. 

101. Даннымь радусомъ описать окружность, касательную къ прямой ММ 
въ данной ея точкз К. Руюшене. Возставимъ въ точкз К перпендикуляръ къ 
прямой ММ. Отложивъ на этомъ перпендикулярв часть КО, равную данному 
радьусу, мы въ точкЗ О будемъ имфть центръ искомой окружности. 

702. Описать радрусомъ г окружность, касательную въ данной окружностя 
ВЪ ТОЧКВ А. 

103. Найти геометрическое мфето центровъ пЕружностей, касательных въ 
прямой ММ въ данной ел тозьЪ А. 

104. РаздЪлить данную дугу на 2, 4, 8, 16 равныхь частей. 


Задачи на построенле (къ предыдущимь главамэ). 


105. Построить ттреутольникь по двумъ даннымь сторонамъ и 19 углу, 
противоположному одной изъ нихъ. Рьшешне. Предоставляемъ учащимея самимъ, 
согласно нашимъ указашямъ, составить чертежъ. Построивъ уголъ ВАС, равный 
данному уу, © задываемъ на одной изъ сторонъ его часть АХ, равнук, дан- 
вой стородо, не противолежащей данному углу, и изъ точки С описываемъ ра-. 
д1усомъ, равнымъ другой сторонЪ, дугу, пересвчен!е ‘которой со стороною АВ 
Чиедьлить тю вершину а: Рен 1 возможно только Тогда, когда 

/ 15" 
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дуга и прямая пересЪкутся, т.-е. когда сторона, противолежащая данному углу, 
больше перпендикуляра, опущеннаго изъ С на АВ. Если при этомъ сторона, — 
противолежащая данному углу, менфе другой стороны, то задача допускаеть_ 
2 рёшеня, когда же эт сторона равна перпендикуляру, онущенному изъ С 
_ на АВ, то искомый треугольникъ будетъ прямоугольный, и задача допускает 
только одно рёшене. Если сторона, лежащая противъ даннаго угла, больше 
другой стороны, то задача также допускаетъ только одно рёшен!е. 

106. Построить треугольникъ по данной гипотенузв и данному острому 
углу. Рюшене. Построивъ уголъ, равный данному \глу, откладываемъ на одной 
изъ его сторонъ часть, равную гипотенуз®, и изъ конца ея опускаемъ перпен- 
дикуляръ на другую сторону угла. 

107. Построить параллелограмиъ по двумъ даннымъ д1аговалямъь и одноЕ 
изъ сторонъ его. Рищенае. Задача непосредственно рёшена быть не можеть. Но, 
если мы вепомнимъ извЪфстное свойство датоналей въ параллелограммЪ, то замЪ- 
тимъ, что задача приводится къ простому построено треугольника, котораго сто- 
ронами будуть: данная сторона параллелограмма и половины двухъ его д1атовалей. 

° 108. Построить прямоугольный /\ по острому углу и р ВО 
катету. 

109. Построить параллелограммъ по двумъ сторонамъ и улу между нимв. 

110. Построить параллелограмиъ по двумъ сторонамъ и дагонали 

111. Построить квадрать по датонали. Указаше. Чрезъ средину данной 
 магонали проведемъ перпендикуляръ по об стороны этой магонали. _ 


Общ отдфлъ.— Задачи. 


| _ 15. Вычислить высоту треугольника, опущенную на сторону, равную 6 хюйм. 
али дв» друмя стороны равны 5`и 4 д. Рюшене. Пусть А АВС 
имфетъ сторонами: АВ = 5 д., ВС=4д. и АС=6 д. Требуется опредзлить 
величину ВО. Изъ прямоугольнаго треугольника АВГ имЪемъ: АП*=АВ— 
ВО». 0бозначивь АО черезъ 2, ВФ черезъ х, получимъ — 5? — х*, или 
2—95—х? (1). Изъ прямоугольнаго А ВРС имфемь ПС? —ВСз—Вр; : 
такъ какъ ОС=6—1, 10 (6—2)-—4—х?, или 86 —1927—-7'=16—х?, откуд) 
аа (2). Вычтя уравнен!е (1) изъ (2), будемъ имзть: 20—12 2= 


—— 96; ОСЮДа 2—5 Д. = Д. Подставивъ величину 2 Въ уравн. (1), получимъ: 


мБ", откуда х= у 25—14 — У10;; = т Е ДЮЙМ. 


16. Вычислить меньший изъ угловъ, и а и хорлою, 
если хорда хВлитъ окружность на двЪ части, относятяся какъ 17:19. Отв. 85°. 

17. Площадь треугольника АВС равна $ кв. дюйма. Высота, проходящая 
черезъ сторону АВ равна а д., а высота, проходящая черезъ сторону’ ВС, равна 
Ь д. Опредфлить стороны треугольника. 

18. Изъ точки вн круга проведены къ Еругу сВкущая проходящая ‚через 
центръ и касательная, при чемъ сЪкущая на 4 дюйма длиннЪй казательной и на 
8 дюйма длиннфе д!аметра. Опредзлить площадь правильнаго трон ЕВ, ВПИ- 
саннаго въ этотъ кругъ. 

Рюшенле. Площадь искомаго треугольника равна 1 аз, ГДВ @ == 610- 
рена ^. Шо В вписаннаго С въ зависимости отъ радуса равна В УЗ. 3. 
Поэтому площадь =! (ВУЗ уз= В* УЗ. 3. Въ этой формул намъ неизвъетна 
величина В. Такъ какъ сВкущая больше даметра, и проходить черезъ центръ, то, 
слЪдовательно, внфшняя ея часть будетъ равна 2. Обозначивъ всю сфкущую че- 
резъ х, касательную черезъ х—4, можемъ написать такъ: 

(4) —х.2, т.-6. квадратъ касательной равняется сВкущей, умноженной 
на внЪшнюю ея часть. Решивъ уравнен!е; получимъ: 
И. х2—10х--16—=0; х—=5-- У25—16; х=8. Тогда Паветрь- 

=8—2=6, а В (радНуе $) —= 3 и И величину В, въ. вылаженйе 


площади треугольника 13) 8 — = чи 3 =6° УЗ кв. дюйм = 


` 


Геометртгя. 


= 


ГЛАВА УП. 
(Продолженае). 


96. Свойство касательныхъ, проведенныхъ изъ одной точки. 
ДвЪ касательныя, проходяция черезъ концы одного и того же д1аметра 
(смотрите объ этомъ въ 6-мъ выпускЪ), параллельны. Если же он 
не проходять черезъ концы одного и того же дламетра, то онЪ, конечно, 
перес$кутся при достаточномъ продолженши. Въ томъ случаЪ, когда 
касательныя пересЪкаются или, иначе говоря, когда изъ одной точки (А) 
проведены двЪ касательныя къ окружности, то отрЪзки этихъ каса- 
тельныхъ (отъ внЪшней точки до точки касашя) обладаютъ нфкоторыми 
свойствами, которыя доказываются нижеел$дующей теоремой и сл$д- 
стыемъ изъ нея. 

Теорема. /0гда из» одной точки проведены кг окружности 
дв% касательныя, то отрьзки ихё отб этой точки д0 точек 
касашя равны. | 

Нусть, изъ какой-нибудь точки А (черт. 103) проведены къ окруж- 
ности двЪ касательныя АМ и АМ, которыя касаются окружности въ 
точкахъь В и С. Требуется доказать, что АВ=АС. Соедивимъ точку 
О съ точкой А прямой ОА. Тогда у насъ образуется два прямоугольныхъ 
треугольника ОВА и ОСА, которые будуть равны по слБдующимъ 
основан1ямъ: катеть ОВ одного изъ нихъ равенъ катету ОС другого 
(ОВ и ОС—радусы), а гипотенуза ОА у нихъ общая. Изъ равенства 
треугольниковъ слФдуеть, что АВ=АС, что и требовалось доказать. 


с 


ем. 
С 


Черт. 103. Черт. 104. 





Слдстве. Уголё, образованный двумя касательными, про- 
веденными из одной точки кз окружности, дълится прямой, 
соединяющей данную точку сё центромз, пополам, т.-е._ 
{ВАО= Д САО, что сл$дуеть изъ равенства треугольниковь СОВА. 
-и ОСА (черт. 103). 

На основан!и изложеннаго въ этой главЪ объ окружности и лин!яхъ,. 
въ ней проводимыхъ, можно выполнить рядъ основныхъ построевй, _ 
зная которыя, не трудно будеть рёшать и болфе сложныя задачи, 
8 | 6. 


чаи, :. © ей 08 “4 ых: к 


.!’’имваз1я ва Дому“. в. 7, 
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97. Задача |. Найти центуз данной окружности. Если дана 
окружность, но неизвЪфстенъ ея центръ, то его можно найти такъ: 
надо взять какя-либо три точки на окружности и соединить ихъ 
хордами, затЪмъ чрезъ средины хотя бы двухъ хордъ провести пер- 
пендикуляры. Точка пересЪченя перпендикуляровъ и будеть искомымъ 
центромъ, ибо она одинаково удалена отъ этихъ трехъ точекъ (см. 
58 80, 81 и черт. 90, 91). 

98. Задача И. Данную дугу окружности раздълить то- 
поламд. 

Пусть, напр., дана какая-нибудь дуга АВ, которую требуется 
раздфлить на двЪ равныя части (черт. 104). Соединимъ концы дан- 





Черт. 105. 


ной дуги хордой АВ и изъ середины этой хорды возставимъ перпен- 
дикуляръ. Этоть перпендикуляръ будетъь маметромъ ($ 86), а маметръ 
дВлить дугу пополамъ (5 85). 

99. Задача 11. Из» данной точки внь окружности про- 
вести касательную кб этой окружности. Данную точку А 
(черт. 105) соединяемъ съ центромъ окружности прямой ОА, зат5мъ 
радусомъ, равнымъ АО при центр$ А, описываемъ дугу. Изъ точки О 
радлусомъ, равнымъ д1аметру окружности, описываемъ дв$ небольш]я 
дуги такъ, чтобы он пересфкли дугу, проходящую черезъ О (ра- 
дуса АО), въ точкахь М и №; точки М и М соединимъ съ точкой 
О прямыми ОМ и ОХ, а точки пересЪченя этихь чрямыхъ Ви С 
соединимъ съ точкой А. Прямыя АВ и АС будуть искомыя каса- 
тельныя. Въ самомъ дфлЪ, проведя вспомогательныя прямыя АМ и 
АМ, мы видимъ, что, напр., прямая АВ въ треугольник$ АОМ бу- 
деть меданой, ибо ОВ=ВМ (ОВ—раджусъ, & ОМ — маметръ; слЪдо- 
_ вательно, и ВМ — ращусъ,. 

Но А АОМ равнобедренный, такъ какъ АО=АМ, какъ радлусу. 
одной и той же окружности (собственно части окружности - - дуги). 
Въ равнобедренномъ же треугольник медана есть въ то же время и 
высота. Поэтому прямая АВ перпендикулярна къ радусу ОВ, въ 
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конц его В, т.-е. АВ есть касательная. Точно также и прямая АС 
есть касательная въ точкЪ С. 
Итакъ, мы видимъ, что эта задача имфетъ два рЪфшенйя. 


ГЛАВА УШ. 


Относительное положене двухъ окружностей. 


100. Опредфленя. Въ предыдущей главз мы разсмотрфли все- 
возможныя положен!я хордъ, касательных и т. д., т.-е. разсмотрфли 
относительное положенше окружности и прямой.  РАзсмотримъ теперь 
_ ТВ положен1я, въ которыхъ могуть быть окружности по отношен!ю 
другъь къ другу. Мы займемся пока разсмотрЪнемъ относительно 
положення двухъ окружностей. Въ какихъ положешяхъ можно пред- 
ставить себЪ двЪ окружности по отношеншю другъ къ другу? Зная, 
что такое окружность, можемъ легко отвфтить такъ’ окружности 
моцуть или переськаться или касатися. Что мы понимаемъ подъ 
выраженемъ «перес$чеше окружностей»? То ли самое, что подъ выра- 
жентемъь «перес$чеше прямыхъ»? Конечно, нфтъ! Въ прямыхъ ли- 
вяхъ необходимымъ усломемъ пересфченая является наличность только 


Черт. 106. Черт. 107. 


_ одной общей точки. Окружности же считаются перес$кающимися 
только тогда, когда илизюте дв обийя точки. 

Если же окружности имъють только одну общую точку, то. 

говорятъ, что окружности касаются. А если двЪ окружности имЪютъ 


_ три общихъ точки? На это мы, конечно, можемъ отвЪтить, что у наеъ. 


_будеть не двЪ окружности, а одна, ибо двЪ несовпадаюния окружности 
не могуть имфть бол$е двухъ общихъ точекъ ($ 81. Сл$детне 1). 


ЁКромЪ случаевъь касашя и перес5ченя, можеть быть трей, 
наиболЪе простой случай, когда двЪ окружности не пересЪкаются и 
_ не касаются, т.-е. когда одна лежитъ вн другой (черт. 106) или 
внутри другой (черт. 107). Замфтимъ, кстати, что прямая, соединяю- 
_ Щая центры двухъ окружностей, называется линей центровз. Такова’ 
— прямая ОО, (на черт. 106). | 
О | с 
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Говоря о положешяхъ двухъ окружностей, мы говорили, что он®_ 


могутъ или касалься другь друга или переедать другь друга. Намъ 
необходимо отдЪльно доказать возможность перес$чен!я двухъ окруж- 
ностей и возможность ихъ касавшя. Первая возможность доказывается 
нижеслфдующей теоремой. 


101. Перес5ченте окружностей. Теорема. 7ли 06% окружности. 


имоють общую точку внь личи иль центровь, то онь имъють 
также общую точку и по друщцю сторону лини центров. Предпо- 
ложимъ, что двЪз данныя окружности О и О, проходать черезъ одну 
и ту же точку А, которая лежитъ внЪ ихъ лини центровъ (черт. 108). 
На нашемъ чертеж эта точка находится надъ лишей центровъ ОО\. 
Значить, мы должны указать, что обЪ окружности имфють еще одну 
общую точку, но по другую сторону прямой ОО:, именно подъ ней. 
Для доказательства опустимъ изъ точки А перпендикуляръ на пря- 
мую ОО, и продолжимъ его на разстояше СВ, равное АС. Соеди- 
нимъ точку А и точку В съ центрами обфихъ окружностей прямыми 
АО, АО, и ВО, ВО,. Такъ какь ОО, Г АВ и ВС=АС, то прямыя 
АО, и ВО,, съ одной стороны, и прамыя АО и ВО, съ другой, 
можно разсматривать, какъ наклонныя, равно удаленныя отъ осно- 
вашя перпендикуляра. А таыя наклонныя, какъ намъ извЪетно, 
равны. Такимъ образомь мы доказали, что АО. =ВО, и АО=ВО. 


Но если АО, =ВО,, значитъ, точка В удалена отъ центра О: на такое 


же разстоян!е, какь и точка А, то-есть, другими словами, точка В ле- 


жить на окружности О:. Но съ другой стороны АО=ВО; поэтому 


точка В лежить и на окружности О. Итакъ, кромЪ точки А, лежащей 


вн лиНи центровъ, окружности имфють еще одну общую точку В 
по другую сторону лини центровъ, что и требовалось доказаль. 


Если же двЪ окружности имЪютъ дв общихъь точки, то о нихъ _ 


надо сказаль, что онЪ пересЪкаются. } 


не 





Черт. 108. Черт. 109. 


Слфдетв!е. Доказывая предыдущую теорему, мы прибЪфгали въ о 
построено перпендикуляра АВ, который есть не что иное, какъ о 


У 


хорда и той и другой окружности. Итакъь, АВГ О0,, и, кром% т 


АВ въ точк$ С длится пополамъ (ибо Аб= ВС). Поэтому изъ тео-_ 
ремы можно вывести такое сл$детве: 

Общая хорда двух5 переськающихся окружностей пермодину- 
дярна кз мии центрова и дълится ею пополам. 


а * 

< + - д 
_ И, 

-. ` 76 + 
А о 4%): 
ТА + 

РУ —щ > № 
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102. Касаме окружностей. Теперь докажемъ теорему о томъ, 
_ что возможенъ такой случай, когда окружности касаются, т.-е. м ЮтЪ 
только одну общую точку. 

Теорема. До% окружности, имъюиия общую точку на лини 
центров или ея продолжении, касаются. Надо замЪтить, что здЪеь 
могутъь представиться два случая. Во-первыхъ, когда окружности ле- 
жатъ одна внЪ другой— тогда общая точка лежитъ на лини центровъ 
(черт. 109), и, во-вторыхъ, когда окружности лежатъ одна въ другой— 
тогда общая точка лежитъ на продолжеши лини центровъ (черт. 110). 
Лишей центровъ будетъь отрЪзокъ ОО:, точка же А лежить на ея 
продолжени. Итакъ, мы должны доказать, что, какъ въ первомъ 
случаЪ, такъ и во второмъ, другой общей (кромЪ точки А) точки 
_ у окружностей быть не можетъ. Эта общая точка 

_мотла быть или вн линши центровъ, или на 

лини центровъ. Если бы оказалась у данныхъ 
окружностей, кром$ точки А, еще какая-нибудь А 
общая точка внЪ лини центровъ, то у нихъ была 
бы также еще одна общая точка по другую сто- 
рону лини центровъ, какъ выше доказано. Та- 
вимъ образомъ, оказалось бы три общихъ точки; 
тогда окружности должны были бы слиться въ Черт. 110. 
одну. Сл$довательно, внз линш центровъ у дан- 
ныхъ окружностей другой общей точки быть не можетъ. Поэтому 
посмотримъ, нЪть ли таковой на ливи центровъ. Кром точки А, 
таковой быть не можеть, ибо она должна удовлетворять слдую- 
щимъ условямъ: лежать на лини центровъ и вмЪст съ тмъ на 
окружности (въ концф радусовъ), т.-е. лежать на прямой, составлен- 
ной радтусами, и притомъ въ точк ихъ соединен1я,—а такая точка 
можеть быть только одна (черт. 109). 

Точно также и во второмъ случа (черт. 110) нфть другой 


_ ‘точки на продолжени ливни центровъ, которая бы была удалена отъ 


центровъ окружности, какъ точка А. 

Итакъ, точка А есть единственная общая точка данныхъ окруж- 
ностей, что и требовалось доказать. 

Обратная теорема. сли деъ окружности касаются, то иль 
общая точка лежитз или на лиши центровъ или на ея продолжен. 
_ Это положеше можно очень легко доказать на основани прямой 
теоремы отъ противнаго. Итакъ, пусть намъ даны двЪ окружности, 
которыя касаются. Требуется доказать, что эта точка лежитъ на лини 


_ центровъ. Допустимъ, что точка касанйя не лежитъ на лини центровъ, 


_ Тогда она должна лежать внф лиши центровъ. Но если дв окруж- 
ности имють общую точку внз лини центровъ, то онЪ имфютъ еще 
одну общую точку ($ 101); слдовательно, онф перескаются. А это 
противорфчить условшю, ибо намъ дано, что окружности касаются. 
_ Тавимъ образом, оказывается, что общая точка должна обязательно 
_ лежать на лиши центровъ. 


Г. 
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103. Зависимость между разстоянемъ центровъ и относи- 
тельнымъ положенемъ окружности. Итакъ, мы видимъ, что дв 
окружности могуть быть только въ пяти различныхъ относительныхъ 
положешяхъ: 1) окружности пересФкаются (черт. 108); 2) окруж- 
ности имфють внфшнее касаве (черт. 109); 3) окружности имфють о 
внутреннее касане (черт. 110); 4) окружности лежать одна внз 
другой (черт. 106) и 5) окружности лежать одна внутри другой 
(черт. 107). Другихь случаевъ относительнаго положешя двухъ 
окружностей нЪтъ. Какъ же намъ судить о томъ или иномъ относи- 
тельномъ положевши двухъ окружностей? Что намъ должно быть 
известно, чтобы мы могли съ увфренностью сказать: здЪФсь, напр., 
внутреннее касане, & въ томъ-то случа — перес$чене окружностей? 


Постараемся опредфлить, что изм$няется, если мы двЪ окружности 


будемъ помфщать въ различныя относительныя положешя. Даже слегка 
проемотр$вь вышедоказанныя теоремы (& также чертежи), нетрудно 
понять, что величина лини центровь различна при различныхь слу- 


`чаятз относительнаю положеня окружностей. Поэтому разетояше 


центровъ двухъ окружностей есть необходимый признакъ различных 
относительныхъ положений. Нижесл5дуюция 5 теоремъ устанавливають 
зависимость между относительнымъ положенемъ окружностей и раз- 
стояшемъ ихъ центровъ. 


Теорема |. ли д6% окружности лежать одна внъ друюй 
(не касаясь), то разстояще центровь больше суммы иль радиусов. 
Пусть даны двф окружности О и О, (черт. 111), лежапя одна виз 
другой. Радуеъь первой ОА составляеть лишь часть прямой ОА,, 
поэтому ОА < ОА,. Прибавивъ къ обЪимъ частямъ этого неравенства. 
по О,А:, получимъ ОА--О,А, < ОА, А.О. Но ОА, - А.О, есть 


Черт. 111. в 112. 
не что иное, какъ прямая ОО;:, поэтому ОА -- О, А, < 00,. Обозначивь 





радтусъ первой окружности черезь В (В=ОА), рамусь второй черезъ _ 


В, (В, =0:А,), а разстояне центровъ черезъ 4 (@=00,), получимъ — 
В - В, < 4, т.-е. разстояше центровъ больше суммы радусовъ,. что 


и требовалось доказать. 


Теорема |. Если онружености имтлють внплинее касание, то раз- — 
стояне центров равно сумм ихь рад усовз. Пусть, окружности О и 0; 
(черт. 112) имфють внфшнее касан!е. Такъ какъ точка касашя А — 
чежитъь на прямой ОО;, то концы радусовъ совпадають; поэтому — 


°’— 


ЭТ. 





_ (обозначая, какъ въ первой теорем) 4=В -{ В., что требовалось 
` доказать. 

Теорема 1. Если окружности переспкаются, то разстояще 
центровь меньше суммы их радиусовь и больше ихь разности. Пусть, 
окружности О и 0: имЪють дв общихъ точки, то-есть пересекаются 
въ какихъ-либо точкахь А и В (черт. 113). (Соединимъ одну изъ 
точекъ пересЗченя съ обоими центрами. Тогда получимъ треуголь- 
никъ ОВО;:, въ которомъ сторона ОО; меньше суммы двухъ другихъ 
сторонъ, т.-е. ОВ-НО:В. Другими словами, 4 < В + В, иа>В—В,, . 
что и требовалось доказать. | 

Теорема 1\. Если окружности импютз внутреннее касане, то 
разстояне центров равно разности ихь радусовз. Пусть, окруж- 


к - 
(ео 
в В 


Черт. 113. Черт. 114. Черт. 115, 





ности О и О; (черт. 114) имфють внутреннее касав!е въ точкЪ А; 
требуется доказать, что въ такомъ случаз 4=В — В.. Въ данномъ 
случа точка А лежить на продолжеши прямой ОО,, и 00, = 
—=0ОА — О.А, т.-е. 4=В — В,, что и требовалось доказаль. 
Теорема У. Если окружности лежатз одна внутри друюй, то 
разстояще центровз меньше разности изхз радусовзь. Пусть, окруж- 
ность О, лежить внутри окружности О (черт. 115). Ражусь одной 
окружности = ОА, а другой—О,А.. Тогда ОО, =ОА— О: А, — А, А. 
Выражене ОА — О:А, — А.А есть не что иное, какъ разность 
раллусовъ ОА — О.А, уменьшенная на отрфзокъ А‚А. СлФдовательно, 
прямая ОО, будеть меньше этой разности (неуменьшенной). Итакъ, 
00, < ОА — О\А,, или 4 < В — В,, что и требовалось доказать. 
Иногда разстояне центровъ можетъ равняться 
-нулю, т.-е. центры совпадаютъ. Окружности, имфюпия 
_ обпай центръ, называются концентрическими. Таковы, 
| напр., окружности на черт. 116. Окружности же, не 
’ _ ИмЪющя общаго центра, называлтся эксцентрическими. 
| Предлагаемь желающимъ  докезать оть противнаго 
теоремы, обратныя 5 вышеуказаннымъ, которыя будуть — черт. 116. 
вЪрны. 
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ГЛАВА ТХ. 


Измърене отрЪзковъ прямой. 


104. Изм5реня. Въ предыдущихь главахъ мы познакомились 
съ общими важнЪфйшими свойствами прямолинейныхъ фигуръ и круга. 
Зная ихъ, нетрудно будетъ намъ впослфдстви вывести способы и 
правила ихъ вычисленя. Но прежде всего, конечно, нужно знать, 
съ чБмь и какь ихь сравнивать, т.-е. измЪфрять. То-есть нужно, 


_ прежде всего, выяснить, что мы понимаемъ подъ выраженемъ 


«геометрическое изм5рене». Тутъ, конечно, появляется и масса дру- 
гихъ вопросовъ: веЪ ли величины въ геометр1и можно точно измрить? 
какъ поступать въ тъхъ случаяхъ, когда изм5реше невозможно? и т. д. 


Итакъ, уяснимъ, что именно намъ прежде всего нужно знать. 
Элементарная геометрая изучаеть прямыя лини и окружности; значить, 
намъ нужно научиться измфрять прямыя лиши и окружности. Начнемъ 
съ прямыхъ лин. одфсь, прежде всего, является вопросъ: что 
значить измфрить конечную прямую? Отвфтимъ на это такъ же, 


какъ мы отвфтили бы, если бы намъ предложили подобный вопросъ 


изъ ариеметики. Изъ ариеметики мы знаемъ, что измзрить величину— 
это значить сравнить ее съ другой величиной, принятой за единицу. 


"Поэтому и въ геометрии мы можемъ дать такое опредфлеше: изм- 


рить отутъзокь прямой—это значить сравнить ею с5 отрпзкомь, 
принятымь за единицу. 


105. Общая м5ра двухъ конечныхъ прямыхъ. Предположимъ, 


_что мы хотимъ сравнить два какихъ-либо отрЪзка ММ и РО (черт. 117). 


другъь съ другомъ. Для этого мы обращаемся 

М В М ЕЪ третьему отрззку МВ, который въ каждомъ 
_ изъ нихъ содержится ифлое число разъ. Если 

такихъ отр$зковь въ ММ оказывается 5, & 

Р С | въ РОЗ, то эти числа дають намъ предета- 
влен1е объ относительной длинф каждаго изъ 
данныхь отрЪзковЪ, а число 3 будеть ихъ 
отиношенемь. Тотъ тремй отрЪфзокъ МВ, кото- 
рый содержится цфлое число разъ въ каждомъ изъ данныхь отрЪзковъ, 
называется общей мьърой ихь. БВЪроятно, каждому приходить въ 








Черт. 117. 


° голову, что эта общая м5ра напоминаеть собой общаго дфлителя 
_ двухь чисель въ ариометикЪ. Какъ тамъ въ ариометикЪ, такъ и 


здЪсь въ геометрии приходится отыскивать (въ томъ случаЪ, когда 
требуется найти общую мзру двух отрЪзковъ) такую величину, _ 
которая бы въ данныхъ содержалась цфлое число разъ. Поэтому 
въ томъ случаЪ, когда требуется найти общую наибольшую м$ру 


‚ двухъ данныхь отрЪзковъ, слфдуетъь обращаться, какъь и въ арие- 
_метикЪ, въ способу послюдовалтельналю дъленшя. Вепомнимъ основныя 
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положеня способа послфдовательнаго дфлевшя и примфнимъ ихъ къ 
данному случаю. Тогда эти положеншя можно выразить такъ: 

Если меньшая прямая содержилтся цтълое число разь вз большей, 
то эта меньшая прямая и есть наибольшая общая мъра этить 
0вух5 прямыхь. Такъ, прямая аб есть общая. наибольшая мфра а и 
АВ (чер. 118), если аЪ содержится цфлое число разъ вь АВ (напр., 
АВ=4а). 

Если меныиая прямая содержится съ большей цълое число разз, 
% 65 большей прямой получается еще нюкоторый оспиипокз, то 
наибольшая общая мъра данныхь прямыхь есть наибольшая общая 
мира меньшей прямой и остатка. Такъ, если ММ = Зши р 
(чер. 119), то общая мёра ММ и шп есть и ниабольшая общая 


ее ыы РЬ 


а, |-— | т |2 
Черт. 118. Черт. 119. 





мфра шп и р. Поэтому вмЪето того, чтобы искать наибольшую 


общую мфру ММ и шп, надо искать наибольшую общую мФру отр%з- 


ковь шп ир. Въ самомъ дфлЪ: пусть, напр., наибольшей общей 
м5рой отрфзковъ ши и р будетъ какой-нибудь отрЪзокъ. Если онъ 
содержится цЪлое число разъ въ отрфзк5 ши и въ отрЪзк$ р, то 


онъ содержится также цЪлоё число разъ и въ отр$зк5 ММ, соста- 


вленномъ изъ трехъ отрфзковъ шп и отрЪзка р (если каждое слагаемое 
дЪлится на какое-либо число, то и все число раздЪФлится на то же 
число). 

Если же отрфзокь шп содержитъь въ еебЪ отрфзокъ р цЪлое 


число разъ съ остаткомъ, то наибольшая общая м$ра шп и р 


с (а слЪдовательно, и ММ) есть наибольшая общая мЪ%ра отр®зка р и 


новаго остатка. 

Итакъ, чтобы опредфлить общую мЪру двухъ данныхъ отрзковъ, 
мы откладываемъ при помощи циркуля меньший на большемъ, затЪмъ 
первый остатокъ на меньшемъ отрЪзкЪ, второй остатокъ на первомъ 


_ ит. д., пока въ остатк% не получится нуль. Тогда, послЪдей остатокъ 


и будеть наибольшей общей мфрой. Если двЪ данныя прямыя имЪютъ 
общую мЪру, онЪ называются соизмюримыми. Но бываеть и такъ, 
что общей мфры не удается получить, сколько бы мы ни продолжали 


‘откладывать; тогда мы имфемъ прамыя несоизмьримиыя. 


Если при опред$лени общей м5ры посредствомъ поел довательнаго 
дБленшя, всяюй разъ получаются остатки, то мы считаемъ, что данныя 


_прямыя несоизм$римы. Но такая несоизм5римость можетъ быть кажу- 


щейся. Въ самомъ`дЪлЪ, инструменты, при помощи которыхъ мы 


_ откладываемъ отр$зки, могуть быть не вполнЪ точными: мы дфлаемъ 
ошибки, не зам$тныя для глаза, Поэтому, чтобы уббдиться въ существо- 
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ваши несоизм$римыхъ прямыхъ, необходимо доказать возможность ихъ. 
Нижесл$дующая теорема указываеть на одинъ изъ такихъ случаевъ. 
106. Теорема. Дииональ квадрата несоиз- 

С. мприма съ ею стороной. Пусть имЪфемъ квадратъ 
АВС (черт. 120), въ которомъ проведена да- 
гональ АС. Докажемъ, что эта, длатональ несоиз- 
мЪрима со стороной квадрата, напр. съ СБ. 
Мы будемъ для этихъ прямыхъ искать общую 
мЪру. Такъ какъ АС>СО, то надо СО откла- 
Г) дывать на АС. Такъ какъ СО--АО>АС или 
просто 2.СО>АСО, то сл$довательно, СО со- 
держится въ АС больше одного раза, но меньше 
Черт. 120 двухъ разъ. Итакъ сторона квадрата содержится 

въ дагонали его одинъ разь съ н%Ъкоторымъ 

остаткомъ. Этотъ остатокъ АЕ надо откладывать на меньшей прямой, 
т.-е. на СО или, что то же на АО. Для этого изъ точки Е возстановимъ 
лерпендикуляръь ЕМ. Если мы точку М соединимъ съ точкой С, то. 
треугольники МЕС и МОС будутъ равны, какъ прямомоугольные, у 
‚ которыхъ общая гипотенуза и катеть ЕС==катету СО. Изъ равенства 


треугольниковъ слфдуетъ, что ЕМ=МО. Такъ какь ДЕАМ = =. 


в (ЛЕМ, то Д ЕМА также равень 5; слёдовательно, ДАЕМ ра- 
внобедренный, и АЕ=ЕМ. Итакь АЕ=ЕМ, но ЕМ =МО, звачитъ, 
АЕ= МО. Какъ мы видимъ, остатокъ АЕ помЪстился одинъ разъ 
въ АЛ и еще остался нзкоторый отр$зокъ АМ. Посмотримъ, сколько 
разъ содержится въ немъ этотъ остатокъ АЕ. 
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Повторительные вопросы и отвтътьы. 


1) Когда окружности касаются? Когда имфютъ только одну общую точку. 

2) Сколько общихь точекъ имють дв пересВкаюцщйяея окружности? Дв%. 

3) Что такое’ линя центровь? Прямая, соединяющая А ДВуХЪ 
окружностей. 

4) ГдВ находится общая точка двухъ касающихся окружностей? На лини 
центровъ или на ея продолженши. 
| 5) Сколько различныхъ случаевъ относительнаго положешя окружностей? 
Пять. | 

6) Когда разстояве центровъ больше разности радГусовъ, но меньше ихъ 
суммы? Когда окружности пересЪкаются. 

7) Когда разстояве центровъ двухъ окружностей равно нулю? У хонцен-. 
трическихь окружностей. 

8) Что такое общая мтра двухъ конечныхъь прямыхъ? Такой отр®зокъ, 
который содержится въ каждой изъ данныхъ прямыхъ цвлое число разъ. 

9) Съ чЪмъ можно сравнить наибольшую общую м$ру двухъ конечныхъ 
прямыхъ? Съ общимъ наибольшимъ дЪлителемъ двухъ чисель въ ариеметикЪ. 

10) Какой способъ можно прим$нить при нахождени наибольшей общей 
мБры? Способъ посл довательнаго дзленя. 


_Задачникъ по геометриа. 


Задачи кз главьъ ТУШГЕ. 


112. Разстояще между центрами двухъ внЪшне касающихся окружностей 
равно 12 в., при чемъ рад1усъ одной окружности равенъ 5 вер. Опредвлить ра- 
пусъ второй окружности. Ръшене. Такъ какъ въ случаз внЪшняго касан!я 
94—=В--В., то радусъ второй окружности равенъ 12 вер.—5 вер.==7 вер. 

113. Разстояе между центрами при внутреннемъ касан!и двухъ окруж- 
востей равно 2 дм. а сумма радгусовъ обЪихъ окружностей равна 18 дюйм. 
Опредвлить радусы обЪихь окружностей. Рющшене. Такъ какъ въ случа вну. 
тренняго касашя 4=В—В,, то ВВ, —2, & сь другой стороны В--В,=18; 
поэтому 10 (дюйм.), & В, = 18—10=8 (дюйм.). 

114. При внЪшнемъ касани двухъ окружностей разстояме между ихъ 
центрами равно 10 дюйм., а при внутреннемъ ихъ касани разетоян!е между 
центрами равно дюйму, Опредзлить рад1усы обЪихъ окружностей. Рьшене. Такъ 
какъ при внутреннемъ касаши разстоян!е между центрами равно разности раду- 
совъ, а при внзшнемъ касани оно равно суммЪ радусовъ, то можно написать 
два такихь уравненя: В-- В, =10 и В — В, =1. Р%»шивъ ихъ, получимъ: 
В—=5 Д., В, —4} д. 

115. Разстояне между центрами двухъ окружностей 
равно нулю, радГусъ меньшей окружности равенъ 2 верш. 

Вайти радтусъ большей окружности, если наименьшее разетоя- 

ше между окружностями равно 1 вершку Рушеве. Такъ В 
какъ {—=0, то окружности будуть концентрическими (см. 

черт.). Наименьшимъ разстоянемъ между окружностями будетъ 

прямая АВ. Тогда радусъ большей окружности равенъ 2 в.-- 

-Е1 в. —= 3 вершкамъ. 

116. ОпредЪлить относительное положен!е двухъ окружностей, если разетоя- 
не между центрами меньше разности радтусовъ. О7ив. Одна окружность зежитъ 
внутри другой, не касаясь ея. \ | 

117. Радусы трехъ другъ друга касающихся вруговъ соотв тственно равны 
6, би 7 дюйм. Опредзлить периметръ треугольника, образованиаго прямыми, 
соединяющими центры. Рьшене. Такъ: какъ стороны искомаго треугольника суть 
не что иное, какъ разстояшя центровъ каждой пары окружностей, то онЪ равны: 
6--6, 6-7 и 7-5 или 11, 13 и 12. Поэтому периметрь А равенъ 36 дюйм. 

118. Радусы двухъ концентрическихъь окружностей относятся, какъ 5:83, 
& ширина кольца, образуемаго этими окружностями, равна 2,5 вершка. Опред»- 
лить Маметры этихъ окружностей. Решене. Такъ какъ радпусъ меньшей окруж- 
ности равняется # радуса большей окружности, то, слВдовательно, ширина кольца 
равна $ его. Но эта ширина равна 2,5 вершка. Поэтому радусъ бельшей окруж- 


ности равенъ 2,5:$, или онъ равенъ а = > — 6,25 (вершка). Радусъ меньшей 
равенъ 6,25—9,5—3,75. Д!аметры равны 18,5 в. и 7,5 в. 

119. ДвЪ окружности имЗютъ общую хорду. ОпредЪлить ихъ относительное 
положен!е. 07. Окружности пересЗкаются. 

120 Окружяости имЪютъ внутреннее касан!е, при чемъ радрусъ одной изъ 
нихъ равенъ 13,4 дюйма, а радусъ другой 4,13 дюйма. Опредфлить разстояше 
между ихъ центрами. Рищене. Такъ какъ въ случаЪ внутренняго касан1 
4-—=В—В., то въ данномъ случа разстояше между центрами равно 13,4 х. — 
—4+,13 д, =9,27 дюйма. 
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Задачи на построенле. 


121. Провести къ окружности касательную, параллельную данной прямой 
ММ (см. черт.). Рюшене. Пусть дана нЪкоторая окружность 0 и прямая вн% 
‚я ММ. Надо провести къ окружности касательную, но такъ, чтобы эта каса- 

к т Тельная была параллельна прямой ММ. Изъ центра О опу- 

стимъ перпендикуляръь ва ММ и продолжимъ его вверхъ за 

точку О де пересВчен!я его съ окружностью въ точкЪ А, 

Тогда прямая АА, будеть маметромъ окружности. Поэтому, 

если въ ТОЧЕЪ А, въ концз его лежащей, возставимъ пер- 

пендикуляръ АТ, то этоть перпендикуляръ АТ и будетъь 

касательной къ окружности О, и, кромЪ того, АТ || ММ, 

т какъ два перпендикуляра къ одной и той же прямой, 

Кром АТ. также и прамая А.Т,, проведенная периен- 

м \ дикулярно къ ОА, въ точкЪ А, будетъ удовлетворять 
условямъ задачи. Такимъ образомъ,  аННаЯ задача имфетъ два рашевня. 

122. Построить трапещю, если извЪетны всЪ четыре ея стороны. Указанме 
На большей данной параллельной сторон надо построить треугольникъ, основан! 
котораго равно разности параллельныхь сторонъ, а дв друйя стороны суть 
данныя непараллельныя стороны трапещи. Затмъ нетрудно будетъ выполнить 
пестроенте. 


Общий отдБлЪ. 
Задачи. 


19. Въ прямоугольный треугольникъ вписана окружность, которая въ точк® 
касан1я хьлитъ гипотенузу на два отрфзка въ 6д. и въ 4 д. Опред$лить рад!усъ 
этой окружности. Рьшене. Пусть, въ прямоугольный треугольникъ АВС впи- 
сана окружность, которая дфлитъ гипотенузу ВС на 
отрёзки ВО = 6 д. и ОС=4 д. (см. черт.). Надо 
опредЪлить радтусъ Для этого изъ центра О проведемъ 
радусы ОЕ и ОГ черезъ точки касаня окружности 
съ катетами. 

Такъ какъ ОЕ [ АЕ и ОЁ | АЕ, затвмъь ОР 
и АЕ параллельны, какъ два перпендикуляра къ одной 
и той же прямой, а кроиз того, и ОЕ=ОЕ, то фигура 
АЕОК есть квадратъ, сторона котораго равна радгусу 
Катеть ВА, такимъ образомъ, состоитъ из”» отрёзка ВЕ в 
отрЪзка ЕА (который равенъ радиусу ОК). Если обе- 
значимъ величину рад1уса черезъ г, то оможемъ написать 
ВА—=ВЕ-г; точно такъ же САСЕ-|- г. 


Но отрёзокъ ВЕ равенъ отрфзку ВО, какъ двЪ касательныя къ одной 
окружности, проведенныя изъ одной точки Точно такъ же СЕ=СО. Такимъ обра- ° 
юмъ. ВАВЕ--т=ВО-г и СА=СЕ--г—=СО-г. Согласно теоремы Пива- 
гора можно написать такъ: АВ*--АС2—ВС? или (ВО- г)" (СО--г)=(ВО-- 
—0С)?; ВО:-- 2ВО).г- г СО: -- 2СО.т - г* = ВО? -- 2В0.0С-- ОС*; 
8, ВОг--2С0г--9г=9 ВП. ОС; г (ВО-ЕСО)=ВО.СБ. 

Подставимъ теперь выъото ВР и СР ихъ численныя значен]я и опредв- 
лимЪ Г; 


гг (6--4)=6.4; г2--10г—24=0; г=—5== 25-24; Вит. 3. 
20. Гипотенуза прямоугольнаго треугольника равна $ вершкамъ, & одинъ 





_ № острыхь угловъ равенъ половинЪ другого. Найти нлощадь этого треугольника, 
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зная, что +—192 верш. Рищене. Площадь прямоугольнаге треугольника равна 
ноловинз произведен!я его катетовъ, ибо одинъ изъ катетовъ можеть быть при- 
нять за основан!е, а другой за высоту. Такъ какъ одинъ острый угожъ вдвое 
больше другого, то, слздовательно, одинъ изъ нихъ=60°, а другой=30°, ибо въ 
сумм они должны составлять 90°. ИзвЪстно, что если одинъ изъ острыхъ угловъ 
прямоугольнаго треугольника равенъ 30°, то меньшЙ катеть равенъ половии% 
типотенузы. Поэтому менышй катеть нашего треугольника=. Обозначивъ черезъ 
х больший катетъ, мы его опредЪлимъ изъ уравнешя: 


а, И, зы, УЗ 


Итакъ, большй катеть равенъ + УЗ. 
Тогда площадь (которая, обыкновенно, обозначается буквой 5) выразится тавъ: 


$=$.:.ИЗ=РУЗ. 


Подставивъ, наконецъ, въ это выражен!е численную величину %, оконча- 


тельно получимъ: | 
8—1" /3—18 УЗ (кв. верт.). 


21. Въ ромбъ, сторона которато равна Ь дюйм., а одна изъ дагоналей равна 
огорон®, вписанъ кругъ. Опредвлить площадь правильнаго треугольника, вписан- 
наго въ этотъ кругъ при чемъ 6 =8 дюйм Рэошеше. Площадь всякаго правильнаг 
треугольника равна (если обозначить сторону треугольника черезь а) выражен!ю 
11,3. Такъ какъ нашъ треутольникъ вписанъ въ кругъ, то сторону его можно 
выразить въ зависимости отъ радуса въ видё В УЗ, тд Е будеть обозначать 
рахусъ. Тогда формула площади треугольника выразится такъ: 9= (ВУЗ) Из= 
—!.3В? УЗ = 3В*У3 Таково выражеше площади искомаго треугольника, 
но въ этомъ выражени неизвфетно В, 
которое, однако, мы можемъ опредзлить 
при номощи ромба, въ который нашъ 
кругь вписанъ. Опредзлить этоть радуеъ 
можно слЪдующимъ образомъ (см. черт ), 
Вакъ извЪстно, площадь всякаго много- 
угольника (а, слВдовательно, и ромба) равна 
половинз произведеня зпофемы (т.-е. въ 
данномъ случа В) на периметръ. Такимъ 
образомъ, площадь эта = 1(6 + Ь-Ь-- 
5) =35Ъ. В. ы 

Но площадь ромба также равна половин® произведен!я д1агоналей. Одна изъ 
дагонаяей ВП намъ извЪстна (она равна сторонЪ, т.-е. Ъ). Другую же можно 


опредзаить изъ уравнен!я (=). -|- (>) =всз но ВО=Ь и ВС=Ь; поэтому: 


А С\2 в АС 
(5-5) -Е"=ь; =-=83; АС=Ъ УЗ, 








Итакъ, площадь въ зависимости оть д!агоналей—5.0 Уз=> УЗ. 
Приравнявъ оба выражен!я площадей ромба, найдемъ величину В: 


Ь? > Ъ 
25.8 == УЗ; В=еУЗ; Е=4 ИЗ. 


Подставивъ это выражен!е рад!уса въ формулу площади искомаго треуголь- 


ника, получниъ: Ее а 
3—4 В? УЗ иди 8—1 (зи) Уз= чё УЗ =®УЗ (кв. Д.). 
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Наконецъ, взявъ вмЪсто Ъ его численную величину, получимъ: 
9.5/3 
И зву —9 УЗ (кв. дюйм.). 


22. Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины прямого угла треугольника 
из гипотенузу, дВаить ее на два отр®зка. изъ коихъ больший равенъ 6,4 дюйм. 
Батеть же, прилежаций къ меньшему отрЪзку, равенъ 6 дюймамъ. 

Опредзлить площадь трапешн, у которой основашя равны даннымъ кате- 
тамъ, а высота равна меньшему отр5зку гипотенузы. 





Отвъьть. 25,9 кв. дюйм. 


Р5шеня задачъ 6 выпуска. 


108. Для того, чтобы постреить прямоугольный треугольникъ, наде прежде 
всего построить прямой уголъ; ото сдфлать мы умфемъ (см. черт.). Затфмъ, откла- 
дываемъ на одной изъ сторонъ данный катетъ. Пусть, эте. 
будеть АВ. Такъ какъ намъ данъ еще противолежащий 
угохъ, то должно его отложить гдБ-нибудь на другомъ 
катетЪ. Но величина другого катета неизвЪстна. Поэтому 
поступаемъ такъ. Откладываемъ этоть уголъ при любой 
точкз второго катета, напр., при точкЪ О, и етерону 
этого угла продолжаемъь на разстоян!е (неопредвленное} 
ОП ЗатБмъ, изъ точки В проводимъ прямую ВС || ОО, 
хо пересечения вя въ точкЪ С съ катетомъ АС. ДАВС 
есть искомый, такъ какъ катеть АВ равенъ данному, &. 
уголь (противолежащий) С равенъ углу ООА (кавъ. 
соотвфтственные при параллельныхъ). 

110. Пусть даны: дагональ а, большая сторона параллелограмма Б и мень- . 

- шая с (см. черт.). На какой-нибудь прямой ММ отложимъ прямую а; пусть. 

она займетъ положене АП; 

`8.-* затЪмъ, изъ точки А радусомъ, 

равнымъ В, проведемъ дугу 

& шп пе одну сторону прямой 

М№, а изъ точки О дугу р9 

радтусомъ, равнымъ с, по ту 

е же сторону прямой ММ. Точку 

О пересзчен!я дугъ В соединимъ. 

съ Аир и изъ точки А про- 

ведемъ прямую, нараллельную- 

ВО, а изъ 2 прямую, параллельную АВ, хо ихъ взаимнаго пересфчен!я въ точк® 

С. Полученный параллелограммъ будеть искомый, ибо удоваетворяеть услов\ямъ. 
задачи, 











111. Чрезъ средину данной дагонали, 
напр., отр%зка АВ (см. черт.), надо провести пер-. 
пендикуляръ и на этомъ перпендикуляр® отло- 
жить оть точки пересьчен!я перпендикуляра ММ 
съ срединой прямой АВ части ОС=1АВ=А.0О: 
и ОР=АО Точки Си О соединимъ съ Аи 
В. Тогда образовавиИйся четырехугольникъ бу- 
деть квадратомъ, ибо въ немъ дагонали (рав-_ 
ныл данной) равны, длятся попозамъ и пере- 
сЪкаются подъ пряхымъ угломъ, 
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Р5шеня задачъ общаго отдфла 6 выпуска. 


Задача № 16. Такъ какъ окружность раздзлена хордой въ отно- 
360.17 360.19 _ 
шен!и 17:19, то одна дуга иметь т чо=1ТО,, а другая, ббльшая, 7-19 — 
—190°. Менышй уголъ, составленный хордой и касательной, изифряется воло- 
виной дуги, заключенной между ними, т,-е. половиной дуги въ 170°; значить, 
этотъ уголъ равенъ А = 85°. 

Задача № 17. Площадь всякаго треугольника равна половин® произве- 
ден1я основаня на высоту. Поэтому площадь искомаго треугольника АВС можне 
выразить въ видЪ преизведешя 3АВ.СМ или 3ВС.АМ. Каждая изъ этихъ пло- 
щадей равна по условю 5 кв. дюйм., при чемъ высота СМ==а дюйм., а высота 

АМ—4 дюйм. Итакъ, 


3АВ.а=5; дв 
386.4—8; В0== 
Третью сторону АС можемъ опредълить изъ формулы, выражающей зави- 


симость между одной высотой и всфми сторонами. Возьмемъ высоту СМ, рав- 
ную @, и напишемъ ея выражен!е: 


в — 


А с 


см = У вс — (^^), гв СМ, Вб= а, АВ. 
Подставляемъ эти значеня: 


Е к у а и 
С а (28+ (8) Ш - ЗУ (=) Е — а*; 
+) ЗУ 


в ны — — у — 96: са: 


|й 
|2 


0_И 454 4524? -|- 45а? — 4544 745 45: — да в 
а 


АС = у -{ а?) — $3а4 У4—. Ай. 


Геометрля. 





_ 106. Теорема. д лональ. и несоизмюрима сз ею сторо: 
_ н0й (продолжеше) '). 

Е Продолжаем ‘доказательство этой теоремы. Итакъ, посмотримъ, 
_ сколько разъ отрфзокь АЕ, т.-е. первый остатокъ, содержитея вт 
® отр5зк$ АМ. Если мы изь точки М проведемь прямую, перпенли- 


° кулярную ЕМ, а изъ точки А— прямую, перпендикулярную АЕ, де 


и УТ 1 |. 
я ь р ы 
у ВО У 41°] = 
ча с. } 
ое МА Нез ЧО И 
я’) ИА. С ЗАЛА я ИА, 
г : - | 


м 
мена 


5 


а 
Пел 
5 Аи “+ А! 


к 


т 


ий ›- 4 


©. 


я 


УРА я 


+ 


У 


\}+ 
АЕ 


ГАР 4 ПИ = 5 $4 
К ЕЕ ИЕНИ 
. в ат 


$4 


ихъ взаимнаго пересченя въ точк5 М, то мы получимъ квадрауь 
МАЕМ. Въ этомъ квадрат прямая АМ есть не что иное, какъ д!а- 
гональ, а АЕ— одна изъ сторонъ. Но, какъ мы видфли выше, боко- 
_ вая сторона квадрата содержится въ дагонали его одинъ разъ ст 
_ нЗкоторымъ осталкомъ. Поэтому АЕ содержится въ АМ одинъ разт, 
и еще получится остатокъ АО. Продолжая разсужденя, какъ и въ 
начал теоремы, мы опять придемъ къ тому, что придется боковую 
сторону новаго квадрата, напр., АЗЕО, сравнивать съ датональю 
этого квадрата; но, какъ намъ извЪстно, боковая сторона квадрата 
содержится въ его дматонали одинъ разъ еъ остаткомъ. Итакъ, мы 
видимъ, что всямй разъ необходимо будетъ получаться остатокъ, а, 
слЪдовательно, оиональ квадрата несоизмърима съ ею стороной. 

107. Такимъ образомъ, мы видимъ, что дЪйствительно возможны 
такя дв$ прямыя, которыя нельзя сравнивать другъ съ другомъ. 
Какъ же поступать въ тЪхъ случаяхъ, когда данная прямая несо- 
измфрима съ той прямой, которая принимается за единицу? Если. 
прямая соизм$рима съ единицей, то надо просто узнать, сколько 
разъ эта единица или часть ея содержится въ данной прямой. Если 
прямая а (черт. 118) *) есть единица, а прамая АВ дана для 
измЪреня, то надо узнать, сколько разъ аб содержится въ АВ. 
СдЪлаль это можно, конечно, послЪфдовательно откладывая на АВ 
отр$зокъ аЪ. Пусть окажется, что аЪ содержится въ АВ 4 раза, Тогда 
число 4 будеть результатомъ измфрен1я. Если бы аб содержалось не 
4 раза, а, напр., 4 и три четверти, то результать изм5ревя выра- 
зилея бы при помощи числа 4,75. 

Итакъ, числа, которыя получаются отъ измфреня прямыхъ, 
соизмфримыхъ съ единицей, могуть быть какъ цЪлыми такь и 
дробными. 

Что же касается до результата измЪфрен!я, напр., дмагонали 
квадрата стороной его (если допустить, что сторона есть единица), то, 
какъ мы видфли, его нельзя изобразить никакимъ числомъ, не только 
цЪлымъ, но и дробнымъ. Такимъ образомъ, измфрить точно прямую, 
‚несоизмВримую съ прямой— единицей, невозможно. Въ такихъ г. 
чаяхъ поступаютъ воть какъ. Пусть, напр., отрёзокъ ши (черт. 119) * 
есть единица. 


1) См. выпускъ 7. 
2) Выпуск 7. 


Вамъ нужно измфрить прямую ММ, при чемъ извЪетно, что 
МХ несоизм5рима съ отр%зкомь ши. Отложимъ ши на ММ. Оказывается, 
что шп содержится въ ММ 3 раза плюсь осталокъ Р. Другими ело- 
вами, отрфзовъ ши содержится въ ММ больше трехъ разъ, по меньше, 
чЬмъ 3--1, т.-е. 4 раза. Если мы будемъ считать результатомъь изм$- 
рен1я число 3, то мы допускаемъ нЪкоторую неточность, такъ какъ 
число 3 есть результать измфреня не отрЪзка ММ, а болЪе корот- 
каго отрЪзка (безъ Р), слЪдовательно, оно меньше истинной мЪры. 
Если же мы возьмемъ за результатъ измфреня число 4, то оно будётъ 
больше истинной м$ры, ибо отр$зокъ шп не содержится четыре раза 
въ отрфзкЗ ММ. 

Такимъ образомъ, числа 3 и 4 будуть лишь приближенны. ми 
результатами измфрен1я, первое съ недостииткомь, а второе съ ‘избыт- 
комё. Такъ какъ разность между данной прямой ММ и т$ми прямыми, 
которыя вмЪсто нея берутся (одна больше=4 ши, а другая меньше= 
3 шп), меньше одной единицы длины, т.-е. шп, 10, сл$довалельно, 
можно сказаль, ‘что измБрене произведено съ точностью до одной 
цзлой (единицы). Если взять не всю единицу, а лишь 5 часть ея, 
то эта часть. будетъ содержатся въ. ММ 33 раза съ небольшимъ 


остаткомъ, т.-6. ММ> 33. 0 и ММ< (33-21. 1%. Чиело 33 веть 
результать измфреня ‘съ недостаткомъ, число’34—еъ избыткомъ. Такъ 


кавъ здЪсь разность между данной прямой и тБми, которыя вмЪсто 
‘нея берутся, меньше 2 единицы, то можно сказать, что изм5ревше 


произведено съ точностью до одной десятой. Точно такъ же можно. 


измфрять приближенно съ любою точностью и друмя а: 
прямыя. 

108. Отношеня величинъ въ геометрм. Что такое отношеше 
въ алгебрВ и въ ариеметикЪ, мы знаемъ. Поняме отношеня двухъ 
отрЪзковъ намъ выяснено въ 5 105. 

Опредфлить же это поняте надо такъ, какъь и въ алгебрз, ибо 
алгебраическое опред$левне есть общее, примфнимое ко веякимъ ве- 
дичинамъ, Такимъ образомъ, отношешемъ двухъ прамыхъ или двухъ 
угловъ, двухъ дугь будетъ называться такое отвлеченное (дробное или 
_ цфлое) число, на которое нужво умножить второй отрЪзокъ, второй 
уголь, вторую дугу, чтобы получить первый отр®зокъ, уголъ, дугу. 

Если двЪ прямыя измфрены при помощи одной и той же еди- 
вицы, напр. при помощи сантиметровъ, то ихъ отношене можно 
выразить въ видЪ частнаго отъ дЪленя чисель измфревля. 

Такъ, напр., если число, измфряющее одинъ отрфзокъ въ сан- 
тиметрахъ, равно 17, а число, измЗряющее другой отрЪзокъь въ сан- 


тиметрахъ же, равно 11, то ихъ отношеше равно тт. 


ДЪло становится сложнымъ лишь въ томъ случаЪ, когда при-” 


ходитея опредЪлять отношен!е несоизм$римыхъ величинъ: такое отно- 
‘шен!е будетъ также называться несоизмюримымв. 
Такъ кавъ къ геометрическимъь отношевямъ примфнимы всз 
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° свойства алгебраическихь отношенй, то намъ необходимо условиться, 
° вЪ какомъ случаБ мы будемъ считать равными несоизм5римыя отно- 
— шеня. ВЪдь всЪ несоизмфримыя отношевя, съ какой бы точностью 


они ни были вычислены, будуть одинаково называться несоизм$римыми. 


_- Но, конечно, нельзя сказать, чтобы они были равны. ВЗдь даже если 
— одно и то же и вычислять послфдовательно съ различною 


точностью (до $, в, з ит. д.), то будуть получаться различны числа. 


— Изъ этого слдуеть, что 0ва несоизмюримыя отношеня считаются 
_— равными, если числа, ить выражжония, равны и притомё вычислены 
_ 6 одинаковой (хотя и произвольной) ‘точностью. 


Ра 


ГЛАВА Х. 
Изм5реше угловъ.. 


109. Опредфленя. Измюрить ушюль это значить ‘узнал, сколько 
азз содержится в5 этомь уыль друюй уоль, принятый за единицу 


° \л065. Если въ данномъ угл единица угловъ содержится 3 раза, 
то говорятъ, что число 3 есть а. т угловъ или 
_ мора даннаго угла. 


- 


Ниже мы установимъ тф способы, при помощи которыхъ можно 


ем мфру всякаго угла. Точно также укажемъ, чему равна 
единица угла. Мы’ увидимъ, что сравневе двухъ угловъ легко сдё- 


лать при посредств5 сравнемя дугь окружностей, описанныхъ изъ 
вершинъ данныхь угловъ, какъ изъ центровъ. Конечно, радтусъ этихъ 
двухъ окружностей можеть быть произвольнымъ, но долженъ быть рав- 


Поэтому мы займемся тЬми углами, которые т быть нро-. 
ведены въ окружности. | 
Улолё, образованный двумя рад усами, называется центральнымь. 


_ Тавовъ уголь. АОВ (черт. 121). Этому углу, какъ говорятъ, соотвЪт- 
| ет дуга АВ и ОВО: дуг5 АВ соотвВтетвуеть уголь АОВ. | 
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Въ слёдующихь теоремахъ устанавливается твеная зависимость "между 


центральными углами и соотвфтетвующими имъ дугами. 
110. Теорема. Вз одномь и томь же круиь (или въ равныхь 
кругахъ) *), если чентральные узлы, равны, то и, соотвътетвующия имь 
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дум фавны и обратно, если дучи равны, то и м им — 


центральные уллы фавны. 

Для доказательства первой части теоремы возьмемъ какую-либо 
окружность О (черт. 122), у которой 2 АОВ = 5 000. Докажемъ, 
что въ такомъ случа дуга АВ будетъь равна дугз СО. Для этого 
предварительно проведемь хорды АВ и СО. Тогда образовавпиеся 
треугольники АОВ и РОС будуть равны, ибо у нихъ: №) уголь 
АОВ = 2 ООС по условю теоремы, 2) стороны, заключающия эти 


‚углы, равны, какъ рад1усы одной и той же окружности. Если же. 


треугольники равны, то ОС=АВ. Но намъ изв$етно, что если хорды 
равны, т0 и стягиваемыя ими дуги равны. Поэтому — АВ = = — С, 
что и требовалось доказать. 

Теперь докажемъ обратное: именно, если — АВ — Ср, то 


и д АОВ = 2 СОР. Итакъ, дано, что — АВ = `— СО. Но разъ 


равны дуги, то также равны и стягиваюпия ихъ хорды, т.-е. РО=АВ. 


Тогда треугольники АОВ и РОС будуть равны, ибо всЪ стороны одного. 


изъ нихъ соотвфтственно равны сторонамъ другого. Изъ равенства 
треугольниковъ сл$дуетъ, что С АОВ = 5 СО. 

111. Теорема: Вьз одномь и томь же крумь, или въ равных 
крушить, если центральные флы не равны, то большему изь нить 
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гоотвутетвуеть большая дум и обратно большей дуиь соотвтт-- 


ствуеть болъиий центральный уюлъ. Пусть уголь АОВ (черт. 123) 


больше угла МОМ. Требуется доказать, что въ такомъ случа `— АВ. 


больше, чфмъ `— ММ. Проведя хорды АВ и МУ, мы изъ того, 
что хорда АВ больше хорды ММ, заключаемъ, что — АВ > — ММ. 
Точно также доказывается и обратная теорема. 


*) Равные круги вздь ничЪмЪ, кромЪ своего относительнаго положен1я, не 
отличаются. 





а 112. Теорема. Вз одном» крумь, или въ равныхь кр уаз, отио- 
_ ое двухь центральныхь уфловь равно отношеню ——. 0415, им 
. Е. _ соотвътетвующихб. 

Пусть имфемъ въ окружности. (черт. 124) два центральныхъ угла: 
_ [АОВи Е МОК. Требуется доказать, что С АОВ такъ относится 
_вЪ углу МОХ, какъ дуга АВ относится къ дуг ММ, т.-е. что: 


С АОВ: д МОХ = — АВ: — ММ. 


Могутъ представиться два случая: когда данныя дуги соизмфрихы 
_ и когда он несоизмфримы. 


Разсмотримъ сначала тотъ случай, когда ду соизмьримы. Пуеть 
общая мфра содержится въ дуг АВ четыре: раза, а въ дуг ММ три 
‘раза. Или лучше будемъ считать, что въ. дуг АВ общая м$ра со- 
держится ш разъ, а въ дугь МХ п разъ (ВЪ общем вид%). Тогда 
отношен1е двухъ данныхь дугь равно =: 


_ АВ: ММ =мщ:1. Если мы теперь соединимъ точки дБлен1я 
нашихъ дугъ съ центромъ радусами, то каждый изъ нашихъ централь- 
ныхъ угловъ раздЪлится на нВсколько равных угловъ. Равными эти 
углы будуть потому, что они соотвЪтетвуютъ равнымъ дугамъ. Такъ 
какъ каждой равной дуг соотв®тствуеть равный же уголъ, то, слдо- 

_вательно, 2 АОВ раздЪлится на ш равныхъ угловъ, а 2 МОМ нал 
такихъ же угловъ. Разъ это такъ, то 2 АОВ: 2 МОХ = м: 1. 
`Итакь — АВ; — ММ =ш:пи СД АОВ: 2 МОМ =м:1. Сл5- 
довалельно: 
е — АВ: — ММ = С АОВ: Д МОМ. А эо и сы. до- 
казаль. 
Е Теперь раземотримь тоть случай, когда ду несоизмтримиы. 
Если дуги будутъ несоизмФримы, то и углы 
окажутся несоизм$римыми. Бъ самомъ 
дЪлф, вздь если бы углы имфли общую 
‘мфру, то, какъ мы только что видфли, и 
дуги имфли бы общую мЪру, такъь какъ 
равнымъ угламъ соотвфтетвують равныя 
_ _ же дуги. Дуги же, какъ указано въ. услови 
_ Теоремы, не имЗють общей м$ры. СлЪдо- 
вательно, нельзя допустить, чтобы углы, 
которые соотв$тствують этимъ дугамъ, 
были соизмВримы. Итакъ, въ случав не- Черт» 125. 
соизм5римости дугъ, углы, имъ соотвЪт- 
ствующе, несоизмЗримы. 


_ ___ Шоэтому будемъ © отношене дугь и угловъ прибли- 
_ женно, напр., съ точностью до =. Для этого раздфлимъь одну изъ 
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1 
данныхъ дугъ, дугу СО (черт. а. на. п частей. Пуеть — часть дуги 
‚ СР содержится въ дуг$ АВ м разъ съ осталкомъ, т.-е. въ дуг АВ 


с 9 4% — р аАРь я Вы 
Ааа 


.. часть дуги СО содержится больше ш разъ, но менфе, чёмъ ш--1. 


— 


разъ. 
Тогда приближенное отношене дугь АВ и СО будеть равно =. 


ш--1 
съ недостаткомъ или —_— съ избыткомь. Если мы черезъ вс точки 
дфленя дугь С) и АВ проведемъ радусы, то соотвётствующе имъ 


центральные углы раздфлятся на столько же частей. Уголь СОР 


раздЪлится на п равныхь частей, а въ угл АОВ такихъ частей бу- 
деть бол$е ш, но менфе, чфмъ нЕ 

Значитъ,  прибдиженное отношеше ДАОВ: 2000 будеть равно 
м ш-1 
= ©5 недостаткомъ или ит еъ избыткомъ, Итакъ, мы видимъ, что: 


АВ _ш ДАОВ_ т 
ви “7 9, 
вычислены съ а точностью и взяты съ нелостаткомъ и ИМЪЮТЪ 


одно и то же значеше т. Слфдовательно, эти отношения равны. 


при чемъ оба отношеня (приближенныя) 


Поэтому 
—АВ _ИАОВ 


о 9 2005 
Итакъ, мы видимъ, что какъ въ случаБ сойзм$римости, такъ и 
въ случаЪ несоизмримости отношене двухъ дугь равно отношению 
соотвфтетвующихь ‘имъ угловъ. Съ другой стороны, какъ мы выше 
доказали, равнымъ угламъ (центральнымь) оотвтетвують равныя 
же дуги, ч5мъ больше дуга, тфмъ больше уголъ, и обратно. Дру- 
гими словами все это можно выразить такъ: центральные лы пфо- 
пориональны соотвьтствующимь имз дрламь, и наоборотв. 


113. ИзмБрене угловъ помощью дугъ. Такъ какъ централь- 
ные углы пропорцюнальны соотвфтствующимъ дугамъ, то ихъ измЪ- 


рене всегда можно замфнить измренемъ соотвфтствующихъ- дугъ. 


ВЪдь на основавти доказанныхь выше теоремъ можно сказать, что. 


центральный уголъ содержитъ столько угловыхъ единицъ, сколько 
дуга, ему соотв$тетвующая, имфеть дуговыхъ единицъ. 

Единицей улловз считають ‘одинз уиловой зрадусз. Угловой гра- 
дусъ равенъ % прямого угла. Что же касается до единицы дугь, то 
таковая единица можеть существоваль только для дугъ одного и того 
же радуса, ибо, какъ мы видимъ, непосредственная величина дуги 
измъняется также и съ измфнешемъ радуса. Поэтому за единицу 


дугъ одного и того же радлуса принимается такая дуга того же. 


радлуса, которая соотв$тетвуетъ центральному углу въ & 4, т.-е. 
угловому градусу. Называется единица дугь 0у0вымз зрадусомз. 


Лучше всего такое боотвфтете между угловыми и дуговыми граду- 


вами можно уяснить, если взять окружность и провести въ ней два 
взаимно перпендикулярныхъ д1аметра (черт. 126). Тогда каждый изъ 
ирямыхъ центральныхъ угловъ, ВОА, АОО, РОС и СОВ, будетъ 
содержать въ себЪ по 90 угловыхъ градусовъ, а соотвфтствуюпая 
имъ дуги по 90 дуговыхъ градусовъ. Вс же четыре угла вмЪетЪ, 
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° такимъ образомъ, заключаютъь въ себЪ 360 угловыхъ градусовъ, а 
° вся окружность 360 дуговыхъ градусовъ. 

— _ Итакь, мы видимъ, что число, изм$ряющее 
° (вапр., 90, 360) уголь въ угловыхъ граду- 
_— бахъ, равно числу, измфряющему дугу въ дуго- 
® выхъ градусахъ. Значить, найдя число, изм%- 
° рающее дугу, мы т5мъ самымъ находимЪъ число, 
— изм5ряющее дугу, соотвтетвующую этому углу. 
— Иначе, уюлз измъряется соотвутствующей 





1 „ ему дулой. 
= 114. Угловыя и-дуговыя единицы. Гра- 
дусъ есть, конечно, величина условная. Уче- Черт. 1926. 


ные нашли удобнымъ единицей считать 9% пря- 
° мого угла. Конечно, можно было бы также Условиться считать еди- 
_ нищей угла или дуги не 4, а напр., 55@ или 4. Впрочемъ, тавя 
° попытки дфлаютея. | 
Во Франщи, напр., употребляется въ качеству угловыхъ и 
° Аутовыхь единицъ 1 прямого угла, который называется радомь. 
® Во общепринятымъ является дфлеше на градусы. Каждый градусъ 
_ Квдится на 60 частей, называемыхь минутами; минута же длится 
_ на 60 секунды. Е 
С г 0 Ге 

Слово градусъ замЪняется значкомъ , который ставится вверху 

съ правой стороны числа. Напр., 15° читается: пятнадцать градусовъ 

(дуговыхь или угловыхъ). 

Минута обозначается значкомъ ', а секунда ", которые также 
ставятся вверху числа съ правой стороны. Выражене 5° 25! 31" 
слфдуеть читать: 5 градусовъ, 25 минутъь и 31 секунда. 

115. Транспортиръ. На томъ основани, что уголь измфряется 
соотвфтствующей ему дугой, основывается устройство особаго прибора 

_ транспортириа. 

Туанспортиръ служить для измфреншя угловъ. Онъ представляеть 

собой полукругъ, сдфланный въ Вид пластинки, чаще всего метал- 
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лической (черт. 127). На этомъ прибор, по его краю, нанесены дЪ-` 
лен1я такъ, что весь полукругъ раздБленъ на 130 частей черточками. 
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которыя являются продолжентями радусовь этого полувруга. Для 
`добства лЪленя наносятся отъ 0° хо 180, въ двухъ направлешяхт: 
справа налЪво и слЬва направо. 


`ИзмЪряють при помощи этого прибора такъ. Пусть, напримЪръ, 


требуется измЪрить уголь АОВ (черт. 128). Для этого’ накладываем 
на этотъ уголъ транспортиръ такъ, чтобы центръ полукруга совпа- 
далъ съ вершиной угла О, а сторона ОА совпала съ основашемъ 
(ламетромъ) полукруга. Другая же сторона угла пойдеть по одному 
изъ радтусовъ. Тогда дуга ЕШ и будеть измфрять уголъ. Величину 
же въ градусахъь мы сможемъ прямо прочитать: если точка Е упа- 
деть на 40 дЪлене, то это и будеть о. что данный уголь 
АОВ заключаеть въ себ 40°. Е 

116. Замьчелие. Въ первой части нашего куреа, мы вездь, гдЪ приходи- 
10сь говорить о величин угловъ, выражали эту` величину при помощи 4. Такъ, 
мы говорили, что сумма угловъ треугольника равна 24 ит. д. "ВЕРЬ выражая 
‘углы въ градусахъ, мы можемъ сказать, что: 

1) Сумма узловь треуюльника равна 180°, ибо 4==90°. 

2) С умма узлов», расположенныхь вокрузь общей вершины по одну 
сторону прямой, равна 180°, а по объ стороны этой прямой—360’°. — 

3) Сумма острыхъ угловъ прямоугольника равна 90° 

4) Каждый уголъ равносторонняго треугольника равенъ 60°. — 

5) Сумма угловъ всякаго выпуклаго многоугольника равна 180 (п—2), 
вели число сторонъ равно п. | 


117. Вписанный уголъ. Уголь; образованвый двумя хордами, 


которыя  перес$каются на окружности, называется виисаннымь. . 


Таковъ уголь ВАС (черт. 129). Мы видфли, что центральные углы 


А 


А 





С 


Черт. 129. | Черт. 130, 


измфряются соотв$тетвующими имъ дугами. Е теперь, какъ 
изм$ряются вписанные углы. 

Теорема. Виисанный улоль измпряется половиной дузи, на ко- 
порую онъь опирается. Другими словами, онъ заключаеть столько 
угловыхъ градусовъ, сколько дуговыхъ градусовъ заключается въ по- 
ковинз дуги, на которую вписанный уголь Е Могутъ пред- 
ставиться три случая. 
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Первый случай. Пусть имфемъ такой вписавный уголъ ВАС 
2 _ (черт. 130), у котораго одна сторона АС проходить черезъ центръ 
° окружности, т.-е. сторона АС есть не что иное, какъ дламетръ, Такъ 
_ какъ мы уже знаемъ, ч5мъ измфряется центральный уголъ, то намъ 
° удобнфе всего было бы опредЪлить лдавный вписанный уголъ въ за- 
_ висимости отъ центральнаго. Шопробуемъ это сдфлать. Для этого 
> соединимъ центръ О съ точкой В. Тогда получим центральный уголъ 
° ВОС. Такъ какъ уголь ВОС по отношеню къ Д ВАО внЪшнй, то 
_ онъ равенъ суммЪ двухь угловъ, съ ‚нимъь пе смежныхъ. Тавими 
_ углами по отношению къ углу ВОС будуть: 2 Аи Д В. Поэтому 


Е - 2 ВОб= А-ЕА В. 


| Такъ какъь третгольникъ АОВ равнобедренный (ибо АО=ВО, 
_ кавъ радусы), то 2 А=С В. Поэтому: 

с ВОС=Д АДА или Д ВОС=2о ДА. Но уголь А. есть 
данный уголь ВАС (обозначенный одной буквой для большаго удоб- 
ства). Такимъ образомъ, можно написать такъ: 


и вВбб--2х. ВАбны 2 ВАС А ВОС. 


Такимъ образомъ, зависимость между даннымъ вписаннымъ угломъ 

и центральнымь усломъ ВОС найдена, именно, 2 ВАС =; 2. ВОС. Но 

С ВОС, какъ ценгральный, измфряется всей дугой ВС (или точн%е, 

С ВОС имфеть столько угловыхъ градусовъ, минуть, секундъ, сколько 

дуга ВС имЪетъ дуговыхъ градусовъ, минуть, секундъ): слфдовательно, 

2ВАС, равный половинЪ угла ВОС, измфряется половиной дуги ВС, 

_ Т.е. той дуги, на которую онъ опирается. А это и требовалось 
доказать. 

Бторой случай. Теперь возьмемъ ой вписанный уголь ВАО 

(черт. 131), который составленъ двумя хордами такъ, что центръ 


—__ 





Е =. р 
| Черт. 131. ет Черт. 122, 
® круга О лежить между сторонами угла. Посл того, какъ мы дока- 


°  зали первый случай, намъ совершенно ясно, какъ поступить въ дан-^ 
_ номь случа. РаздЪлимъ нашъ уголь ВАС на два такихъ вписав- 
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выхъ угла, у воторыхъ одна изъ сторонъ проходила бы черезъ центръ. 
Для этого проведемъ даметръ АО. Тогда 


Д ВАС=Д ВАО- САС. 


Углы ВАО и РАС — эго таше вписанные углы, у которыхъ 
чдхна изъ сторонъ (АО) проходить черезъ д1аметръ. Какъ мы зыше 
видфли, таюе углы измфряютея половиной дуги; на, которую опираются. 
Поэтому, С`ВАО измЪряется половиной дуги ВО, а 2 РАС—поло- 
зиной дуги ООС. Данный же уголь ВАС, равный С ОАС- ДВА, 
измЪряется половиной дуги ВР плюсъ половина дуги ОО, т.-е. поло- 
виной дуги ВС. 

Трений случай. Возьмемъ, наконецъ, такой уголъ ВАС (черт. 132), 
у котораго ‘об стороны лежатъ вн центра О. И этотъ случай, какъ 
и второй, мы приведемъ къ первому случаю. Для этого проведемъ 
даметръь АО. Тогда давный вписанный уголъ ВАС можно разематри- 
валь, какъ разность вцисанныхъ угловь ВАО. и САБ т е. 


Д ВАб=Д ВАО С САР. 


У угловъ ВАО и САР одна изъ сторонъ (АО) проходить черезъ 
центръ, а тавме углы (первый случай) изм$ряютея половинами дугъ, 
на которыя они опираются. Поэтому 2 ВАШ изм$ряется половиной 


дуги ВО, а 2 САШ половиной дуги СО, уголь же ВАС, равный | 


ихъ разности, измфряется # (— ВО— — СЪ), т.-е. 3 — ВС. 
Итакъ, во всфхъ разнообразныхъь случаяхъ вписанный уголъ 
измфряется половиной дуги, на которую онъ опирается,  т.-е., соб- 


ственно говоря, число, изм5ряющее вписанный уголъ, равно половин . 


числа, изм5ряющато дугу, на которую онъ опирается. 


‚ Повторительные вопросы и отвтъты. 


1) Когда отношеше будетъ несоизмъримымь? Когда самыя величины несоиз- 
мБримы. 2) Какъ измфряются несоизм$римыя величины? Приближенно, съ произ- 
вольной точностью. 3) Вакой уголъ называется центральнымь? Уголъ, образо- 
званный двумя рад!усами. 4) Вакое соотношен!е между центральными углами и 
зеотвЪтетвующими ему дугами? Равнымъ дугамъ сботвЪтетвуютъ равные углы, 
большимъ дугамъ — больше углы, а меньшимт — меныше. 5) Вакъ измфряютъ 
центральные углы? Соотвфтетвующими дугами. 6) Единица угла? Угловой ара- 
дусъ, равный & прямого угла. 7) Вакъ называется 2, часть градуса? Минутой, 
которая въ свою очередь имЪеть 60 секундз. 8) Что таков транспортирь 2 
Это приборъ, помощью котораго опредфляетея, сколько градусовъ содержитея въ 
ханномъ углЪ. 9) Что такое вписанный уголь? Уголь, образованный двумя 
хордами, пересВкающимися на окружности. 10) Вакъ измЪряетея вписанный 
уголъ? Половиной дуги, на которую онъ опирается. 


ет 


68 


задачникъ по геометрии. | 


123.,0кружность въ точкахъ А, ВиС раздЬлена на, части, которыя отно- 
еятея между собой, какъ 2:3:4. Эти точки соединены прямыми АО, ВО и СО 
съ центромъ О. Опредфлить величину полученныхъ угловъ. Ришеше. Длина 
всей окружности = 360°, длина же дугь АВ, ВС и СА соотвЪтетвенно равна 


[ | х . х 
= — 80°, — В = 1200, — “ —160°; величива полученныхь углов, 


какъ центральных, будеть 80°, 120° и 160°. 
124. Въ круг имфемъ два пересЪкающихся д1аметра АВ и СО. Опредё- 
лить, подъ какими углами они перес®каются, зная, что `—— АС: — СВ=1:2. 


Руьшене. Даметрь АВ дфлитъ окружность на дв половины; ‘слфдовательно, 
й 180°.2 


—АСВ =180°, —АС= = —60° < ОВ У — 120°; углы, подъ 
которыми пересзкаются даметры, какъ центральные, равны 60° и 120°. 


‚ 125. Изъ точки А, взятой на окружности, проведены дв хорды АВи АС; 
хорда АВ двлить окружность на дв дуги, изъ которыхъ одна равна.25° 15’, 
а другая дуга длится хордой АС на дв» части АС и СВ такъ, что — АС: 
— СВ =3:2. Вычислить / ВАС. Рьшеще. Большая дуга, полученная д»ле- 
немъ окружности хордою АВ, равна 360° — 25°15' = 334°45'; изъ отношеня 


о й { 
— АС: — СВ=3:2 находимъ, что — СВ == О 133°54'. Уголь ВАС, 
какъ вписанный, опирающЁйся на — ОВ __ — 66°57' 

126. Въ окружности при ея центрз О поегроень уголь СОВ. Ращусь ОВ 
продолженъ до пересВченя съ окружностью въ точкз`А. Точки А и С соединены 
прямою АС. Опредфлить величину угла САВ, зная, что Д СОВ = 75°12'85'. 
Рьщене. Полученный Д САВ будеть вписанный, опирающея вмст® съ цен- 
тральнымъ угломъ СОВ на одну и ту же — СВ; слВдовалельно, величине его 

(*) й и к 
=“ — 31036112,5" 

127. Изъ точки А, взятой на окружности, проведены хорды АВ и АС; 
одна хорда стягиваетъ дугу въ 100°20^, другая же дугу въ 60°30“. Опредвлить 
величину Х ВАС. Ришенше. — ВС = [360°—(100°20'-- 60°30“)] == 199°10*; 


Д ВАС, какъ вписанный, = а а . 


— = 99°35°. 
2 

__ 128. Уголь ВАС имфетъ вершину на окружности и`опирается на концы 

маметра ВС. Опредфлить углы, образованные прямыми АВ и АС съ д1аметромъ, 

зная, что точка А дфлить полуокружность ВАС на части, которыя относятся 

между собою, какъ 3:2. Рюшщене. Полуокружность ВАС = 180°; — АВ = 

т = 108°; — АС = _ — 72°; уголь АВС — вписанный, опираю- 

: мо о 
щся на`— АС, равенъ = 36°; уголь АСВ = —_ == 54°. 

129. Въ окружности даны два центральные угла: АОЕ = 25°20/15” и 
РОС = 40°25'50". 0б& угла лежать одинъ вн другого, 
при чемъ точка А окружности лежить между точками Е и 
С. Точки А и Ш соединены хордою АО, а точки Е и С 
хордою ЕС; переефкаются упомянутыя хорды въ точкф В. 
ОпредЪлить величину Х ОВС. Рющеше. / ОВС, вершина 
котораго лежить внутри круга, измфряется полусуммой дуть, 
заключенныхь между ето сторонами, те. Х ОВС = 


—ОС---АЕ 5 
—= о ^—_) 10 — АЕ, соотвЬтствующая центральному углу АОЕ, = 


—_—- 


























— 


— 05°20! 15”, также 19.6. — 40°25'50". _ Слёдовательно, 7. РВС. о Е 


25°20'15". -1-40°25'50". 


| 


: — 32°53/9,5'. 

130. Шодъ какими углами пересЪкутея двЪ сЪкупия, если дуги, заключен- 
‘выя между ними, равны: одна 95°50*, другая 70°30’? Рющшене. Въ точкВ пе- 
ресвченя образуются четыре угла, изъ которыхъ надо_ опредззить два, ибо 


остальные два будуть соотв тетвенно равны р какъ вертикальные, одинъ 


9550! - 70°30' 8310. друтой же — [860°— 6 та +7080) 





уголь равенъ 


— 96°50.. 
131. Въ кругу проведены два взаимно - перпендикулярные д1аметра АВ. И 
СО.  Изъ точки А проведена хорда, пересБкающаяся. съ 
А окружностью въ точкЪ К, лежащей между точками Ви 0, 
п дрлящая — ВО на части, относяпияся между собою, 
какъ 1:2. ОпредЪлить ДАКС, образованный пересВченемт, 


С К \| хорды АЕ съ даметромь СШ въ точк$ К. Рищеше. Два - 


взаимно-перпендикулярные д!аметра дФлятъ окружность на 
4 равныя части, и — АС == 90°, также 


В — ВО==90°, дуга же рЕ—" 3—80° сАко—9 = 


=—60:. 
132. Въ окружности даны два центральные ‘угла: Е0б—85545' 20" и 





АОС=170°35'30", при чежъ ни одинъ не лежить внутри другого. Черезъ точку 


С окружности проведена касательная къ этой окружности, а черезъ точки Ан. 


Е—сфкущая до пересЗченя съ упомянутой касательной въ точк® В. 9предВлить 


величину ДАВС. Рющенще. ДАВС, вершина котораго лежить внЪ круга, изм%-_ | 


ряется полуразностью дугъ, заключенныхь между его сторонами, т.-е. `/ АВС= 
= о дуги АС и ЕС, какъ соотвЪтствующия центральнымь угламъ, 
соотв тетвенно равны  170°35'30” и. 85°45'20”. СлЪдовательно ДХ АВС = 


©5190)" ЗЕОЛДКЮЙ!! 
— 17028530" —85545/20"__ ео», 


133. Въ точкахь А, ВиС окружность дЪлится на 3 части такъ, что — АВ: 
‚: ВС: -АС(=2:3:4; кахалельныя, проведенныя черезъ эти три. точки, 
взаимнымь пересзченемъ образують треугольникъ. Вычислить углы этого тре- 








угольника, Ришене. — АВ= 80°, — вс” -: —190°, — АС= 


360°.4 


= 0. углы треугольника посл$довательно будуть равны: одинъ =. 


—АСВ— АВ 360° — 80°) — 80° ы 5 _ВАС—_ВС 
АВА О 89—50 р = - 


2 
` —120°)— Ч ме __1600\—160° 
_ [60° те 120] 60° прени—=А ВС о АС _ [60° в [160] о> 
134. Точка окружности соединена двумя орлами съ концами даметра; 
уголь одной изъ этихь хордь съ даметромъ равенъ 
35°10'30". Опредвлить уголъ, составленный пересфченемъ 
касательныхъ, проведенныхъ черезъ концы другой хорды. 
Ръшене. — ВС, соотвЪтетвующая вписанному углу 
ВАС, равному 35°10'30”, равна 35°10'30”Ж 2 == 
— 70°21'; уголь ВКС = к в 
— 860*—10'91 1021] р 
2 
135. Въ кругу проведены два взаимно- перпендикулярные даметра. АВ и Со; 
эдинъ изъ нихъ СО продолженъ за окружность, и изъ произвольно взятой на пемъ 











—=109`39*. 


точки Р къ концамъ даметра АВ проведевы прямыя РА и РВ, отеБкающия отъ _ 


окружноети дуги АЕ и ВЕ. Какъ велики эти дуги, если / АРВ==50°25'30"”? 





о 235_ 
- о ен — ВИ ВЕ (1. РАВ— КРВА, Как углы при оеновани равно- 
‚. _ бехреннаго Д»АРВ, у котораго АР=ВР, какъ наклои., равно ры оть оено- 


_ вая перпендикуляра ОР (АО—-ВО, какъ ражуеы), 


во. Д РАВ = — о д ЕВА = 











= =АЕ+-РОЕ, _ елховательно, Вы. == 
= — АЕЕ-ЕОЕ Е ли — ВЕ АЕ), Уголь АРВ 
м 4 а Я 

_ лсв- Абв" ЕР. па 50025'30'—180*—— ЕР 


и: 


или 100551 — — 180° — > ЕБЕ, или — ЕОЕ = 180° — 100551 — 79°9'; дуги 
АЕ-- ВЕ = — АЕОЕВ — — ЕОЕ = 180°— 79°9/ =100°51*; садовалельно, 


т 
Е | 
| и ВЕ каждая отдфЛЬНО — И 50°25*30". 





> „ 
136. Касалельная къ окружности перес%каетея съ продолженнымь д1а- 

_ жетромь ВС въ тозкё ПО, поль угломъ въ 50°25“. ОпредЪлить вписанный уголъ 
- АВС, образованный даметромь ВС съ хордою, соединяющею продолженный ко. 
_ нець Даметра, именно Точку В, съ точкою А, мБетомъ касашя касательной 
_ Рышеше. Аба или 50°25'— =АС—-АВ, или -АС—_АВ=: 
^—100*50' но —АС--^—АВ==180°. Сложивъ эти равенства, получимъ: 2—АС= 


_280°50', изн — Аб—=140525', путоль ВОТ 10512, 5.. 


137. Изъ точки, взятой внЪ.окружноети, а ЕЪ ашй окружности 
_ дв касательныя АВ и АС. Какъ велика меньшая изъ двухъ ‚Дугь, заключаю- 
_ щихся между касательными, если уголъ, составленный касательными, равенъ 
_ 401507 Ръшеше. Сумма обфихъ дугь, большей и меньшей, равна всей окруж- 
ности, т.-е. 360°, а ихъ разность равна 40°50“Ж9==81°40' (величина ДВАС= 
р | — 40250, & это составляетъ р. дугъ). Отсюда находимъ, что меньшая 
_ дуга равна 139°35“. 

138. Тупой уголь иметь вершину на окружности; одна изъ сторопъ его 

_ лить окружность на‘двЪ части, изъ которыхъ въ одной 80: 


Е 


_ другая жё часть окружности дфлитея другой стороной ‘угла па А 

_ части, изъ которыхъ одна составляетъ 3/5 другой. Опредълить В 

_ величину этого угла. Рющеше. Примемъ, что `—АС==20°, что \ 
_ АВ составляетъ 3/5 —ВшС, тогда получимъ, что —Вшб-- ] 


8 — Вшс (*/—Вшб)=360°—90°—340°, т.-е. —ВшбО— А 
3407.5 2120 = С 


: ЕЕ. 30’. СлБдовательно, ДВАС= 
139. Хорда АВ, параллельная даметру СО, стягиваетъь дугу, равную 
_ 15°90%. Опредфлить величины угловъ трапеции САВО, полученной черезъ *соеди- 
‘цене концовъ даметра съ концами хорды, а также величины угловъ, образуе- 
мыхъ первефчевнемь д1агоналей этой трапеци. Рьшеше. —ВО---АВ--—АС= 
180. значить: —ВО--—АС==180°—15°20’—=164°40\, 








но — ВР = < АС (между параллельными хордами дуги А В 
равны), то —ВШ и —АС, каждая. порознь, равны по : 
: _ о —82°20", —©0=180° (маметръ длить окружность - 0 
^ощыь. ВАС — ВО 68 Е 
2 ВАС — 131710, Д АСБ = 
Е 20'_ 48°50'. п Е де Е. 
487504 ДВЕ 9чои, И ВЕрВОЕ-АС 


_ ==89090' 


4 
> 
‘4 


936 1 










я 140. Въ Круг. вписан правильный прейольнякь через доу изъ. "вор 
ИН треугольника, проведена касательная къ данной окружности, ‘Опредвлить 
уголь, составленный касательной и одной изъ сторонъ треугольника. Рющене з 
Равнымъ хордамь (хорды равны, какъ стороны правильнаго треу ‘тольника)° 


= равныя дуги, слфдовательно, каждая дуга равна —8- == 120°,. 1 | 


120° 
искомый У, какъ ‚составленный О и касательной, ПОВеНЪ -э—==60°. 


тельной къ ланной окружности (; С. Уголь ВСЬ, т продолженнымъ д1амет- з 
фомъ и касательной, равенъ 30°. Центръ окружности соединенъ съ точкой каса-. 
-шя О. посредетвомъ радуса ОШ. Опредлить величину угла ВОР. Рюшен.. 
ХВСР изм5ряется полуразностью дугъ, заключенных между его сторонами, т.-е._ 
АО 
о. илй — Ар ВР==60°, съ другой стороны АРВ, 
‚ составляюция полуокружноеть, равны 1805; слЪдовательно, 2—ВО==120° пля 
—ВВ=60*; 2 ВОВ, какъ центральный, Е 60°. 


Общ й  отдБЛЪ. 


23. Въ кругь вписанъ правильный  треугольникъ, | 
сторона котораго равна 5. Опредфлить площадь круга. 
Рюшете. Площадь круга = тВ?; чтобы опредьлить В, 
проведемъ даметрь АВ и “соединимъ точку В сь точкой 6—- 
получится прямоугольный треугольникъ АВС (/` АСВ, опи-_ 
рающйся на д1аметрь АВ, есть прямой), сторона ВС, равная з 
сторон правильнаго ‘вписаннаго шестиутольника, равна В. _ 
СлЪдовательно, АВ? = ВС? | АС?, или 4В? —= В -- 52, Или 


3 82 —=25, или В = Е. площадь же круга = ВО. 


ак ыыы 
в я ты 





\ 


3 
24. ОпредЪлить стоимость участка земли, имфющаго видъ прямоугольнаго 


- треугольника, распадающагося по стоимости посредствомъ прямой, проведенной | 


параллельно ббльшему катету, на двЪ части: стоимость той части, которая при- 
лежить къ большему калету, равна 85 коп. за квадратную сажень; стоимость 
остальной земли равна 50 коп. за квадратную сажень. Длина ббльшаго катета 
равна 125 арш., меньшато—50, прямой, параллельной большему катету, —25 арш. | 
Рьшеше. А АРЕ со А АВС (сли въ треугольник» провеси о 
В линшо, параллельную какой-нибудь изъ его сторонЪ, то отевчетея _ 
треугольникъ, подобный первому). ИЙзь подобя треугольниковъ’. 
слфдуетъ, что = —— =. ИЛИ — = а откуда о - + 
—10. Площадь трапеци ЕОВС==площади прямоугольника ЕОКО 
(изъ точки. О проводимь ГЕ, параллельную АС) -— площадь | 
А ОВЕ. Площадь ЕШЕС = ЕС. РЕ — 40, 95 —=1000 кв. 
ми АС — АЕ = 50 —10 —40); площ. Д ОВЕ.= 





о ОК =ЕС =40 (отрфзки параллельныхь межху 





параллельными в и ВС — ЕС = 125 — 25 = 100 арш.; ся®д., площ. 
А ОВР = 2000 Ев. арш. Итакъ, площадь трапеши ЕШОВС = 1000. 
кв. арш. -— 2000 кв. арш, = 3000 кв. ви кв. важ. Стоимость ея 
сала 2-20 вод, == 288 р. 3843 кои. Паощ. А АЕБ = АЕ.0Е —- 10.25 
—195 вв. арш. — мы саж. Стоимость ся = _- коп. — 6 р. `94*/э коп. 


стоимость всей землн = 283 р. 3313 к. бр. 94%/5 ко. == 990 р. 971/э кои. 


р. 


Геометрия. 





118. Сльдетвя. Изъ предыдущей теоремы можно вывести тавя 
слдетыя. Сльдстве 1. Весь вписанные уфлы, опирающиеся на одну 
и ту же ду, равны между собой, ибо веЗ они измфряются поло- 
виной этой дуги. Таковы, напр., углыйС С’, С" ит, д, (черт. 133). 

_ Такъ какъ вс$ эти углы опираются на дугу АВ и, елБдовательно, 
на хорлу АВ, то можно сказать, что одинъ данный сегменть АМВ 
содержить только углы одной опредзленной величины. Такимъ обра- 





Черт. 133. Черт. 134. _ ти 


зомъ, сегменть можно опредфлять и въ зависимости отъ угла. Именно 
о сегмент АМВ можно сказать, что онъ вм5щаетъ уголь, равный.С. 
` Сльдетые 9. Вписанный уюль, опирающийся на Фаметрь, есть 

прямой. Въ самомъ дёлЪ, уголъ С (черт. 134), опирающийся на д1аметръ 
АВ, будетъь прямой, ибо д1аметръ стягиваеть полуокружность. Слё- 
довательно, уголь С измЪряется половиной полуокружности, т.-е. 
уголь С равенъ 90°. Значитъ, онъ прямой. 

| ее ы 

Замфчан!. Въ дальнёйшемъ курсъ геометр!и излагается сокра- 
ценно согласно нросьбамъ многочисленныхъ подписчиковъ, желаю- 
щихъ подвергнуться въ маз м%$сяцф текущаго года испытатямъ на 
вольноопредфляющагося 2 разряда, на классный чинъ и учительскя 
звашя (народн., сельск., у%здн. учителя и т. д.). ее 

Итакъ, въ 10, 11 и 12 выпускахъ мы изложимъ весь куреъ 
геометр1и (сокращенно). Начиная же сз 13 выпуска, мы вернемся 
хз прежнему полному способу изложеня. Такимъ образомъ, тБ под- 
писчики, которымъ геометр1я за старпиые ") классы нужна въ полномъ 
‚ объем, будуть также удовлетворены. 
_ _ ВыфетВ съ твмъ редавкщя считаеть своимъ долгомъ указать тфмъ 
изъ подписчиковъ, которымъ нужна геометря въ полномъ объем$, 
на то, что ниже помфщаемый сокращенный вуреъ геометри необло- 
димз также и имъ. Предварительное краткое знакомство ©0 всей гео- 
метртей служить какъ бы введешемъ въ болБе подробное ея изучене. 


*) За первые 4 класса средн. уч. зав. она у насъ помфщена полностью 
въ 1—9 выпускахъ. 


И Ва 


ГЛАВА Х!, 


Зписанные и описанные многоугольники. 


119. Вписанные и описанные мно- 
гоугольники. Даны окружность, много- 


угольники АВСЬ и ММРОК (черт. 135). - В | 
Стороны многоугольника АВСО находятся й \ | 
вн окружности и касаются ея. О много- ]\ Е: 
угольникВ АВСШ говорятъ, что онъ 0опи- 

сань около огружности, или окружность | 
вписана въ него. Многоугольникъ ММРОК р 
расположечьъ такимъ образомъ, что веЪ. А вт р. 


его вершины лежатъ на окружности. О мно- 

готгольниЕз ММРОК говорятъ, что онъ — Черт, 135. 
виисанз въ окружность, или окружность 

отикана около него. 

Сл$довательно, мноюуюльнике называется опиваннымь около окруэж- 
ности, если стороны ею касательны къ окружности, а вписаннымз, 
если ею вершины лежатв на окружности. и: 

_ Изъ опредфлешй описаннаго и впиеаннаго многоугольниковъ вы- 
текаетъ, что въ окружность можно вйисать и около нея описить 
многоугольникь съ какимъ угодно числомъ сторонъ: для этого стоить 
взять столько точекъ на окружности, сколько сторонъ имфетъ много- 
угольникъ, который мы желаемъь вписать или описать. Въ первомъ 
случа$, т.-е. въ случаЪ виисалия, необходимо отм$ченныя точки со- 
 единить хордами; во второмъ случа —описаня, необходимо провести 
‚черезъ отиБченныя точки касательныя къ окружности до взаимнаго 
вхъ пересьчевя. Теперь обратно. Можно ли во всявй многогоуголь- 
никъ вписать и около веякаго многоугольника описаль окружность? 

Отвфтимъ на поставленный вопросъ сначала относительно тре- 

угольниковъ. 
х 120. Теорема. Около всякаю трелольника можно описать 
окружность. Пусть данъ треугольникь АВС. Вершинами его служать 
три точки, не лежапия на одной прямой. А мы уже знаемъ, что 
черезъ тамя три точки можно провести окружность. Итавъ, черезъ 
вершивы треугольника можно провести окружность, слФдовательно, 
около всякаго треугольника можно описать окружность. 

121. Теорема. Во всякй треуюльникз можно вписать окруж- 
ность. ыы | | , 

Пусть имфемъ треугольникъ АВС (черт. 136) и вь него необ- 
ходимо вписать окружность. Разд$лимъ углы А и С пополамъ; про- 
_ведемь биссектрисы АО и ОС, д$ляпйя углы А и С, до взаимнато 
ихъ перссфченя въ точЕЁ 0. Изъ точки О опустимъ перпендикуляры: 
ОР, ОМ и ОМ на соотвЪтетвенныя стороны треугольника АВС. 


ое Е : 
Треугольники: ОРС и ОМС, какъ прямоугольные, равны, потому чт 
& ОСР = С ОСМ (по построеню), ОС— общая гипотенуза (прямо- 
угольные треугольники равны, если гипотенуза и острый уголъ одного 
| изъ треугольниковъ соотвзчственно равны 
гипотенуз® и острому углу другого). Изъ 
равенства треугольниковъ ОРС и ОМС сл$- 
дуетъ, что ОР=0ОМ. Точно такимъ же 
образомъ докажемъ, что треугольники: ОРА 
и ОМА равны; изъ равенства послЪднихъ 
треугольниковъ слфдуетъ, что ОР=оОМ. 
СлЪдовательно, мы можемъ написать слз- 
С дующее равенство: ОР=оОМ=оМ. Пер- 
пендикуляры (ОР, ОМ, ОМ), опущенные 
Черт 136. на стороны А АВС, равны; овружность, 





описанная изъ точки О рамусомъ ОР,_ 


пройдеть черезъ точки Р, М и М, такъ какъ ОМ и ОМ, равные 
рад!усу ОР, будуть тоже радусами; стороны: АВ, ВС и АС служать 
касательными въ окружности, а потому окружность О будетъ вписана 


эъ треугольникъ; слФдовательно, во всяый треугольникь можно впи-. 


сать окружность. Е 

122. Перейдемъ къ другимъ многоугольникамь и докажемъ, что 
окружность возможно вписать и описать около всякаго иравильнаю 
многоугол! ника. Л/ноюуюльнике называется правильнымв, если всь-ею 
стороны и умы равны между собою. Такъ, напримфръ, квадратъ и 
равностороннй треугольникъь — правильные многоугольники, прямо- 
угольникъ же и ромбъ нельзя назвать правильными многоугольниками, 
такъ какъ въ первомъ могуть быть стороны неравныя, а во второмъ 
углы неравные. | 

123. Теорема. Охоло всякаю правильна треуольника можно 
описвить окружность. 

Пусть АВСОЕЕ (черт. 137) правильный 
мноуюльникх, т.-е. такой многоугольникъ, у 
котораго стороны (АВ, ВС, СО....) и углы 
(АВС, ВСО....) равны. Докажемъ, что около 
него можно описать окружность. Раздфливт 
углы Еи Е пополамъ, проведемъ биссектрисы 
этихъ угловъ до ихъ взаимнаго перес$ченя въ 
точкВ О. Соединивъ точку пересфченя О съ 
вершинами даннаго многоугольника, покажемъ, 

Черт. 137. что прямыя ОЕ ) ОЕ, ОР, ОС, ОВ и ОА 
взаимно равны. 
_ Углы ОЕЕ и ОЕЕ равны, какъ половины угловъ правильнаго 
многоугольника (равныхь между собою), но такъ какъ въ треуголь- 
ник противъ равныхъ угловъ лежать равныя стороны, то, слёдова- 
тельно, ОЕ=ОЕ, какъ стороны, лежапия противъ равныхъ угловъ 
въ треугольниЕ$ РОЕ. - 





РЕ ТОВ ЩИ НИСКИ ЧРИ 
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Разсматривая треугольники КОЕ и ЕОО, мы видимъ, что ОЕ у 
нихъ общая сторона, ЕЕ = ОЕ (какъ стороны правильнаго много: 
угольника) и 2 ЕЕО = 2 ОЕО, кавъ половины равныхъ угловъ 
правильнаго многоугольника. А такъ какъ два треугольника равны, 
если двЪ стороны и уголъ между ними одного треугольника соотвЪт- 
ственно равны двумъ сторонамъ и углу между ними другого, те 
Д ЕОЕ = АЕОГ. Изъ равенства треугольниковь КОЕ и ЕОР сл5- 
дуеть, что ОЕ = ОШ и Д ОЕ = СД ОГЕ, т.-е. 2 ОЕО равенъ 
половин угла правильнаго многоугольника. Точно такимъ же обра- 
зомъ покажемъ, что треугольники РОС и ЕОР равны (ОШ общая 
сторона, КО = ОС и 2 ООС = д ООВ. Изъ равенства, этихъ тре- 
угольниковъ слёдуеть, что О)=0ОС. Повторяя эти самыя разсужденя 
надъ остальными треугольниками, мы докажемъ, что ОС=ОВ=ОА. 

Но если ОЕ = ОЕ = ОБ = ОС = ОВ = ОА, то очевидно, что 
еели изъ точки О опишемъ радусомъ ОЕ окружность, то она пройдетъ 
черезъ всБ вершины многоугольника. 

Итакъ, мы доказали, что около всякаю правильнаю мноюуюм- 
ника можно описать окружность. - 

124. Теорема. Во всякий правильный мноюуюльникъ можно впи- 
сатз_ окружность. 

Воспользуемся нашимъ чертежомъ изъ предыдущей теоремы. 
Проведемъь изъ точки О на стороны даннаго въ чертежь намъ — 
правильнаго многоугольника перпендикуляры: ОМ, ОХ, ОР, 09, ОВ 
и 0$. Стороны правильнаго многоугольника служатъь хордами в® опи- 
_ санной около него окружности. Хорды эти равны, кавъ стороны пра- 
вильнаго многоугольника. Но, какъ равныя хорды, он одинаково уда- 
лены оть центра О. Слдовательно, ОМ=ОМ=ОР=09=0В=05. 

А потому окружность, описанная изъ центра О ражусомъ ОМ, 
пройдеть черезъ точки М, Р, (0, Виз. КромЪ того, веБ стороны 
даннато многоугольника касательны кз окружности, потому что пер- 
пендикуляры ОМ, ОМ, ОР, 00, ОВ и 05 являются одновременно и 
радусами окружности и перпендикулярами въ сторонамъ правильнаго 
многоугольника. Слфдовательно, окружность, описанная радиусом» ОМ, 
вписана въ данный мноюуюльникв. 

125. Точка О (черт. 137), т.-е. центръ круга, вписавнаго и 
описаннаго около многоугольника, называется также чентромъ пра- 
вильнаю мноюуюльника. Ралусъ описанной около него окружности, 
наприм., ОА, называется радусомь правильно мноюуюльника, 8 
радтусъ вписанной въ него окружности, напр., ОМ, называется его 
атоеёмой. 

Уголъ, составленный двумя радусами правильнаго многоугольника, 
называется чентральнымь уломз. Утлы АОВ, ВОС, СОБ ит. 4. 
. будуть центральными углами правильнаго многоугольника. Централь- 
ныхъ угловъ столько въ каждомъ многоугольникВ, сколько въ немъ 
сторонъ. Въ данномъ многоугольник будетъ 6 центральныхъ угловъ. 
Вс центральные углы равны между собою, такъ кавъ они измБ- 


60 
ряются равными дугами. Сумма ихъ = 44, & потому каждый цен- 


тральный уюль правильнало мноюуюльника равень 44 (360°), раздь- 
леннымь на число сторонз. Тавкъ, наприм$ръ, центральный уголъ въ 
7.3005 


4 | 
правильномъ восьмиугольникв = 5; = 5 = -5- = 45°, вь десяти- 
44а 24 360° . тео | 
угольник® = 10 = $. = 35- = 36°. 


‚126. Воспользуемся ранфе доказанными положешями` для рше- 
ня нЪеколькихь задачъ. 

Задача 1. Виисать въ окружность правильный шестлипольникз. 
Предположимъ, что въ окружность (черт. 138) уже вписанъ правиль- 
ный шестиугольнивъ. Построимъ центральный уголь АОВ. На осно- 
1 в . о ы 
ваши предыдущато (см. 8 125), мы имфемь С АОВ = —. = 60°; 
сумма двухъ остальныхъ угловъ треугольника АОВ=180°—60°—=120°. 
Треугольникь АОВ равнобедренный (АО = ВО, какъ радгусы), & въ 
равнобедренномъ треугольникв, мы знаемъ, углы при основаши равны; 


слЗдовательно, 2 А = Г В. Изъ равенства этихъ 


угловъ слБдуетъ, чо 2 А = ДВ = с 60°, 





т.-е. вез три угла треугольника АОВ равны 
между собою; значить, треугольникъ АОВ фавно-. 
сторонний и АВ = радусу, т.-е. сторона пра- 
вильнало шестиуюльника равняется радиусу опи- 
санной около нею окружности. Отеюда, вытекаетъ 
Черт. 138. слфдующее р5шеше налтей задачи. Даемъ циркулю 
‚ раствореюме, равное ражусу, откладываемъ этимъ 
растворешемь на окружности длину рад!уса, которая отложится ровно 
шесть разъ; полученныя точки на окружности соединяемъ хордами, 
служащими сторонами требуемаго шестиугольника. 
Задача 2. Вижать въ окружность правильный трепольникь. 
ДЪлимъ окружность (черт. 139) на шесть равныхъ частей (какъ ука- 
зано въ предыдущей задач) и зат$мъ соединяемъ точки лфлен!я че- 








Черт. 139. Черт. 140. 


#: 


резъ одну прямыми, — получается правильный треугольникъ, такъ какъ 

стороны его стагивають равныя дуги (АрВ, ВпС, АшС), а углы 
‘треугольника равны между собою, какъ вписанные углы, опираюпиеся 
на равныя дуги. | 
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Задача 3. Описать около окружностии квадрат». Проведемъ 
два взаимно-перпендикулярныхь жЖаметра ММ и КГ (черт. 140). 
Черезъ точки М, М, К и Г, проведемъ касательныя: ВС, СО, ОА и 
АВ до взаимнаго ихъ пересфченя; АВС и будетъь требуемый кВа- 
дратъ. Въ самомъ дл, ВС=АО, такъ какъ порознь он$ равны 
даметру КГ, какъ противоположныя стороны въ нараллелограммахь 
КВСГ и АКГО. Точно такимъ же образомъ докажемъ, что АВ=)С. 
Откуда слБдуетъ, что АВ=ОС=ВС=АО. Кром% того, углы четыре- 
угольника АВСР прямые; наприм., уголь В равенъ углу КОМ, кавъ 


противоположные углы въ параллелограммё КВМО; но д КОМ 


ви 


`квадрата = 8 радлусамъ или 4 даметрамъ. 


прямой, какъ центральный уголъ, изм5ряюцийся четвертью’ окруж- 
ности. СлФдовательно, и уголь В прямой. 

Описавъ квадратъ АВС около окружности, опредЗлимъ сторону 
квадрата въ зависимости отъ радуса вписанной въ него окружности. 
Сторона квадрата АР = даметру КГ. Откуда, сторона квадрата 
равна Яаметру или двумь радисамь вписанной в5 нею окружности. 


` 


ГЛАВА ХИ. 
ИзмБреше длины окружности. 


127. Опредблене с. Измюрить длину окружности значить 
узнать, сколько въ ея длинф содержится линейныхъ единиць (верш- 
ковъ, аршинъ и т, д.). Для этого стоило бы, наприм., вокругъ окруж- 
ности обвести ниткой, выпрямить ее, т.-е. вытянуть ее ‘въ прямую 
лин и измфрить. Но это не всегда удобно. Носмотримъ, нельзя ли 


узнать длину окружности ‘по длинз дламетра или радууса. 


Впишемъ вь окружность правильный 
пестиугольникъ (черт. 141} и опишемъ около 
него квадралъ. Периметр» вписаннаго шести- 
угольника равенъ 6 радусамь или 3 да- 
метрамъ (см. $ 126), а периметръ описаннаго 


Изъ чертежа видно, что длина окружности 
больше периметра вписаннаго въ нее шести- 
угольника и меньше описаннаго около нея | 
квадрата, т.-е. больше 3-хъ даметровъ и Черт. 141. 

меньше 4 даметровъ; а потому окруж- 

ность содерюилиь 3 фаметра сё нкоторымь остоткома. 

Съ самыхъ древнихъ временъ математики старались опредзлить 
отношен1е окружности къ даметру, и уже Архимедъ, живпий въ 
Ш-мъ стол5тшм до Р. Х., нашелъь вычисленемъ, что окружность со- 
держить 3 цфлыхъь даметра и еще 7-ю часть Маметра. Число 3'/1, 
хотя не совс$мъ вфрное, опредЪляетъ, однако, окружность съ доста- 
точной точностью для всефхъ случаевь обыденной жизни. Число это, 
выражающее отношев!е окружности къ Маметру или сколько даме- 





в 


тровъ содержится въ окружности, условились обозначать греческою. 
буквою т (читайте: пи). БолЪ еточныя вычислен!я опредфляють вели-_ 


чину «=3,14, точнфе = 3,142. 

128. Длина окружности и дуги. Зная постоянное отношеше 
окружности къ Даметру, выражаемое величиною х, нетрудно опредз- 
лить длину окружности. Назовемъ черезъ С длину окружности, че- 


С 
резъ В —радгусь, черезъ 2В-— маметръ; тогда «=; откуда С==2х8. 


НапримЪръ, опредфлимъ длину окружности, радусъ которой=3 дюй- 
мамъ. Подставимъ въ найденную нами формулу длины окружности 
численныя величины п=3,14 и В=3, тогда искомая длина окруж- 


ности —=2 «.В=2.3,14.3=18,84 дюйм. Если длина всей овруж- 


ЭВ тк 
ности равна 2*«В, то длина дуги въ 1° равна о (въ окруж- 


ности 360 градусовъ); сл$довательно, длина дуги, содержащей п’, 
В к Вп 
будеть въ п разъь больше 180 И выразится тавъ: 150. Нан, 


длина дуги, содержащей 70°, при ралтусв, равномъ 5 к. равна: 
Ви _3'/1.5.70 б! в 
м об дюйма. 


ГЛАВА ХШ. 
ИзмЪрене площадей. 


129. Предварительныя понятия. Исторя математики разсказы- 
‚ ваеть намъ, что задача объ измфрени площадей была одною изъ 
причинъ, которыя привели къ создано науки геометри. Греческое 
слово чеомепиия обозначаетъ «землемфре», т.-е. измфрев!е площадей 
участковъ земли. | 

До сихъ поръ мы изучали свойства ли и угловъ, измфряли 
ихъ, учились опредЪлять зависимость между ними въ ‘фигурахъ. 
Теперь мы переходимъ къ вопросамъ, когда требуется узнать вели- 


чину самой плоскости, занимаемой фигурой, или площадь фигуры. _ 
Площадью въ геометри называютъ величину поверхности какого- 


нибудь тфла или фигуры. Поверхность есть величина, ибо она, можета 


быть больше или меньше. Поэтому можно измфрять поверхности раз- 


НЫХЪ ТЬЛЪ. 

Измирить площадь какой-нибудь фигуры значить узналь, сколько 
-въ ней заключается другихъ площадей, принимаемыхь за единицу. 
За единицу при изм$рени площадей обыкновенно принимается 
хвадрать, сторона котораго равна какой-нибуль линейной единиц%, 
наприм., вершку, футу, сажени и т. х., который и называется 


хвадратчымь вершкомз, квадратнымь футомь ит. д. ., смотра по тому, 


что служить у этого квадрата стороною. 
Чтобы измфрить площадь какой-нибудь фигуры, наприм. ‚ вели- 
чину пола, сл5довало бы откладывать на_немъ квадратныя единицы 


в посмотрфть, сколько ихъ помфщается въ немъ; если ихъ не по- 


сы 
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ыфщается цфлое число разъ, надо взять меньшую квадратную м%ру. 
Но очевидно, что такой епособъ измфреня неудобенъ, когда изм$ря- 
ють огромный участокъ земли, или, напримфръ, для измфреня тре- 
 угольниковъь онъ совершенно нопримнииь, ибо всегда останутся 
части (при вершинахъ угловъ), на которыхъ никакой квадрать, какъ 
бы маль овъ ни быль, не поместится. Поэтому геометря даетъ 
способы, какъ нужно опред$лять площади фигуръ носредствомъ простого 
вычислен1я, не прибфгая къ откладывашю квадратныхъ единиць на 
измфряемыхъ поверхностяхъ. 

Наиболфе просто рфшается задача объ изм5реви площади пря- 
моугольника, параллелограмма и треугольника. Условимся называть 
одну изъ сторонъ прямоугольника основаемь ‘), & другую, сосзднюю— 
высотой '). Точно также одну изъ сторонъ параллелограмма мы будемъ 
_ принимать за основав1е, тогда высотой будеть перпендикуляръ, опу- 
зщенный изъ какой-нибудь точки ее о на осно- 
ваще или на его продолжеше °). 

130. Площадь прямоугольника и квадрата. Пусть данъ пря- 
моутольникь АВСШ (черт. 142). Положимъ, что основаше его ОС 
содержитъь 3 единицы, наприм$ръ, 3 дюйма, а высота АО пять 
такихъ единицъ. Если проведемъ черезъ точки ш и п лини, парал- 
лельныя АЛ, и черезъ точки а, Ь, си 4 линш, параллельныя ОС, 
то прямоугольникъ раздфлится на 3. 5==15 квадратовъ, изъ которыхъ_ 
каждый есть квадратный дюймъ. СлБдовательно, пло- 
мадь прямоугольника содержить 3.5 или 15 ква- 
дратныхъ единицъ. Само собою разумфется, что осно- 
ваше и высота прямоугольника должны быть выра- 
жены въ одинаковыхъ линейныхъ единицахъ. Если, 
наприм$ръ, основате содержить 4 дюйма, а высота 
12 вершковъ, то нужно или основане выразить въ 
вершкахъ или высоту въ дюймахъ. Сл5довательно, 
чтобы опредълить площадь прямоутюольника, необхо- Черт. 142. 
димо основане и высоту выразить в5 одинаковых | 
динейныхь единицохь и полученныя числа перемножить; полученное 
произведение и покажеть число квадратныхь единиць площади прямо- 
узюльника. Сокращенно эзо правило выражають такъ: площадь пря- 
моуольника фавняется произведению основаляя на высоту, и обозна- 
чають это: $=0.Й, гдЪ з— площадь прямоугольника, ®-—основаше и 
\— высота. 

Чтобы опредълиить площадь квадрата, о омножить 
само на себя число, выражающее длину ею стороны; это елЗдуетъ 
изъ того, что квадратъ есть прямоутольникъ, котораго основане и 
высота равны между собою. Наприм.: сажень содержить 7 футовъ, 
& потому квадратная сажень содержить 7 7=49 квадратныхъ футовъ. 
_ _ 1ЗЕ. Площадь параллелограмма. Пусть требуется узнать пло- 


— в >=—— 





_№ ‘то такое основан!е и высота въ треугольникЪ, мы уже знаемъ изъ $ 24. 
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щадь параллелограмма АВСО (черт. 143). Опустивъь изъ точевъ Ви 
С перпендикуляры ВМ и СМ на оенован1е параллелограмма и на его 
продолжеше, мы получимъ прямоугольникъ МВСМ. Изь чертежа 
видно, что | 

1) параллелограммь АВСО=трапеши ВМРО-ЕААВМ и 

2) прямоугольникь МВС№=трапеци ВМОС-Е АСМ. Но такъ 
какъ треугольники АВМ и РОМ равны (АВ = ПС и ВМ=С№, 
параллелограммь АВСО и прямоугольникь МВСМ составлены изъ 
одинаковаго числа соотв$тственно равныхъ частей, сл$довательно, и 
площади ихъ одинаковы и они равновелики (равновеликими или рав- 
номфрными называются такля дв фигуры, площади которыхъ одина- 
ковы). Но площадь прямоугольника МВСМ=ВС.ВМ=дАр.ВМ; сл- 


С Ме 





в 


Черт. 143. Черт. 144. 


довательно, площадь равновеликаго ему параллелограмма = АО.ВМ, 
гдф АШП основаше, а ВМ высота параллелограмма. 

Откуда, площадь параллелорамма фавна произведеню ею осно- 
вия на высоту, что обозначають $=0.П, гдф в— площадь парал 
лелограмма, р—основане и В— высота. 

Слъдетв!е. Изъ предыдущаго слёдуеть, что ‘паразлелограмиы АСОВ и 
АЕЕВ (черт. 144), имъюиие одинаковое основане и одинаковую высоту, 
равновелики, потому что площади ихъ опредфляются однимъ и тЪмъ же произ- 
веденшемъ АВ. АМ. 
132. Площадь треугольника. Данъ треугольникъ АВС (черт. 


Необходимо опредБлить его площадь. Проведя черезь точки 


ть Е и, 





А* Е С А 


Черт. 145. Черт. 146. 


прямыя ВО и СО, параллельныя АС и АВ, получаемъ параллело- 
граммъ АВШОС, для котораго ВС служить магональю. ВС, какъ даго- 
наль, дфлить параллелограммь АВОС пополамъ, А АВС, значить, со- 
етавляеть половину параллелограмма. Но площадь параллелограмма 
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° мы ум$емъ опредфлять, а именно, помноживъ оснозван!е параллело- 


р. ‚ слБдовательно, площадь А АВС = = - 


РО ЕЕА 


Пре ДС КГ: 


р ыы 


АС 


ЗО, 
< \ 9 р у 


грамма на его высоту. Площадь параллелограмма АВОС = АС.ВЕ; 


ВЕ 
—- › ГДВ АС основаше, & ВЕ 


высота треугольника, т.-е. 7100 оно фавняется половинь _ 





в 
_ произведеня ею основамя на высоту, или $ = —- (з— площадь тре-. 
‘угольника, Ъ— основане и №— высота). 


Слфдстыя. 1. Треугольники АВС, АОС и АЕС (черт. 146), инъюще 


_ _ одинаковое основан! е и одинаковую высоту, равновелики, потому что площади ихъ 
и ‚выражаются однимъ и тЬмъ же произвелешемт. 


2. Площадь прямоугольнаго треугольника равняется половин. произведеня | 


° то катетовъ, ибо, наприм., въ прямоугольномъ треугольник АЮС (черт. 146) 


сторона АЕ ‘является одновременно катетомъ и высотой. 

133. Площадь трапещии. Пусть дана трапещя АВСР (черт. 147); 
требуется узнать ея площадь. Проведемь магональ ВПО; тогда трапеця 
АВС разд®лится на, два треугольника АВР и ВСР. Сл$довалельно, _ 


° чтобы узнать плошадь трапеци АВСО, достаточно узнать въ отдфль- 
_ ности площади треугольниковъ: АВО и ВСР и сложить ихъ, тогда 


В Г 





м 
= Черт. 147. | | Черт. 148. 
полученная сумма площадей этихъ треугольниковъ `будетъ. требуемая 
площадь трапеции АВСО. ОпредБлять же площади треугольниковъ мы 
умЪемъ. 

Площадь А АВО= ^^. 8М Транеця равна А АВО-{ А ВОФ. Слвдов., 


Площадь А ВСО= р —_ т АР. МВ ЕЕ ВС.ОМ. 


площадь трапеши = ——5 5 
Но ВМ = ОМ; сл$довательно, площадь трапеши АВСОО = — т -. 
ИЕ 


р 

ВС И. о м т о ВС. ре % в - 
равна а вЫ параллель сторонз трапеции на 
высоту. 
_ 134. Площадь правильнаго многоугольника. Данъ правильный 
шестиугольникъь АВСОЕЕ (черт. 148). Надо опредЪлить его площадь. 
Соединяя его центръ О нрямыми лин1яыи со веБми его вершинами, 
разд$ляемъ многоугольникь на 6 равныхъ треугольниковъ. 

















АЕ. ОМ ы 
Площадь каждаго треугольника==——5 > а площадь всего мно- 
гоугольника въ 6 разъ больше площади каждаго треугольника, зна- ` 
„Гямназя на Дому“, в. 10. — 2 | 5 


в 
.АЕ.ОМ. В | 
читъ, требуемая площадь == - но 6.АЁЕ представляетъ -собою 


периметрь шестиугольника, а ОМ его апоеему (8 125); откуда яло- 
цадь правильно мноюуюльника равна половинь произведещя пери- 


| Р.К | 
метра на атовему, или $=->^, гд® Р- периметрь, а К— апоеема.. 


135. Площадь круга. Разсматривая чертежи 149 и 150, мы. 
видимъ, что чзмъ больше сторонъ въ многоугольник$, тфмъ больше. 
приближается его площадь къ площади круга и разность между этими 
площадями все уменьшается. Наприм., площадь шестиугольника бо- 
лзе приближается къ площади круга, ч8мъ площадь квадрата. Улваи- 
вая стороны внисаннаго въ кругъ многоугольника, мы видимъ, что 
площадь многоугольника все боле и боле приближается къ пло- 
щади круга. Площадь восьмиугольника ближе къ площади круга, 
ч8ыъ площадь квадрата; площадь шестнадцатиугольника ближе, ч8мъ 
площадь восьмиугольника и т. д. Ч$мъ больше будетъ число сторонъ 
вписаннаго въ кругь многоугольника, тфмъ менфе будетъ разность 
между площадями многоугольника и круга. Если представить себЪ 
многоугольникъ съ безконечно большимъ числомъ сторонъ, вписанный 





Черт. 149. 





въ кругъ, то разность между площадями вруга и многоугольника бу- 
деть безконечно мала, такъ что ею можно пренебречь. Изъ этого 
видно, что кругь можно разсматривать какъ правильный многоуголь- 
никъ съ безконечнымъ числомъ сторонъ. Но такъ какъ доказанная 
въ предыдущемъ параграф$ теорема справедлива для многоугольника 
съ какимъ угодно числомъ сторонъ, то она справедлива и для круга. 
Въ этомъ случа, периметромъ служить окружность, а аповемою — 
радлусъ; поэтому, площадь крула = длиниь овружности, помноженной 
на половину радиуса. 

Назвавъ черезь С длину окружности, черезъ В, — радусь, а 


черезъ 5 — площадь круга, мы будемъ имфть =, но С=2*.В 


(8 128), поэтому $ = Е, В*. Наприм., площадь круга, 


ражусъ котораго равенъ 7 дюймамъ=жВ=3\"/7.7°=3'[1. 49 = 
—154 кв. дюйм. | | 
136. Площадь сектора. Часть круга АОВ (черт. 151), ограни: 


_ ченная дугою А .В И двумя рад1усами Од и ОВ, называется секто- 
_ ромь. Площадь сектора АОВ получается, если умножить длину дум 
Ат.В на радиусь и произведене 'раздълилть пополама. 

а Въ самомъ дзлЬ, если мы радщсами раздЗлимъ кругъ на 3606 
_ частей (число градусовъ въ кругЗ), то вся площадь круга раздфлится 
на 360 секторовъ. Очевидно, что площадь пн такого сектора. 
равна “/зв части площади всего круга, т,-е. т Сл$довательно, если 
_ возьмемъ секторъ АОВ (черт. 151), дуга которато Ав В содержить 


о: _- площаль его будеть въ п разъ больше -— т.-е. будетъ 
В. тВо В Вп 

_ равна 28 = 20 ‘5. Но 55 (5 128) выражаеть длину дуги А„В; 

_ обозначивъ ее черезъ а, получимъ сл$дующее выражене, опредз- 

ляющее площадь сектора: $ =а: = т-е. площадь сектора равна 


о длины ею души на половину радзуса. 





ГЛАВА ХУ, 
_ Теорема Пиеагора и равновелик!я Фигуры. 


137. Теорема Пиеагора. Квадратез, построенный, на, зитотенузь 
прямоуюльнаю треуюльника, равняется сумм квадралтовз, построен- 
ныль на катетахь. 

Открыт! этой теоремы’ приписываетея Пиеагору, греческому философу, 
жившему въ шестомъ вЪЕЗ до Р. Хр. Теорема эта имфетъ многочисленныя до- 
_казательства. Приведемъ здёсь проствишее изъ нихь, указанное въ Геометрун 
Евклида, написанной лВтъ за 300 до Р. Хр. 

Пусть АВС (черт. 152)—прямоугольный треугольникъ, а, АОЕС, 
АНКВ и ВЕГС квадраты, построенные на гипотенуз8 и на катетахъ 





Черт; 151. : _ Черт. 152. 


треугольника; требуется доказать, что первый квадралъ (АДЕС) равенъ 

сумм двухъ послёднихь квадратовь (АНКВ-ЕВЕГС). Опустимъ из 

вершины прямого угла В перпендикуляръ ВР на гипотенузу. Тогда 

квадрать АШЕС разд$лится на`два прямоугольника: АОРЬ и БРЕС. 

_Докажемъ, что прямоугольникь АШЮРЬ равновеликъ квадрату АНКВ, 
: м 5% 
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в прямоугольникъ ЗРЕС равновеликъ квадрату ВЕГО. Проведемъ 
вспомогательныя прямыя ВО и НС. Треугольникь НАС имфетъ_ 
общее основане съ квадратомь АНКВ и высоту СМ, равную высот8 о 
АЗ того же квадрата; треугольникъ этоть равновеликъ половин® квад- 
рата АНКВ (площадь квадрата АНКВ=АН.АВ=АН-СМ; площадь 


треугольника НАС==половин® произведен!я основашя АН на высоту 


СМ = ы —. Треугольникь ОАВ имфеть общее основаше АШ съ. 


прямоугольникомь АЮРБ и высоту ВМ, равную высботф ЗА‘ того же 
‚прямоугольника; этотъ треугольникъ равновеликъ половин® квадрата 
АОРБ. Сравнивая треугольники НАС и РАВ, мы находимъ, что у 
нихъ НА = ВА и АС = АО (какъ стороны квадрата); кромф того, — 
^ НАС= С ВАУ, такъ какъ каждый изъ этихъ угловъ состоить изъ. 
общей части С ВАС и прямого угла НАВ въ А НАС и прямого 
угла РАС въ А ПАВ. | и 

Треугольники НАС и ПАВ, имфюпе соотвЪтственно равныя 
стороны НА и АВ, АС и АЛ и равные углы НАС и РАВ, равны. 
Изъ равенства этихъ треугольниковъ сл$дуеть, что квадрать АНКВ 
и прямоугольникъ АОРЬ равновелики. | 

Проведемъ вспомогательныя лини АГ, и ВЕ и подобнымъ же 
образомъ докажемъ, что квадрать ВЕПО и прямоугольникь РЭСЕ 
равновелики. Отсюда сл$дуеть, что сумма двухъ квадратовь АНКВ и 
ВЕГС равна квадрату АЛЕС, и мы видимъ, что квадрата, построенный 
на зитотенузь прямоуюльнию треурюльника, равняется суммь ква- 
дратовз, построенныхь на катеталь. Теорема Пиватора даетъ намъ 
возможность р$ёшить н®которыя задачи. . 


138. Задача 1. Построить квадратз, равный суммь двуть данных | 
хвадралтовь т и п (черт. 153). Пусть даны квадраты ш и п. Необходимо по- 
строить квадратъ, равновелимй ихъ суммф. | 

Строимъ прямоугольный треугольникъ АВС такъ, чтобы катеты его равня- 
лись соотвзтетвенно сторонамъ (а, Ь) двухь данныхъ квадратовъ (ши п); 





^ 
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Черт. 153 Черт. 154. 


тогда квадрать АПЕС, построенный на гипотенуз®, равенъ, соглаено теоремы 
Писагора, суммь двухъ данныхъ квадратовь ши п, ибо квадраты, построенные ‚ 
на катетахъ, равновелики квадратамь ши п. | 
Задача 2. Построить квадрат, равный разности двухз данныхь 
хвадратовь ти. п. | 
Строимъ прямоугольный треугольникь АВС (черт. 154) такъ, чтобы катетъ 
АВ равналея сторон меньшаго квадрата я, а гипотенуза — сторон® большато 
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квадрата и; тогда квадрату, ноегроенный на другомъ а ВС, равенъ О 


двухъ анныхь ввадратовъ, ибо въ сумм квадраты п и 4 равновелики квадрату №. 


Задача 3. Построить квадрать, вдвое болъийй даннало квадрата. 
Пуеть данъ квадрать АВС (черт. 155). Необходимо построить другой 


_ квадратъ, вдвое больший даннаго. Проводимъ дагональ ВО и на ней строимъ 


квадратъ, ВЕЕР, Изъ теоремы Пивагора мы знаемъ, что онъ равновеликъ сумм? 
квадратовъ, построенныхь на катетахъ прямоугольнао ДЛ `АВО. Такъ какъ 


_ катеты треугольника равны (какъ стороны квадрата), то сумма квадратовъ, 


построенных н& этихъ катетахъ, вдвое больше каждаго ИЗЪ НИХЬЪ, который < 


5$ 





А С 


= Черт. 155. Черт. 156. 


равен квадралу АБВСР. Поэтому и квадратъ ВЕЕП, построенный на гипотенуз» 
ВО, равновеливый сумм этихъ квадратовъ, удовлетворяеть требованию задачи, 

Задача 4. Ностроить квадразиз, вдвое меньший даннаю квадрата. 

Шусть данъ квадрать АВСР (черт. 156). Проводимъ дагонали АС и ВО. 
На половин® магонали ОР строимъ квадрать ОРЕС. Если возьмемъ Л РОС, 
то увидимъ, что квадрать АВСШ, построенный на гипотенузв СП, равновеликъ 
сумм квадратовъ, постровнныхь на катетахъ. ОС и ОР треугольника, изъ 
которыхъ каждый равенъ квадрату ОЛДЕС. Но -если квадрать АВСО равно- 


ей 


_ великъ суммЪ ввадратовъ, построенныхь на катетахъ, Т.-е. двойному квадрату 


ОРЕС, то. очевидно, что ОРЕС есть требуемый квадратъ, т.-е. вдвое меньший 


квадрата АВСР. - 


139. Равновелин!я вы Мы видфли (см. 8 131), что два пря- 


моугольнива равны между собою, т.-е. совмьстимы, если ихъ осно- 
’ вавя и высоты равны. Но могутъ быть два прямоугольника, .которыхъ 


площади одинавовы, но которые несовм$етимы, т.-е. неравны. Приве- 
демь примЪфры, пояесняющие это возможное положеше. Изъ ариеметики 
мы знаемъ, что для измфревя полей употребляется десятёна. 
Десятина бываетъ двухъ родовъ: или въ вид$ прямоугольника, кото- 
раго стороны равны 530 саж. и 80 саж., или въ видЪ прямоуголь- 
ника, котораго стороны равны 40 саж. и 60 саж. Та и другая деся- 
тина содержить 2400 кв. саженъ, т.-е., будучи несовм$стимыми 
фигурами, онф имЗють одинаковыя площади. Точно также, если сто- 
рона квадрата 6 верш., то площадь его равна 6.6—36 кв. верш., 
а если въ прямоугольник основане==У9 верш., а высота=4 верш., 
то его площадь=9. .4—36 кв. верш., т.-е., площадь прямоугольника 
равна лошади квадрата, хотя прямоугольникъь и квадратъ несовм- 
стимыя фигуры. 

_ Такимъ же образомъ, если проведемъ въ прямоугольние$. АВСО` 


(черт. 157) лагональ АС, о а сторону АВ такъ, чтобы 
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ВЕ=АВ, и соединимь прямою точки Е и С, то получимъ треуголь- 
никъ АСЕ, котораго площадь =площади пря- 
в _  моугольника АВСО. Въ самомъ дВлф, площадь. 
прямоугольника АВСГ. состоить изъ 9625 ча- 

стей: А`АОС и А АВС; площадь треуголь- 


м ника АСЕ состоить также изъ двухъ треуголь- 
никовъ АВС и ВСК; но А АСЬ=ААСВ (ибо 

А Ё длагональ дфлить параллелограммъ на два рав- 
В ныхъ треугольника) = А СВЕ (ВС общая сто- 

Черт. 157. рона и АВ=ВЕ по построентю). Сл$довательно, 


площадь прямоугольника АВСО равна площади 
А АСЕ; фигуры же несовместимы. Вообще, 0% фииры, площади 
которых одинаковы, называются равновеликими или равноморными.. 


Повторительные вопросы и отвзьтьы. | у 


1) Что вы скажете о вписанныхь утглахъ, опирзющихея на одну и ту же 
дугу? Они равны. 2) Почему эти углы равны? Потому что всВ они измЗряются 
половиной этой дуги. 3) Чему равенъ вписанный уголь, опирающийся на маметръ? 


Прямому. 4) Почему онъ равевъ прямому? Потому, что этотъь виисанный уголъ 
Ю 


180 
‹измфряетея половиной полуокружности, т.-е. —- == 90°. 5) Как1е бываютъ 


2 
многоугольники ? Вписанные и описанные. 6) Какой многоугольникъ называется _ 
описаннымъ? Тотъ многоутольникъ, стороны котораго служатъ касательными къ 
окружности. 7) Какой многоугольникъ называется вписаннымъ? Тотъ многоуголь- 
никъ, вершины котораго лежать на окружности, а стороны служать хордами. 
8) Можно ли во всяк треугольникъ вписать окружность? Можно. 9) Можно зи 


‘около всякаго треугольника описать окружность? Можно. 10) Какъ называется 


многоугольникъ, если вс его стороны и углы равны между собой? Правильнымъ. 
11) Около всякаго ли многоугольника можно описать окружность? Только окол® 
правильнаго. 12) Что такое центръ правильнаго многоугольника? Центръ круга. 
описаннаго и внисаннаго въ многоугольникъ. 13) Какъ называется радусъ 
описанной около многоугольника окружности? Рад!усомъ правильнаго многоуголь- 
ника. 14) Что такое апоеема? Радусъ вписанной въ многоугольникъ окружности. 
15): Что такое центральный уголъ? Уголь, составленный двумя радусами. 
16) Сколько центральныхь угловъ въ правильномъ многоугольник? Столько, 
сколько еторонъ въ правильномъ многоугольник. 17) Чему равна сторона пра-_ 
вильнаго шестиугольника? Радгусу описанной около него окружности. 18) Чему 
равна сторона квадрата? Д!аметру или двумъ ралусамъ вписанной въ него 
окружности. 19) Чему равно т? п==3,142. 20) Что обозвачаеть <? т обозна- 
чаетъь отношене длины окружности къ д1аметру. 21) Чему равна длина окруж- 
ности? ЭлВ, т.-6. двумъ радусамъ, - помножевнымь на т. 22) Чему равна длина. 





дуги, содержащей т°? о 23) Что значить измфрить площадь? Это значить - 


узнать. сколько въ ней заключается другихъ площадей, принатыхь за единицу. 
24) Чему равна площадь прямоугольника? Произведевю освован!я на высоту. 
95) Что нужно, чтобы опредФлить площадь квадрата? Число, выражающее длину 
вго сторовы, помнежить само на себя. 26) Чему равна площадь параллелограмма? 
Произведеню основан!я на высоту. 27) Как1я фигуры называются равновеликими ? 


„Фигуры, площади кеторыхъ одиваковы. 28) Что вы скажете о параллелограммахъ, 
-имфющихъ одинаковое основав!е и одинаковую высоту? Они равновелики. 29) Чему - 
равна площадь треугольника? Половин® произведен!я его основаня на высоту. 


Задачникъ по геометрии. 


(Прежде, чм» рюииить какую-либо задачу, нужно сдълать а - 
соотеттетвующий условямь данной задачи) *). 


142. ОпредЪлить площадь участка земли, имфющаг  видъ прямоугольника, 


еели извЪфетно, что периметръ его составляеть 38 саж 2 арш., а длина одной _ 


изъ меньшихъ сторонъ этого прямоугольника равна 2 саж. 2 арш. Рэющене. 


Периметромъ называется сумма сторонъ многоугольника `слВдоват., въ нашей _ 


задачЪ периметръ равняется двумъ большимъ сторонамъ прямоугольника, сложен- 


НЫМЪ 6Ъ Е меньшими; но сумма двухъ меньшихъ равняется 2 саж. 2 арш. Х. 
Ж2==5 важ. Т арш., теюда слФдуетъ, что сумма двухь большихь составляетъ_ 


38 саж. 2 арш.—5 саж. 1 арш.=33 важ. 1 арш., а каждая изъ большихъ 
сторонъ=33 саж. 1 арш, * 2=16 саж. 9 арш. Зная большую и меньшую стороны 
прямоугольника, мы можемъ опредфлить его площадь, которая равняется произведе- 
нию основашя на высоту (безразлично, что примемъ за основане и что за высоту— 


меньшую или большую сторону) —слБдоват., илощадь=16 саж. 2 арш.Ж2 саж. а 


2 арш.—50 арш. Х8==400 кв. арш.=44 кв. важ, 4 кв арш. 
‚ 143. Л5съ иифетъ видъ прямоугольника, большая сторона котораго въ два 
раза больше меньшей стороны, занимающей разстояне въ 1 версту 25 саж. 


Найти половину площади, занятой этимъ лфеомъ. Рюьщшене. Половина площади _ 
будетъ имЪть въ длину Половину того, что занимаеть вся площадь, т.-е., по _ 


условю задачи, длина будетъ равняться ширин%, т.-е. 1 вереть 25 саж., сл$доват., 


мы получимъ квадратъ, площадь котораго равняется квадрату его стороны, т.-е.. р 


1 верст 25 важ.Ж525==525 саж. Ж595=275695 кв. важ.=114 десятинамъ 
2025 кв. саж. 

| 144. ОпредЪлить площадь параллелограмма, меньшая сторона котораго равна 
3 арш., а большая=9 арш. и острый уголъ между ними составляетъь 30° Р»ю- 
щенае. Опустимъ изъ точки А перпендику ляръ 


(В) даннаго параллелограмма. Изъ прямоугольнаго 
треугольника САЕ находимъ, что Х САЕ=60°, 





& къ прямой, равень 90° (сумма угловъ тре- 
угольника==180”). Отложимъ въ прямомъ углз 
АЕС уголь АЕЕ равный 60°, тома Д ЕЕВС будеть равенъ 30°. Тре- 
угольвикъ АЕЕ равностороннй, потому что вс углы его равны (Д АКЕ 
также-==60°, потому что вез углы даннаго треугольника должны въ сумм$ рав- 
нятьея 180 о слЪдовательно, 1=—=АК=ЕЕ, но КЕ—СЕ, такъ какъ треуголь- 
никъ КЕС равнобедренный, потому что углы при его основав равны (Д ЕЕС= 


—30°и Д ЕСЕ—=30°). Итакъ, ,=АЕ=СЕ, т.-е. В=1/» АС, но АС, какъ. 


3 арш.. 

меньшая сторона параллелограмма, равна 3 арш., поэтому В= ы —=1{ арм. 

Нашедши №, находимъ площадь нм которая равна произведеню 
площади основания На высоту, т.-е.==9 арш. Х 1$ —13; квадр. арш. 

145. Опредёлить, чему равняются м прямоугольнаго треугольника, 
если извфстно, что площадь его равна 94 кв. арш., & гипотенуза = 10 арм. 
Рэщенде. Поощадь прямоугольнаго треугольника равняется половинЪ произведеня 

ажь 
катетовъ: обозначивъ, одинъ катеть черезъ а, другой черезь 1, имемъ и — 
—24 кв. арш.; значить, произведеше катетовъ=24Ж2==48 кв. арш. Съ дру- 








1) Мы не даемъ чертежей для всЪхъ задачъ, такъ какъ задачи настолько 
хорошо р»шены, что учанеся сами легко сдълають чертежи. : 


В АЕ на основаше СО, который и будетъ высотой 


потому что данный / АСЕ=З0°, уголъ же АЕС, 
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той стороны известно, что квадрать типотенузы равняется суммЪ квадратовъ 


катетовъ — поэтому (10 арш.)?=а?-Н5? или 100=—=а*--”, Итакъ, имЪемъ: 
215—100 и а5=48. Умножимъ 068 части второго равенства на 2, получим 
9а==96; сложимъ послфднее равенство еъ равенствомъ а?--0?==100, получимъ: 


а 2--2а6—=196 или (а )'=196, откуда а--0— У196=14; если же 
‘вычтемъ равенство Зар==96 изъ равенства а?--5°—100; получимъ; а?--5*— 


—9а5==4, или (а—Ъ)=4, или а—6=У4==9. Итакъ, а--=14 и а—6=8. 


_Сложивъ эти равенства, получимъ 2а—=16, откуда а—=8, 5=14—8=6. 


146. Опредълить площадь квадрата, равномзрнаго сумм трехъ квадратовъ, 


стороны которыхь соотв тетвенно равны 4 футамъ, 3 фут, и 5 фут. Рюшене. 
_ Площадь квадрата равна ‘квадрату его стороны-—еслвдовалельно, величина илоща- 


дей везхь трехъ квадратовъ соотвЗтетвенно равна: 44—16 кв. фут., 8ЖЗ= 


_=9 кв. фут. и 5 Ж5==95 кв. фут. Площадь же искомаго квадрата=16 кв. фут.-|- 


--9 кв. фут. 25 кв. фут.==50 кв, фут.=1 кв. важ. 1 кв. кв. фут. 

147. Сумма площадей двухъ квадратовъ=4 кв. фут, & разность ихъ 
площадей —=9 кв. фут. Найти, чему равняются стороны данныхь квадратовъ. 
Ризшенде. Обозначимъ площади ввадратовъ черезъ А и В, имфемь А--В= 
—41 кв. фут, А В==9 кв. фут.; сложивъ эти равенства, получимъ 2ЗА= 


`=5Б0 кв, фут. сабдовательно,, А=2б вв. фут.; если А==25 кв. фут, то В= 


—41 кв. фут.—25 кв. фут.=16 кв. фут. Но площади квадратовъ суть по 
величинЪ квадраты сторонъ, слбдовательно, сторона квадрата А==5 футамъ, 


_ торона же В=4 ф. 


_ 148. Площадь прямоугольника равна 4 кв. саж. 4 кв. арш., высота его | 
на 1 сажень больше основашя. Найти, чему равняютея обноваше и высота. 
Рьшене. Площадь прямоугольника равна произведению основашя на высоту. 
Обозначивь основаше черезъ а, высоту черезь №, имфемь ажН==4 кв. саж. 
4 кв. зрш.=40 кв. арш., но высота на 1 сажень больше основан1я, слБдова- 
тельно, В=а--1 саж.=а--3 арш. Подетавимъ въ первое равенство выфето В ея 
величину (а--3), получимъ: (а--3)а=40 кв. арш., или а7-|-За==40, или а?-- 
—-3а—40==0. Получается квадратное уравнене, откуда находимъ, что а—5 арш., 
слфдовательно, В=5--8==8 арш. 

149. Площадь прямоугольника=48 вв. фут., матональ==10 фут. Чему рав- 
няютея стороны этого прямоугольника. Ршеще. Обозначимъ стороны его черезъ 
аи 6, получимь аЖЬ=48 кв. фут. Длатоваль же образуеть еъ сторонами 
прямоугольный треугольникъ, въ которомъ етороны будутъ катетами, а Магональ— 


_ типотенузой. Извфетно же, что квадратъь дагонали равняется суммЪ квадратовъ 


катетовъ, саФдовательно: а?--5=10—100. Удвоивъ произведене катетовъ, 
получимъ: 2а6=—48\2==96 и сложимъ послфднее равенство съ предыдущимъ: 
а? 2--2ар=100--96 —=196 или (а--5)*=196. Извлекаемъ изъ обЪихъ ча- 
стей нашего равенства квадратный корень, получаемъ: а--==14. Съ другой 


_ стороны, вычитаемъ изъ а2--*=100 удвоенное равенство 2ар==96, получаемъ: 





а? 2—2а6=4 или (а—Ъ)'=4. Извлекаемъ квадратвый корень, имЪемъ: 
а—1==2. Зная сумму сторонъ и ‘ихъ развость, находимъ, что 2а==16 или 
а=—8, тогда 6==14—8==6. и 

150. Д1агонали ромба равны: меньшая—6 футамъ, большая—8 фут. Вычие- 
лить, чему равна паощадь ромба. Рьшене. Большей дагональю ромбъ раздБлитея 
на два равныхь треугольника. Съ другой стороны извЪстно, что дагонали ромба 
перпендикулярные. и дВлятся пополамь—поэтому, мы можемъ принять большую 
матональ за основан!е одного изъ равныхь треугольниковъ, & половину меньшей 
дагонали за его высоту; въ нашей задач основан1е будеть равно 8 фут., а. 


6_ | 8 
высота 5—3 фут. Слвдовалельно, площадь треугольника=—5—, &-площадь ромба 


| (8Ж3)2 
_будеть равняться лвумъ такимь треугольникамтъ, Т.-6.=—5 —==24 БВ. фут. 


`- 


230. 


151. Сторона ромба=3,4 футамъ, прилежаций уголь=45Б”. Опредфлить 
площадь ромба. Риеше. Площадь ромба равна произведено основашя на. 
в о вывоту. Обозвачимъ высоту черезъ #; такъ какъ 

С `основаюе дано=3,4 фут., то площадь ромба== _ 
—8,4ЖВ. Итакъ, чтобы опредфлить площаль, - 
надо найти 1. Изъ точки В опускаемъ перпен- 
дикуляръ, у насъ образуется прямоугольный 
треугольникъ АВК, въ которомь Д ВАК==45°, 

Д ВКА, какъ прямой=90°, слфдовательно 

Х АВК—==45°. Разъ углы при основайи АВ 
равны, то равны и стороны, т.-е. В=АК. Но 

въ прямоугольномъ треугольник квадратъ гипотенузы равенъ вуммЪ квадратовъ 
катетовъ, т.-е, АВ*—?--АК*, или АВ*—=Ь°--В?—2}2, или 3,42==91?, или 
21"—11,56, или В?=5,78. Откуда В=/5,78. Площадь же ромба=3,4 и 5,78. 
152. Сторона ромба=6 футамъ, прилежащ уголь—60°. Опредфлить 
площадь ромба. Ризмеше. Какъ и въ предыдущей задач, площадь ромба=ер. _ 
Если примемъ на предыдущемъ чертеж Х ВАК==60°, т Д АВК=30°; въ _ 
прямомъ угл АКВ отложимь Д АКЕ==60°, тода Д ЕКВ=30° и ЕВ=ЕК _ 
(у треугольника ВКЕ углы при основани равны, каждый по 30°, но ЕК= — 
—АК==АК (такъ какъ треугольникъ АЕК, имфя равные углы, ееть равноето- 
ронн!И). Слёдовалельно, КК=ЕВ=АЕ, т.-е. ЕК, но КК—АК, поэтому 
АК—А., Т.е. АК——8 фут. Изъ прямоугольнаго же треугольника АВК, 
на основани того, что квадратъ гипотенузы равенъ суммЪ квадратовъ калетовъ, | 
имЪемъ: АВ*—В*--АК? или 62=1?- 32, поэтому №2=6°—32—86—9=97 и | 
в=У 27. Площадь же ромба—6 /27, = 
153. Стороны параллелограмма равны 600 саж. и 525 саж., а меньшая _ 
матональ равна 125 саж. ОпредЪлить площадь. Румиене. Допустимъ, что на 
чертеж. задачи 151 имфемъ паралаелограммъ, сторона котораго ВС=600 саж. сторона 
АВ=525 саж. и матональ ВО=125 саж. Опускаемъ высоту №. Изъ прямо- 
угольнаго треугольника АВК имфемъ, что АВ?=2- АК? или Ь2=—5252— 
—АК*, но изъ прямоугольнаго треугольника КВО имфемь, что ВОК», 
такъ какъ К)==АР—АК=—600—АК, то ВЬ:=1?-(600—АК)? или = 
— 125? — (600 — АК)? = 195? — (6002 — 1200АК -РАК?)—1952 —600° + 
--1200АК —АК*. Такъ какъ 1—2, тои 525"—АК*—125— 60021 1200АК— 
—АК*, или 525*—125°-|-600°—1200АК, или 620000=12004АК, откуда АК= 


Е | р) о 
о Теперь находимъ, что в — 5252 — (45) в т. откуда В = = 


8 

Е. р ЕН Площадь параллелограмма = 600% И125 = 5000 3 
И195. Ех | 

154. Найти гипотенузу равнобедреннато прямоугольнаго треугольника, если 
извфетно, что площадь его равна 17,64. Рющшеще. Площадь прямоугольнаго тре-_ 
_ угольника равна половинЪ произведеня его катетовъ, слфдовательно—ироизведе- 
не катетовъ=17,64Ж9—35,28. Такъ какъ данный треугольникъ равнобедренный, 
То катеты его равны, и, обозначивъ одинъ изъ катетовь черезь а, получимъ 
аЖа—=35,28 или а?—=35,28. Но, съ другой стороны, квадратъ гипотенузы равенъ 
сумм квадратовъ катетовъ, т.-е. квадратъ типотенузы=а?--а?=2а2=2Ж35,28=— 
=70,56. Откуда, гипотенуза= У/70,56=8,4. | : 
155. Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, высота котораго 
равна 6 фут., а основан!е—5 фут. Рющенле. Площадь треугольника равна поло 


винз произведеня основанйя на высоту, т.-е. он 15 кв. фут. 
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156. Вычислить площадь треугольника, когда извфетно, что боковая его 


сторона равна 13 фут., а пернездикуляръ, опущенный изъ вершины противо- 
лежащаго угла на эту сторону, равенъ 6 фут. Рющеше. Принявъ боковую 
сторону за основан!е даннаго треугольника, имфемъ, что произведене этого оено- 
‚ваня на высоту, раздьлениое на два, и есть величина площади нашего тре- 


утольника, т.-е. она равна: и ео кв. фут. 


157. Найти площадь равнобедреннаго треугольника, котораго основаше 


‚равно 80, & боковая сторона=41. Рюшене. Опустивъ высоту В, ‚мы раздьлимъ. 


_основан!е на двЪ равныя половины (перпендикуляръ, опущенный изъ вершины 

равнобедреннаго треугольника, дфлить основан!е пополамъ), изъ которыхъ каждая= 

—80:2=—40. Мы получимъ два прямоугольныхь треугольника, въ которыхь 

высота и половина основашя будуть катетами, а боковыя стороны гипотенузами. 

`Такъ какъ квадрать гипотенузы равенъ сумы квадратовъ калетовъ, то 41*= 

—=40°—-В?, откуда 1*=41°—40°=81, и о Площадь же треугольника= 
О —360. 


"158. Боковая. сторона равнобедреннаго о 37, & высота, 
опущенная на основанше —=30,6. Опредвлить площадь даннаго треугольника. 
Рюшеше. Высота раздфлить основаше на дв половины; каждая половина (а) 
входить въ составъ прямоугольнаго треугольника и образуеть его катетъ, высота 
будеть другимъ катетомъ, а боковая сторона гинотенузой. ЁВвадратъ гипотенузы 
равенъ суммЪ квадратовъ катетовъ, т.-е. 44,372=30,62--а?, откуда а?=44,372— 


_—30;6*—=19593,333 или а= У19593,338. Площадь треугольника равнапо ловин$ 
произведен!я основашя на высоту или равна произведенное половины основан! 


на высоту, т.-е. она= /19593,333 . 30,6. 

159. Высота равнобедреннаго треугольника 6, а периметръ==180. Вычислить 
вго площадь. Рюшене. Обозначимъ основан!е черезъ а, боковую сторону черезъ 
6. Периметръ есть сумма сторонъ треугольника, сабловательно: а--25=180, 
‚откуда а=180—9Ъ. Изъ прямоугольнаго треугольника, образованнато высотой, 


половиной основания и боковой стороной, гдЪ высота и половина основашя будутъ 
а 
катетами, & боковая - сторона гипотенузой, имЪемъ: в (5 р Но == 


_ 180—2 
= 0— Подписавъ виЪето = его величину, находимъ, что 6°—2-- 


—-(90—5Ъ)*, или 0—36--8100—1805--1?, или 180.=8136, откуда ф=45,2. 
‘СлЪдовательно, а = 180 — 45,2 Ж 2 == 89,6. ‘Откуда площадь треугольника = 


( 
268,8. 





—-- 
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160. Вычислить площадь равнобедреннаго треугольника, если извфетно, 


что боковая сторона равна 95 дюймамъ, а основан!е, сложенное съ высотой, со- 
ставляетъь число, равное 55 дюйм. Рюшенче. Обозначимь основане черезъ а, 
боковую сторону черезъ 6, высоту черезъ #. Получимъ, опустивъь высоту, два 
прямоугольныхь треугольника, образованныхъ высотой, боковой стороной и поло- 
виной основаня. Такъ какъ квадратъ гипотенузы равенъ суммБ квадратовъ 


катетовъ, то = (5 у-ь ИЛИ 695—(5 у». Съ другой стороны, извЪетно, 


по уеловшю задачи, что а--№==55, откуда находимъ, что а—=55— В. Подетавимъ - 





—0\2 Е ЕЯ 2 
величину @ въ первое равенство, получаемтъ: 625=( —: —) == к т -- 


2. или, умноживши 06% части равенства на 4, В. 8500—3025 —1101-- 
—-52--45°, откуда получаемъ: 58°—1101--525==0. Сокративши уравнене на 


5, имвемъ: в2—291--105=0, откуда В==11== /121—105—=11== У16=11=Е _ 


-=4, и В=15, или В==7. Еели В=1Ь, 10 а=55—15==40, вели В==7, то 
а=55—7=48. Площадь треугольника 
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161. Боковая сторона равнобедреннаго треугольника==5, основане больше 


высоты на 2. Вычиелить„ чему равна площадь. Рющеше. 0бозначивъ основан!е 
черезъ а, боковую сторону черезъ 6, высоту черезъ й, имфемъ: 6=5; а—В==2. 


° Изъ прямоугольнаго треугольника, образованнаго боковой стороной, высотой и. 


ее : лы 
половиной основашя,. имвемъ ав. Подотавимь въ данное равенство 


7: 
вмЪото а равную ему величину В--2, находимъ, что ао а, или 100= 








4-1 1631920 
32-46-4462, или 521 4-—96—0. Откуда находимъ: 6= р ЕЕ 
а ар 
гу 86 —_ : 4. слбдовательно, А Иа т —- 


‚=—=4,8. Но отрицательная величина не подходить для й но условю задачи, 
поэтому #=4. Если В=4, то а=2-—- 4—6. Площадь треугольника —12. 
162. Высота равнобедреннаго треугольника==2,1, разность между боковой 
стороной и основанемъ=1,1. Опредвлить площадь. Рющене. Обозначивъ оенова- 
не черезъ а, боковую сторону черезъ 6, высоту черезь й, имфемъ: №=2,1; 
3 _ 
0—а —1,1. Изъ прямоугольнаго треугольника имфемъ: 62 = (5) —- 5? или 
ть | 

а = (5) 2,1?, откуда находимъ, что За--8,8а—12,8=0, откуда а= 
—_ —=88-У 231.04 _ —8,8-=15,2 — 8.811521 
— ыыы 115 


Площадь равнобедреннаго 


* 
” 


треугольника СА ,12. 


163. Сторона равносторонняго треугольника=5. Опредёлить его площадь. 
Рюшеве. Опуетимъ изъ вершины на основане высоту— получитея прямоуголь- 
ный треугольникъ, образованный высотой, боковой стороной и половиной осно- 
вашя. Въ прямоугольномъ треугольник имфемъ, что квадратъ боковой стороны 
(гипотенузы) равенъ квадрату высоты (катета) | квадратъ половины основаня 


(другого катета). Обозначимъ высоту черезъ й; такъ какъ боковая сторона=5, - 


- 5 2 75 
а половина основаня=—о.› то получимъ: 25—--№; откуда В, или В= 


а РНЕ в 55/3: 25 
— у Е Площадь проугольника-°5 В — 5543 25 УЗ. 


164. Параллельныя стороны трапеши равны 8 и 12, высота-=5. Опредз- 
лить площадь. Рьщене. Площадь трапещи равна произведен ю полусуммы парал- 
лельныхъ сторонъ трапещи на высоту; сл$довательно, площадь данной трапеции 


равна о 5=50. 


:5 
165. Площадь правильнаго пятиугольника= площади описаннаго круга, _ 


8 | 
радусъ котораго равень 6 футамъ. Рюшене. Площадь врутатВ =. 36. 
РЕГ 1 па вх и 
Площадь же пятиугольника——-. 36 8=7° Ев. фут.=7 0-- кв. фут. 


166. Въ вруг$, радусъ котораго равенъ 4 фут., имфемъ секторъ, дуга 
котораго—60°. Опредфлить площадь сектора. Ришене. Если длина дуги=60°, 
то она составляеть ‘в окружноети (въ окружности 360°); такъ какъ длина 


окружности==2тВ, то длина дуги сетора АЕ, но В—4 фут., поэтому дуга 
22.4 88 | | 

и фут. Площадь же сектора равна произведен длины его 

дуги на половину радГуса, слвдовательно— 99 : о Е В вв. фут, 
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АНЯ ГР ТАТА ЧИТ 


Приложене къ 10-му вып. „Гимназя на Дому“ 


ооо Ф 


_. Черчент!е. 


Ре ДеОТРО ВЕ; 


’Настоящй курсь техническаго черченая имЪетъ цфлью 
подготовить учащагося къ требованямъ, предъявляемымъ 
ему, въ смыслЪ техники, отдЪломъ чисто геометрическаго 
черчен!я. Эти требован!я заключаются, главнымъ обра- 
зомъ, въ слБдующемъ: 1) въ умЪн!и владфть чертежными 
инструментами настолько, чтобы безъ труда дать наи- 
большую почность исполнения, 2) въ умЬши, съ наимень- 
шей затратой времени, графически представить рьшеше 
задачи, 3) въ чистоть и тщательности исполненяя и, 
наконецъ, въ 4) въ знанёи тЪхъ основныхъ построений, 
изъ которыхъ, какъ изъ отдЬльныхъ элементовъ,, - состав- 
ляется рьшен!е любой сложной задачи построен!емъ.. 


Указанныя въ первыхъ 3-хъ пунктахъ требован!я вы- 
полняются, исключительно, путемъ опыта, навыка, а, зна- 
читъ, при услови боле или менЪе долгихъ упражнений. 
Но для этой цфли нЬтъ необходимости пользоваться р%- 
_шенями геометрическихъь задачъ. Легкость, ‘точность и 
изящество выполнешя являются результатомъ упражнен!й 
въ такомъ черчен!и, которое можно было бы назвать арти- 
текттурой чисто геометрическаго черченя. Поэтому 
большая часть настоящаго курса отведена способамъ и 
характеру вычерчиван!я различныхъ геометрическихъ фи- 
гуръ,—плоскихъ и выпуклыхъ, прямо и криволинейныхъ 
и выполненю тфхъ изящныхь рисунковъ, которое осуще- 
_ствляется геометрическими построен!ями. И только по- 
слЪдняя часть курса посвящена ознакомлен!ю съ простфй- 
шими задачами на построеще, о которыхъ упомянуто уже 


ВЪ п. 4, 


Чертенные инструменты. 


$ 1. НаиболЪе употребительными чертежными инструментами 
являются: линейка, треугольникъ, циркуль, рейсфедеръ и транспор- 
тиръ. Линейка и треугольникъ служатъ для проведен!я только пря- 
мыхъ линш, причемъ различными сочетанями положен обоихъ 
можно достигнуть желаемаго взаимнаго расположен1я линй, на чемъ 
‘впослфдств!и остановимся подробн$е. Надо еще сказать, что, въ смыслЪ 
удобства и выгоды, обыкновенной линейкЪ слфдуетъ предпочесть такъ 
‘называемый винкель или рейсшину, въ особенности, при бол$е значи- 
тельныхъ размфрахъ и при большей сложности чертежа. Винкель отли- 
чается отъ обыкновенной линейки только т%мъ, что на одномъ изъ концовъ 
ея привинчена къ ней, поперекъ, боле толстая и короткая линейка, 
такъ что винкель иметъ видъ неполнаго креста. Въ дальнфйшемь 
мы будемъ пользоваться имъ при различныхъ построен!яхъ, и тогда 
работа съ нимъ станетъ ясной. При черчен!и необходимо всегда 
имфть при себЪ не мене двухъ треугольниковъ. Одинъ изъ НИхЪ 
должень имЪфть дв равныя стороны, между которыми заключенъ 
уголъ въ 90 градусовъ; каждый изъ двухъ остальныхъ угловъ ра- 
венъ 45°, какъ видно на чертежЪ 1, гдЪ равныя стороны обозначены 
буквами а. Въ другомъ треугольник одинъ изъ 
угловъ == 90°, другой = 60% и трет!й = 300 (Чер. 2). 
Ясно, что треугольникъь можеть замфнять обык- 
новенную линейку. 

Циркуль бываетъ изм$рительный и круговой, 
хотя одинъ изъ нихь можетъ замЪфнять другой. 
Обычно измфрительный циркуль представляетъ 
собою соединене двухъ -металлическихъ стерженьковъ, оканчиваю- 
щихся игольчатыми остр!ями и вращающихся при помощи шарнира 
(А) одинъ относительно другого (чер. 3). Оба стерженька имЪютъ 





Черт. 1. 


и 


8 





Черт. 2, Черт. 3. Черт. 4. 


совершенно одинаковую длину. Такой циркуль служитъ только для 
откладыван!я лин опредфленной длины, для измфрен!я длины линии. 
Пусть имземъ линшю АВ (чер. 4), которую надо изм$рить. Ставлю 
одно остр!е (ножку) циркуля въ точку А, раздвигаю циркуль до тъхъ .й 
поръ, пока другая ножка не станетъ въ точку В. Приложивъ теперь - 

остр!я раствореннаго циркуля къ масштабу, мы на немъ прочтемь, 
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сколько единицъ длины заключается въ только что измёренной лин!и 
АВ. Въ круговомъ циркулЪ одна изъ ножекъ не цфльная, а состав- 
ная изъ двухъ частей: въ гнфздо одной изъ нихь входитъ шипокъ 
другой части и удерживается въ этомъ положен!и боковымъ винти- 
-комъ. Если нужно этимъ циркулемъ провести окружность или дугу 
(для этой цфли онъ и назначенъ), то, отвинтивъ и вынувъ изъ 
гнЪзда часть ножки, ставимъ на ея мЪсто другой стерженекъ, несу- 
щй на концЪ своемъ карандашь или другой пишунИй приборъ. 
Поставивъ ножку съ остр!емъ въ выбранную точку о (чер. 5), раз- 
двигаемъ половинки циркуля, насколько нужно, и, удерживая острие 
_ въ о, другой ножкой (несущей карандашьъ) водимъ по бумагЪ. Ка- 
рандашъь опишетъь линю ааа, называемую, какъ извЪстно, окруж- 
ностью. Понятно, что этотъ круговой циркуль можетъ служить и из- 
мЪрительнымъ. 

Пишущ!й приборъ, или рейсфедеръ, бываеть прямой—для вы: 
черчиван!я прямыхъ лиш й (чер. 5а) и круговой— для > 
кривыхъ или круговыхь лишй. УмЪн!е работать рейс- 
федеромъ является однимъ изъ важнфйшихь условй 
правильности исполнен!я и чистоты работы. Поэтому @ ® 
считаемъ необходимымъ тутъ же указать на пр!емы, 
болЪе или мен$е обезпечивающе успьшность упра- 
влен!я рейсфедеромъ. 

Правильное положен!е рейсфедера— вертикальное, 
такъ, чтобы губы его касались бумаги не бокомъ, а 
передними краями (чер. 5а); всякое иное положене 
рейсфедера опасно въ рукахъ малоопытнаго: неизбЪжны- будутъ не- 
равном$рности въ толщинЪ одной и той же линии; возможно, что, 
при боковомъ положени рейсфедера, тушь изъ него потечетъ на 
бумагу у самыхъ краевъ линейки, вдоль которой рейсфедеръ дви- 
‚ жется. Наполнять его тушью лучше чаще и малыми количествами; 
слишкомъ полный рейсфедеръ очень часто даетъ неясно очерченную _ 
лин!ю, не говоря уже о возможности стекан!я туши на бумагу. Разъ 
начавъ выводить рейсфедеромъ линю, ни въ ноемъ случаъ не оста- 
навливаться до конца, не водить по той же лин!и вторично изъ же- 
лан!я исправить шероховатости. Оба эти правила можетъ игнориро- 
вать только уже очень опытный, имЪюший качка: 
большой навыкъ, чертежникъ. Передъ тмъ, Е 
какъ начинать выводить рейсфедеромъ линю, 
его сл$дуетъ „пробовать“, т. е., гдЪ либо въ 
сторонЪ сдфлать нфсколько пробныхъ штри- 
ховъ, чтобы убЪдиться, что рейсфедеръ „бе- 
ретъ“ (даетъ линю). Если онъ не „беретъ“— 
слфдуеть его прочистить тонкой замшей, пред: 
варительно раздвинувъ губки рейсфедера. Въ 
тфхьъ случаяхъ, когда необходимо, въ течене нфкотораго времени, не 
измфнять толщины даваемой рейсфедеромъ лин!й, дяя чистки его 
рекомендуемъ вотъ что: остремъ тоненькой иголки провести по 
‚ верхней части щели рейсфедера, снявъ, такимъ образомъ, легюй 
слой ссохшейся туши, посл чего онъ опять работаеть исправно. 
НеслЪдуетъ сильно нажимать на рейсфедеръ, а давать ему свободно дви- 
гаться; собственный вЪсъ его почти достаточенъ для выведен!я лин 
По окончан!и работы рейсфедеръ долженъ быть тщательно прочи: 
щенъ влажной, а затфмъ сухой мягкой замшей. . У. 

Транспортиръ служитъ для измЪрен!я и откладыван!я угловъ. 
Онъ представляетъ изъ себя полукругь АДВ, раздфленный но окру- 


в 


Черт. 5. 
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жности на 180 дЪлен!й—градусовъ (чер. 6). Полукругъ опирается на 
линейку а, составляющую съ нимъ одно ц$лое. На линейкЪ, въ центръ 
полукруга С, имфется черта или отверсте. Способъ употреблен1я его 
будетъ объясненъ ниже. 
$ 2. Этимъ мы и ограничимся въ описан чертежныхъ прибо- 
говъ. Скажемъ теперь вкратцЪ о другихъ чертежныхъ принадле- 
жностяхъ, къ которымъ отне- 
семъ: бумагу, тушь, резины 
‚и чертежную доску. Бумагу 
предпочтительн$е брать не съ 
глянцемъ, а шероховатую, 6$- 
лую (Ватманскую или Алек- 
сандр!йскую). Она болЪе под- 
дается чисткЪ и скобленю, 
нежели глянцевитая. Тушь со- 
вЪтуемъ покупать уже разве- 
денную, въ бутылочкахъ, а не 
палочками, такъ какъ расти- 
ран!е палочки въ водф сопряжено со многими неудобствами. Изъ 
разныхъ виловъ резинъ слфдуетъ имЪть, по крайней мЪрЪ, одну 
мягкую, для стиран!я ‘карандаша и чистки листа отъ грязи, и одну 
ь ее твердую, для стиран!я туши. 
_ Большое удобство для ‘рабо- 
ты представляетъ чертежная 
доска. Мы уже говорили выше 
о винкелЪ. И вотъ, именно, 
при черчен!и на доскЪ вин- 
кель незамфнимъ. Доска А 
прямоугольная, съ гладко 
оструганными краями (чер. 7). 
ЕЕ Винкель В своей головкой С 
Вере Я приставляется къ краю доски 
и по этому краю передви- 
гается. Передвигая винкель, мы можемъ провести цфлый рядъ лиШй 
на бумагЪ, прикрфпленной къ доскф кнопками, размфщенными по 
угламъ листа. Ясно, что всЪ эти лини будутъ горизонтальны и, зна- 
ВЕ читъ, одного направлен!я. 
Если листъ бумаги правиль- 
ной прямоугольной формы, 
которой мы изм$Ънять послЪ 
окончан!я работы не хотимъ 
или не можемъ, то для ра- 
’ боты сл$дуетъ закрфпить его 
на доскЪ въ такомъ положе- 
ни, чтобы край листа со- 
впадалъ съ краемъ подведен- 
наго къ нему винкеля. Тогда 
| вс лини, проведенныя при 
посредствЪ винкеля на доскЪ, будутъ параллельны краю листа бумаги; а 
это, конечно, необходимо для цфльности впечатлн!я, производимаго чер- 
тежомъ (чер. 8). М—винкель; М— доска; А—листь; с, 4,— проведен- 
ныя лини; а, а кнопки. 
$ 3. Нами уже былъ указанъ способъ закрфпленя листа 
на чертежной доскЪ при помощи кнопокъ. Но способъ этотъ неудо- 
бенъ въ томъ отношении, что кнопки часто мЬшаютъ свободному пе- 





Черт. 6. 








Черт, 8. 
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редвижен!ю треугольника и линейки по бумагЪ. Поэтому, мы ужажемъ 
и на другой, боле совершенный способъ, состояний въ наклеиван!и 
листа на доску. Эта наклейка производится такъ: листъ загибается 
со всфхъ сторонъ на -11[2—2 сантиметра; та сторона, которая будетъ 
на доск®, предварительно смачивается водою при помощи губки; ото- 
гнутые края намазываются клейстеромъ, 
такъ наз., губнымъ клеемъ, и, располо- 
живЪъ листъ на доскЪ намоченной сто- 
роной внизъ, отгибаютъ обратно нама- ” 
занные края и чистой тряпкой прово- 
дятъ по нимъ, прижимая ихъ къ доскъ. 
Когда края плотно пристали уже къ 
‘доск®, опять мокрой губкой проводятъ 
нЪсколько разъ по всему листу. ЗатЪмъ 
_оставляютъ доску въ горизонтальномъ 
положен!и, пока листъ не высохнетъ, 
на что требуется 2—3 часа. ПослЪ просушки листъ самъ натя- 
гивается и плотно прилегаетъ уже къ доскЪ. По окоччан!и ра- 
боты листъ срЪзываютъ по линямъ, проведеннымъ нфсколько далЪе 
{милим. на 2--3) отъ той лин!и, по которой были загнуты края листа. 
Обращаемъ вниман!е на то, что срЪзать листъ надо въ такой послЪ- 
довательности: разрЪзавъ одну сторону—вслфдъ за нею дФлать раз- 
рфзъ противоположной стороны, а не прилегающей съ боку. Иначе 
листъ во время ръзки. можеть лопнуть по середин или отъ в 
къ серединЪ.. 






| [я 


Черт. 9. 





Черт. 10; Черт. 11. 


$ 4. Перейдемъ теперь къ указан!ямъ, касающимся способовъ 
проведен!я ливй въ различныхъ положен!яхъ при помощи винкеля 
и треугольниковъ. | 


- 


1. Лин!о ведите всегда селфва направо. 


2. Винкель накладывайте на доску такъ, чтобы его поперечина 
скользила по лЪвому краю доски, если проводите лин!и горизоенталь- 
ныя; или по нижнему краю доски, —если проводите лини вертикаль- 
ныя; ясно, что вс горизонтальныя лини, проведенныя при помощи 
винкеля, движущагося по краю доски, будутъ параллельны. 


° 3. Если, проведя прямую горизонтальную, желаемъ провести къ 
ней перпендикулярную лин!ю, то или. приставляемъ къ винкелю тре- 
угольникъ одной его стороной (катетомъ) и проводимъ вдоль другой 
стороны линю, которая и будетъ перпендикулярна къ первой лини 
{см. чер. 9), или же приставляемъ винкель головкой къ нижнему 
_ краю доски и проводимъ линю (чер, 10). Второй способъ менЪе пра- 

виленъ, На чер, 9 и 10 М—винкель, № —треугольникъ, пунктирныя 
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пинН!и АВ—горизонтальныя, СР-——вертикальныя, слдовательно. пер- 


пендикулярныя къ первымъ. 
4. На чертежахь 10—14-мъ показано, какъ, при помощи вин- 


келя и треугольника, а также при помощи двухъ треугольниковъ 


провести линйи, другъ другу параллельныя, или другъ къ другу пер- 
пендикулярныя. | | 

а) Если дана прямая СР (чер. 11) и требуется черезъ точку С1 
провести прямую, параллельную СО, то поступаемъ такъ: придви- 
гаемъ винкель М, кь прямой АВ, какъ показано на фигурЪ, и, при- 
ставивъ треугольникъ М къ винкелю, подводимъ его къ прямой СО 





Черт. 12. | Черт. 13. 


до совпаденя съ нею края треугольника; затЪмъ передвигаемъ по 
винкелю треугольникъ вправо, пока край его не совпадетъ съ точ» 
кой С1, и проводимъ линю С! П!1; она будетъ параллельна СР. 


6) Пусть дана прямая АВ (чер. 12) и требуется провести рядъ 
прямыхъ, параллельныхъ ей. Приставляемъ треугольникь М краемъ. 


`къ прямой АВ. ЗатЪмъ, какъ показано на чертежЪ, приставляемъ 


треугольникь М къ треугольнику М, послЪ чего передвигаемъ 
М по М; насколько это требуется въ каждомъ данномъ случаЪ. Въ 
нашемъ случаЪ треугольникъ М переведенъь изъ положен!я (1) сна- 
чала въ положене (2), затЪмь въ положен!я (3) и (4), и каждый 
разъ проведены прямыя СО, ЕЁ и КГ, которыя будутъ параллельны АВ. 
Какъ видимъ, въ положении (3) тре- 
угольникъ М уже боле, чЬмъ наполо- 
вину сошелъь съ треугольника М. По- 
этому, не измфняя положен!я М, пере- 
двигаемъ треугольникъ М изъ положе- 
ня [ въ положене ПЦ, послЪ чего опять 
можемъ передвигать верхнй треуголь- 
\ никъ по нижнему и черезъ извЪстные 
„промежутки проводить лин!и вдоль края 
верхняго треугольника и т. д. ит. д. 
Черт. 14. | с) Черезъ точку М надо провести 
. | прямую, параллельную АВ (чер. 13). 
Приставляемъ треугольникь Е кь прямой АВ`и къ треугольнику 
Е приставляемъ треугольникь Е. ЗатЪмъ передвигаемь Е по Ру 
пока край треугольника Е не придетъ на точку М. Проводимъ те- 





‘перь прямую черезъ М вдоль края треугольника Е. Проведенная пря- 


мая СО параллельна АВ. 


4) Черезъ точку С на прямой АВ провести къ ней перпенди- 
куляръ (чер: 14). 

Приставляемъ треугольникъ Е къ АВ, а къ треугольнику Е при- 
ставляемъ треугольникъ Е, какъ показано на чертежЪ. Передвигаемъ 


и . 


по треугольнику Е треугольникъ Е изъ положен!я ! въ положеше П, 
т. е., пока его край не совпадетъ съ точкой С. 'ЗатЪмъ проводимъ 
вдоль края черезъ С прямую ПГ. Она будетъ перпендикулярна АВ. 
ПРИМЪЧАН1!Е. Приставляя треугольникъ его краемъ къ данной ли- 
ни, необходимо тщательно слФдить за тЪмъ, чтобы этотъ край съ возмож- 
ной точностью совпалъ съ лишей, нигдЪ не отставая отъ нея; небрежность 
ВЪ этомъ случаЪ ведетъ къ тому, что проведенныя указанными способами 
лин!и не будутъ строго параллельны или перпендикулярны. Также необхо- 
димо внимательно слЪдить за тЪмъ, чтобы нижн!Ш треугольникъ во 
время передвиган!я по немъ верхняго не сдвигался съ мЪста. Полезно по- 
этому произвести слфдующую пов$рку параллельности проведенныхъ линйй. 
Проведя черезъ точку М (чер. ы лин!ю СО, ведемъ треугольникъ Е обратно 
изъ положешя П въ пеложен!е Если его край опять точно совпадетъ 

съ АВ, значитъ, СО, дйствительно, параллельна АВ. 


$ 5. Укажемъ еще на одинъ, часто употребляемый чертежный 
приборъ, называемый шаблономъ, или лекалой; онъ изображенъ на 
чертежЪ 15 въ одномъ изъ многочисленныхъ видовъ. Какъ видно изъ 
черт., онъ пред- 
ставляеть собою В 
фигуру, очерчен- | 2 
ную кривыми раз- 
личнаго направле- 
ня и вида; ааа— 
часть спиральной 
кривой, Би с—ду- 
ги окружностей, 
9—почти прямая’, 
и т. д., шт-—кри- 
волинейный вы- 
рфзь въ лекалф. 
Работалекалой до- Черт. 15. 
вольно трудна и 
заключается въ проведен!и при ея помощи какихъ либо н$%сколько 
разъ мьняющихъ свое направлен!е кривыхъ лин. Пусть надо соеди- 
нить точки А, В, С, О, Еи Е плавной кривой лишей. Сначала, ка- 
рандашемъ отъ руки соединяемъ эти точки болЪе или менЪе прилич- 
наго вида кривой лишей. Затфмъ приставляемъ лекалу подходящей 
частью ея очертан!й къ точкамъ А, В, С... такъ, чтобы край ле- 








Черт. 16.`. Черт. 17. 


калы совпалъ съ возможно большимъ числомъ точекъ и съ частью 
ранфе проведенной карандашной лини. Проводимъ по краю лекалы 
уже ясно очерченную линю хотя бы до точки т. ДалЪе, приставляемъ 
_ лекалу другой педходящей частью къ оставшейся части лин!и и вновь 

проводимъ по ней ясно очерченную лин!ю; но такъ, чтобы переходъ 
отъ первой вычерченной части ко второй былъ возможно плавнЪфе, 


безь переломовъ. Итакъ продолжаемъ „примЪфриваться“ лекалой къ 
кривой АВСРЕЕ, пока она вся не будетъ вычерчена. 

Надо замЪфтить, что къ услугамъ лекалъ прибЪгаютъ въ тЪхъ 
случаяхъ, когда вычерчиван!е кривой лин!и отъ руки или круговымъ 
рейсфедеромъ очень затруднительно. 

$ 6. Способъ чистки чертежныхъь инструментовъ и бумаги. 
Чертежные инструменты, въ особенности, циркуль, рейсфедеръ и 
_дру!е металличесыя части чертежныхь принадлежностей, быстро 

портятся отъ влажности прикасаю- 
щихся къ нимъ рукъ, отъ пыли и 
ссыхающейся туши. Поэтому ихъ 
слЪдуетъ аккуратно и тщательно 
вычищать сейчасъ же послЪ работы. 
Для чистки рейсфедеровъ и цирку- 
лей лучше всего употреблять мяг- 
кую замшу, а, за неимфшемъ тако- 
вой, мягкое гладкое сукно. По окон- 
чан!и работы, рейсфедеръ. лучше 
всего развинтить и, прополоснувъ 
въ вод винтикъ и остовъ рейс- 
федера (его кромки), обтереть совершенно насухо винтикъ, дабы отъ 
остав:иейся сырости онъ не ржав$лъ, а затЬмъ, сложивъ замшу 
вдвое или втрое, такъ, чтобы она плотно вошла между лопастей рейс- 
федера, раза три четыре вести заткнутой замшей между лопастями 
взадъ и впередъ, по направлен!ю къ пишущему концу и обратно, ста- 
раясь, однако, не выводить замши за конецъ, дабы, при обратномъ 
пвижен!и замши, она не задЪла пишущихь кромокъ. Если на замшЪ 
не останется слЪдовъ ни туши, ни влажности, значитъ, рейсфедеръ 
чистъ и сухь; въ противномъ случаЪ, операщю повторяютъ еще разъ, 
воткнувъ въ рейсфедеръ другой сухой уголъ замши. ПослЪ чистки, 
винтикъ вновь вводится на его мфсто, причемъ не слЪдуетъ слиш- 
комъ плотно сдвигать винтикомъ об лопасти рейсфедера: онЪ во 
всякомъ случаЪ не должны касаться другъ друга. Для чистки цир- 
куля раздвигаемъ его ножки и каждую въ отдЪльности тщательно 
вытираемъ замшей, пока на нихъ не появится свойственный металлу 
блескъ. Слфдуеть избЪгать чистки циркуля 60 сложенными ножками; 
ы такая чистка разстраиваетъ соединеше но- 























Черт. 18. 


иена жекъ въ верхнемъ шарниръЪ. 
ШЕИ Треугольники и рейсшину можно чи- 
и  стить, конечно, просто тряпкой; однако та- 
`--———---—--—- кая чистка не вполнЪ надежна. СовЪтуемъ 
ЧЕ 19. ‘чистить ихъ черствой булкой (не слишкомъ 


твердой); кускомъ такой булки просто вы- 
‚-тирать хорошенько обЪ стороны треугольника или рейсшины, мЪняя 
куски до тъхь поръ, нока на булкф не окажется боле грязныхъ 
налетовъ. 


Для чистки листа, если чертежи выполнены въ туши, употреб- 
ляются различные сорта резинъ, изъ которыхъ рекомендуемъ или 
патентованную ‘резину фирмы  „Треугольникъ“, или резину 
„Слонъ“. Если листъ выполненъ въ каранлашЪ, то для чистки его 
лучше всего употреблять крупчатую муку: разсыпавъ ее тонкимъ 
слоемъ по листу, растирать ее совершенно сухой и чистой ладонью. 
Этотъ способъ примфнимъ- только тогда, когда чертежьъ выполненъ 
карандашемъ болфе твердымъ, не мягче „ЗН Ков-1-Ноог“, или „ЗН 
Сазе!“. Если чертежъ выполненъ карандашемъ „Н“ или „НВ“, то, 


по окончан!и работы, никакая чистка не возможна; карандашъ.раз- 
мажется по бумаг; въ этомъ случаЪ совфтуемъ слфдующее: тща- 
тельно вычистивъ небольшое м$сто на бумагЪ, заполнить его частью 
чертежа, которая на этомъ пространствЪ ум$стится, затЪмъ, прикрывъ 
эту готовую часть чистой ‘прозрачной, восковой бумагой (калькой), 
расчистить слЪъдующШ участокъ листа и заполнить его слЪдующими 
построен!ями и т. д. 

„Мы довольно подробно остановились на подготовительныхь свЪ- 
дъшяхъь о чертежныхь принадлежностяхъ 
и способахъ работы ими, считая эти св$- 
ДЪН!я азбукой не только техническаго, но 
и чисто геометрическаго черчен!я; мы да- 
леко не исчерпали всего, что можно было 
бы сказать о различныхь пр!емахъ и спо- 
собахъ наилучшаго владфн!я техникой чер- 
чен!я, и, все таки, считаемъ сказанное до- 
статочнымъ для начинающихъ, ибо, съ те- 
ченемъ времени, каждый, кто много зани- 
мается черчен!емъ, уже самъ вырабаты- 
ваетъ себЪ свою особую, ему свойственную технику черчен!я, часто 
пренебрегающую указанными здЪсь пр!емами. Но для начинающихъ 
эти указанныя правила и пр!емы не только достаточны, но и, прежде 
всего, безусловно необходимы, какъ руководство. 

Теперь переходимъ къ первоначальнымъ упраж- 
нен1ямъ въ работЪ рейсфедеромъ. 


$ 7. Упражнене № 1 (чер. 16). 


Начертите рамку, имЪющую въ длину 15 сан 
тиметровъ (см.) и въ‘ ширину 9 см. Отъ каждо; 
изъ сторонъ этой рамки отложите внутрь по !/> см 
и черезъ отмЪченныя точки проведите лини, со- 
отвЪтственно параллельныя сторонамъ рамки. По- 
пучите внутреннюю рамку. ВнЪшняя должна быть 
исполнена въ туши, внутренняя въ карандашЪ, чар 
такъ какъ по окончан!и всей работы ея боковыя | 
стороны должны быть стерты резиной (На чертежЪ ихъ и нЪтъ). ДалЪе: 
возьмите въ циркуль 5 милимметровъ (мм.)—говорять еще иначе, 
„дайте циркулю растворен!е, равное 5 мм.“,—и отъ лфваго или пра- 
ваго верхняго угла карандашной (внутренней) рамки этимъ цирку- 
лемъ откладывайте, внизъ по боковой сторонф рамки эти взятыя въ 
циркуль 5-ти милимметровыя части, которыхъ уложится, какъ ясно 
изъ расчета, всего 16. (8 см.—80 мм.; 80 мм. : | 





Черт. 20. 





:5 мм.—=16). Самое откладываше, или, вЪрнЪе, : 

для даннаго случая, дЪленйе боковой стороны В 

рамки на 16 равныхъ частей, дфлайте такь & р 

поставивъ ножку циркуля въ исходную, началь о 
ную точку, остр!е другой ножки ставьте на ле -5  -- 

ню и слегка на нее нажмите; не снимая цир- Черт. 22. 


куля, держа его за головку, поверните его во- 

кругь этой упомянутой другой ножки, пока остр!е первой ножки 
не придеть на ту же линю и, опять таки, слегка нажмите 
на нее; поворачивайте циркуль вокругъ нея, чтобы привести на 
линНю опять вторую ножку и т. д. до конца лини. Отъ остревъ 
циркуля останутся легк!е слЪфды, которые слЪдуетъ обвести каранда- 
шемъ. Это будутъ точни дфленя. Удалите съ чертежной доски всЪ 
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посторонн!е приборы, кромЪ рейсшины. Наполните рейсфедеръ тушью. 
Развинтите губки рейсфедера настолько, чтобы онъ далъ толщину 
въ | мм. (приблизительно). Приставьте рейсшину къ верхней сто- 
ронф карандашной рамки и проведите рейсфедеромъ линю отъ лЪвой 
до правой боковой стороны той же рамки. ЗатЪмъ поверните винтикъ 
рейсфедера, чтобы немного сдвинуть его губки; сл$дующая лин!я, ко- 
торую дастъ рейсфедеръ, конечно, будетъ тоньше, хотяи не очень за- 
мЪътно. Приставивъ рейсшину къ первой точкь дълен!я, проведите 
вторую линю, какъ и первую. Опять настолько же поверните-винтикъ 
ренседера и черезъ вторую точку дЪлен!1я проведите слЪдующую ли- 
ню. Такимъ образомъ, лин!и будутъ получаться все 
тоньше и тоньше, по мрЪ пбриближен!я.къ нижней 
сторон рамки; ясно, что послЪдняя линйя должна. 
уже быть возможно болЪе тонкой. Поворачиван!е 
винтика производите такъ же, какъ это дЪлается 
при заводЪ карманныхь часовъь головкою ихъ. Чер- 
тежъ ‘исполнить такъ же тщательно, какъ указано 
на образцЪ. 





Черт. 23. ПРИМЪЧАНГ!Е. Если рейсшины въ распоряжени 

| нфтъ, или если чертежъ исполняется не на чертежной 
доскЪ, а, значитъ,. работа рейсшиной исключена, то, въ этомъ случаЪ, надо 
и на второй, правой сторонЪ карандашной рамки намфтить столько же то- 
чекъ дЪлен!я. какъ и на первой (лЪвой) и соотвЪтственныя точки дЪлен!я 
соединять линиями по вышеуказанному. При этой работЪ, конечно, доста- 
точна обыкновенная линейка или треугольникъ. 


Упражнене № 2 (чер. 17). 


Предыдущее упражнен!е исполните въ обратномъ порядкЪ. На- 
чертивъ, по вышеуказанному, внфшнюю и внутреннюю рамки, начните 
вычерчивать самыми тонкими лин!ями и, развинчивая передъ каждой 
новой линей рейсфедеръ такъ же, какъ раньше производили завин- 


# 





| 


Черт. 24. рес Черт. 25. 


чиван!е его, вычерчивайте все боле утолщающ!яся лини. Послдняя 
лин!я должна, по возможности, получаться такой же толщины, какъ 
первая лин!я въ предыдущемъ упражнеши. Размъръ рамокъ —прежний. 


Упражнене 3 (чер. 18). 


По предыдущему вычертите обЪ рамки въ томъ же размЪръ. 
РаздЪлите боковую рамку на столько же частей (16). Этотъ чертежъ 
предетавляетъ собою соединен!е 16-го и 17-го чер. въ одинъ. Работа 
попжна быть исполнена такъ: первыя 8 лин! представяяютъ посте- 
ленный переходъ отъ толстой къ тонкой лини. 9-ая линя—самая 
тонкая. Отъ нея внизъ происходитъ постепенный переходъ отъ самой 


.- 


те 





\ 


тонкой къ толстой (послдней лин!и). Ясно, что при тщательной ра- 
ботЪь переходъ отъ верхней лини къ средней и отъ средней къ 
нижней должны быть настолько одинаковы, чтобы глазъ не могъ уло- 
вить нигдЪ неожиданно болфе толстой или болЪе ‘тонкой, чфмъ это 
сл$дуетъ, лини. Верхняя и нижняя лини должны быть совершенно 
одинаковой толщины. 


5 8. Пунктирныя лини. 
Пунктирныя пин!и бываютъ весьма разнообразнаго вида. ОнЪ 


‚ вводятся въ чертежъ, большею частью, для указан!1я вспомогательныхъ 


жа, представляющая совокупность 


_няется сплошными ливями, а та 


показаны различные виды пунктир-- 


_штрихъ—двЪ точки—штрихъ; 1) й 


пр1емовъ рЪшен!я задачи. Въ этомъ 
случаЪ, основная часть черте- 


вс$хъ непосредственно къ зада- 
ню относящихся лин, выпол- 


часть, которая заключаетъ въ себЪ 
вспомогательныя построен!я, вы- А 
полняется пунктирными лин!ями. ° 
Надо тутъ же запомнить, что всЪ 
лиНи, относящляся КЪ одному и 
тому же вспомогательному по- 
строеню, выполняются пунктиромъ 
одного и того же вида. Начер. 19 





ныхъ лин: а) лин!я, составлен- \0 
ная изъ штриховъ одинаковой Черт. 26+ 
длины, Б) лин!я изъ короткихъ 7 


штриховъ, с) точечный пунктиръ; точки одной толщины должны быть, 
по возможности, расположены на совершенно одинаковомъ разстоян!и 
другъ отъ друга. Изъ этихъ трехъ основныхъ пунктировъ составля- 
ются различнЪйния комбинащи | 


для другихъ пунктирныхъ лин, у 
показанныхъ на томъ же чер. 19. неа а 
9) штрихъ-—точка— штрихъ, или, ба — х. 


просто, штрихъ—пунктиръ; е) ИРЕЕЕАА 


длинный штрихъ—точка—-корот- 
Юй штрихъ— точка... ит. д.; (4) [ 
и (5) ясны изъ чертежа. | 


Упражнене № 4. Повторите Ц 
полностью упражнен!е № 1, при- \ 


чемъ, вмБсто сплошныхъ линй, ет Я 
чертите пунктиромъ а, чер, 19. к 277 244 
Упражненге № 5. Повторите - 
полностью упражнене № 2, = 

пунктиромъ Ъ, чер. 19. х 
Упражнен!е № 6. Повторите Черт. 27, 


‚полностью упражнен!е № 3, при- 


чемъ, верхнюю половину чертежа (до 9-го дЪлен!я) сдБлайте пункти- 
ромъ (4), нижнюю—пунктиромъ (1. — НА. 


_ Упражнене № 7 Повторите полностью упражнен!е № 1 пунк- 
тиромъ (4) и (В) поочередно. 
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$ 9. Черчене прямыхъ, встрёчающихся и пересфкающихся въ. 


| одной точнф. 


Трудность въ вычерчиван!и подобныхъ прямыхъ заключается, 
конечно, не въ нихъ самихъ, а въ получен!и точки ихъ пересфчен!я 
или встрчи. Понятно, что если нЪсколько прямыхъ опредЪленной 
толщины сходятся, въ одной точкЪ, то вокругъ этой точки лини, въ. 
виду ихъ близости, могутъ слиться другъ съ другомъ и дать одинъ 
сплошной, залитый тушью уголъ, что, конечно, отнимаетъ возможность 
точно указать точку пересЪчен!я лин. Существуютъ способы, даю- 
це возможность избЪгнуть указаннаго неудобства, хотя ни одинъ 
изъ этихъ способовъ нельзя назвать вполнф желательнымъ, въ смы- 
сл опредфленности чертежа, но въ т$хь случаяхь, когда требуется 
абсолютная точность выполнен!я, приходится этими способами поль- 
зоваться; укажемъ на два изъ нихъ. | 


_ Упражнене № 7 (чер. 20). | 
Провести нЪсколько прямыхъ, а, Б, с, 4, е, &, дц, В, сходящихся 


‚ВЪ одной точкЪ М. Возьмите круговой рейсфедеръ, поставьте ножку 


его въ точку М и, давъ ему небольшое растворене (отъ 5 до 10 мм.), 
проведите дугу „тп“ между крайними прямыми а и В, которыя про- 
ведете въ точку М прежде всего, 
Остальныя прямыя Ъ, с, Ч4.... 
-.-—.. слЪдуетъ доводить уже только до 


а Ад указано на чертежЪ. Надо тща- 
и в “\+ тельно сл$дить за тЪмъ, чтобы 
> и ЩЕ: \ а \ 


каждая изъ этихъ прямыхъ, бу- 


: Е | проведенной ранЪе дуги. какъ эта 
О р р у ; 


та ГА \\ `.  дучи продолжена за дугу, непре- 
И о :|- мънно прошла черезь М вполнЪ 





НН: 
ра точно. 
и, з е: 1). Упражнене № 8. Черезъ одну 
ее т 7 иту же точку О провести рядъ 
о ; прямыхъ линй, по обЪ стороны 
а = отъ нея (чер. 21). Ставимъ ножку 
а. рейсфедера въ точку О и. описы- 
« < 
ее" ваемъ небольшуюокружность, какъ 
| указано на чер. Лин АВ и СН 
Черт. 28, _ проводимъ непрерывными такъ, 


чтобы онЪ своимъ пересфчешемъ 
обозначили точку О. Остальныя лин]и доводимъ только до упомянутой 
окружности: на чертежЪ это будуть лини СР, ЕЕ, КГ. Красоты ради 
слфдуетъ проводить всЪ лин!и съ одинаковымъ отклонен!емъ другъ отъ 
друга. | | 
Упражнене № 9 (чер. 22). о 
Въ точкЪ О сходятся 3 лин!и АО, СО, ВО, причемъ, ли- 
ня СО значительно толще двухъ другихъ. Чертежъ достаточно 
ясно показываетъ, какъ, въ данномъ случаЪ, избъгнуть слян!я 


`трехъ прямыхъ вокругъ точки О. Не доведя лини С до самой 


точки О, слБдуетъ потомъ соединить конецъ ея съ О такъ, какъ 
показано на чертежф. ] | 


ПРИМЪЧАН1!Е. При большомъ навык въ чертежной техникЪ можно 
настолько искусно провести черезъ одну точку нЪсколько прямыхъ безъ 
указанныхъ способовъ, что никакого затемнен!я чертежа въ месть перес5ченйя 
не произойдетъ. Поэтому рекомендуемъ т% же упражнен!я (чер. 20—22) 
продвлать н$сколько разъ безъ вспомогательныхь дугъ и окружностей во- 
кругъ точки встр$чи пин. | 
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$ 10. Черчене окружностей. 

Опредфлен!я. Окружностью называется замкнутая кривая линИя, 
вс точки которой одинаково удалены отъ одной и той же точки 
внутри ея, называемой центромъ окружности (чер. 23). О— центръ 
окружности РиСЕ Ам ВЕР. Лини ОА, ОЕ, ОС ит. д., соединяющя 
центрь съ точками на окружности, называются радгусами. Ра- 
дгусы одной и той не окружности равны между собою. 
Част» окружности, напр. АшВ, наз. дугою. Прямая (ЕЁ), сое- 
дин ющая двЪ противоположныя точки окружности и проходящая че- 
черезъ центръ, назыв. даметромъ. Часть плоскости, ограниченная 
окружностью, наз. иругомъ. Дтаметръ дЪлитъ 
онружность и кругь пополамъ, такъ что, 
на чер. 23, часть окружности ЕпЕ — части. 
ЕтЕ. Всякая другая прямая, напр. АВ, со- 
единяющая как!я нибудь двЪ точки окруж- 
ности, А и В, наз. хердею. Часть круга, за- 
ключенная между хордою (АВ) и дугою 
(АтВ), соотвЪтствующей этой хордЪ, наз. 
сегментомъ. Часть круга, заключенная между 
дугою (РпС)-и двумя ращусами ОР и ОС, | 
проведенными въ концы дуги, наз. сенторомъ. 5 з 
ДВЪ окружности называются концентриче- ‘ Черт. 29. 
скими, если онЪ имютъ обший центръ 
(чер. 24). Если двЪ окружности имфютъ только одну общую точку, 
то онЪ насаются другъ друга. Таковы на чер. 25 окружности 
О и О’. Прямая ОО’, соединяющая центры двухъ касающихся окруж- 
ностей, проходитъ черезъ ихь точку касаня т. Если окружности 
имБютъ болфе одной общей точки, то онЪ пересфнаются. Такъ, окру- 
жность Оз пересЪкаетъ окружность О вь точкахь А и В. АВ будет-ь. 


еб 
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Но. 30. 


для нихъ общей хордой. Если прямая ММ имЪфетъ съ окружностью 
только одну общую точку Р, то она касательна къ онружности въ. 
этой точнЪ. 


УПражнен!е № 10. (Чер. 26). 


При помощи винкеля и треугольника проведите штрихами дв® 
лин!и АВ и СО, перпендикулярныя другъ къ другу. Отъ точки ихъ 
лересЪчен!я О отложите вверхь или внизъ по ОС или по ОШ 16 
разъ по 5 миллиметровъ, какъ было объяснено въ упражнен!и № 1 
- Поставивъ ножку кругового рейсфедера въ О, проводите послЪдова- 
тельно окружности, начиная съ верхней точки (16), черезъ всЪ отм$- 
_чемныя точки дфлен!я. Чертежъ представляетъ переходъ отъ толстой 
хъ тонкой окружности такъ же, какъ чер, № 16 представляетъ по» 


— 
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степенный переходъ отъ толстой къ тонкой прямой лини. Вычерчиван!е 
окружности производится тельно въ одномъ направленги, по движенйю 
часовой стрфлки; разъ начавъ вычерчиван!е окружности, не слЪдуетъ 
останавливаться, пока она не будетъ вычерчена вся. Обратите особен- 
ное вниман!е на то, чтобы остр!е ножки рейсфедера было достаточно 
сильно прижато къ бумагЪ, ибо малЪйшее отклонен!е остр!я въ сто- 
рону оть центра или случайное выскакиванйе острия изъ центра 
влечетъ за собою искривлен!е окруж- 
ности. На ножку, несущую пишущйй 
рейсфедеръ, нажимать не слФдуетъ: 
рейсфедеръ долженъ свободно скользить 
по бумагЪ. 


Упражнене № 11 (чер. 27). 


Предыдущее упражнен!е повторить 
полностью, выводяокружности несплош- 
ными лимями, а штрихами, какъ .по- 
казано на чертежфЪ. 


Упражнене № |2 (чер. 28). 


Предыдущее упражнен!е повторите 
Черт. 31. штрихъ-пунктирными окружностями. 


$ 11. Въ дальнфйшихъ упражнен!яхъ необходимо будетъ дфлить 
окружность на -нфсколько равныхъ частей. Легко и точно дЪлен!е это 
производится только въ н$которыхъ, немногочисленныхъь случаяхъ, 
а именно тогда, когда окружность надо дЪлить на 3, 6, 12, 24 и т. д. 
частей. Вообще же это дЪлен!е возможно выполнить только прибли- 
женно, попытками. Обращаясь къ названнымъ случаямъ точнаго дЪ- 
лен!я, остановимся, прежде всего, на случаЪ дЪлен1я окружности на 
6 равныхъ частей. Взявъ циркуль длиной въ ращмусъ О (чер. 29) и 
поставивъ ножку его въ произвольную точку окружности, напр. въ 
точку 1, оть нея откладываемъ по’ окружности длину рад1уса, кото- 
рая уложится ровно 6 разъ. Получимъ точки \1, 2, 3, 4, 5, 6. Если 
окружность должна быть раздЪлена только на три части, то раздЪ- 
ливъ ее на 6 равныхъь частей, мы бе- 
ремъ точки дфлен1я черезъ одну, т’е., 1, 
3, 5. Если окружность надо раздфлить на 
12 равныхъ частей, то [поступаемъ такъ: 
соединивъ точки, хотя бы 3 и 4, изъ 
центра О проводимъ радусъ, перпендику- 
‚лярный къ хордЪ изв$стнымъ уже спо- 
собомъ (линейка и треугольникъ). Въ точ- 
къ т ращусъ От раздфлить’ дугу 3-4 по- 
поламъ. Значитъ, если дуга 34 равна !/ ча- 
| сти окружности, то дуга Зт равна !/12 ча- 
м сти ея. Если бы надо было раздфлить 

Черт. 32. окружность на 24 части, то, ясно, что 

° дугу Зш надо было бы раздфлить пополамъ 

ВЪ точкЪ п, и тогда дуга Зп была бы равна !/24 части окружности. 
‚Дълевше окружности на 7, 9, 10,11 ит. д. частей, какъ уже ска-_ 
зано, можно произвести только приближенно; взявъ „наглазъ“ какую 
нибудь длину въ циркуль, откладываютъ ее на окружности столько 
разъ, сколько она уложится. Пусть надо раздфлить окружность на 
25 частей, а взятая длина уложилась больше 24-хь, но меньше 25 
разъ. Тогда нужно полученный остатокъ, наглазъ же, раздфлить на 
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25 частей, и, увеличивъ растворен!е циркуля на 1/>5 остатка, вновь 
начать откладыван!е по окружности. Весьма: в$роятно, что теперь 
дЪлене получится уже точное; въ противномъ случа, приходится 
опять н$сколько увеличить или уменьшить растворен!е циркуля, пока 
не будетъ достигнуть достаточно точный результатъ. При большомъ 
навыкЪ такое приближенное дЪлен!е производится довольно быстро. 


Упражнене № 13 (чер. 30). 


$ 12. Произвольнымъ радусомъ проведите изъ точки О окружность 
тонкой сплошной лин!ей. Затфмъ по горизонтали ММ отъ точки О 
вправо или вл$во отложите 20 одинаковыхь частей, миллиметровъ 
по 8—10. Принявъ полученныя точки д$лен!я за центры, опишите 
язъ каждой точки окружность. Полученная фигура представитъ собою 
какъ бы пустотЪльный цилиндръ. | | 


Упражнене № 14 (чер. 31). 


Произвольнымъ радусомъ опишите окружность очень тонкой 
сплошной лишей. Эту окружность раздфлите на 6 равныхъ частей. 
Принявъ полученныя точки дфлен!я за центры 1, 2, З и т. д., опи- 


- залу -- 


шите изъ нихь окружности радусомъ 
10, или, что все равно, рамусомъ 12. 
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Затьмъь изъ О опишите окружность, аНы ПРАХ 
касающуюся въ точкЪ одной изъ ранЪе А | 
проведенныхъ окружностей; при правиль- ' ИУ №7 \ 
ной работ эта большая окружность ко- | у чи 





снется всЪхъ остальныхъь малыхъ. / 


`Упражнене № 15 (чер. 32). 


Опишите изъ О окружность (вну- 
треннюю) произвольнымъ радусомъ и 
изъ О же, радщусомъ, вдвое большимъ, 
проведите очень тонкую окружность 


(вншнюю). Эту послфднюю раздфлите Я — 
на 6 равныхь частей и, принявъ по- Черт. 33 
лученныя точки 1, 2, 3... за центры, опишите изъ нихъ окружно- 


сти. При правильномъ и точномъ исполнен!и вс шесть окружностей 
должны касаться другъ друга и внутренней окружности. 


Упражнене № 16 (чер. 33). 


Изь точки О радусомъ ОВ = 20 мм. опишите окружность. От- 
ложите затёмъ ВР =40 мм. Въ точкЪ С раздфлите ВР пополамъ 
(ВС = СР ==20 мм.). Затьмъ изъ О рашусомъь ОС опишите очень 
тонкую и радлусомъ ОР нЪсколько боле толстую окружность. Окру- 
жность радуса ОС разд$лить на возможно большее число равныхъ 
частей. Изъ полученныхь точекъ дзлен!я проведите окружности. По- 
лучите фигуру, изображенную на чертежф. 

ПРИМЪЧАНТЕ. ВсЪ чертежи исполнены въ значительно уменьшен- 


номъ видЪ. Они являются только образцами исполнен!я; задан!я численныя, 
приведенныя въ упражненйяхъ, не всегда приняты во вниман!е, 
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Техничесное черченге. 


Закончимъ отдЪлъ вычерчиван!я окружностей нЪфсколькими бо- 
ле сложными сочетанями ихъ въ орнаменты. 


Упражнене № 17 (чер. 34). 


Изъ центра С опишите окружность произвольнымъ ращусомъ 
СА, а также меньшую окружность произвольнаго радйуса СВ. ОтрЪ- 
зокъь АВ разд$лите пополамъ въ точкЪ О и изъ С проведите тонкую 
пунктирную окружность радуса СР. Эту окружность раздЪлите на 
возможно большее число произвольныхъ, но равныхъ частей въ точ- 
кахъ 1, 2, 3, 4... Изъ этихь точекъ, 
какъ изъ центровъ, радусомъ ВО 
проведите одну за другой рядъ окруж- 
ностей. Получите фигуру, показан- 
ную на чертеж. — 


Упражнене № 18 (чер. 35). 
Начертите рамку, имфющую въ 
’ длину 60 мм. и въ ширину 40 мм. 
` Раздфлите длину на 12 равныхъ ча- 
стей, ширину на 8 такихъ же ча- 
стей (по 5 мм. каждая). Черезъ точки 
дълен!я проведите прямыя, парал- 
лельныя между собою, какъ показано 
въ лфвомъ верхнемъ углу чертежа. 
‚Прямыя эти п-ресЪкутся въ точкахъ 
Черт: 34/ а, Ь, с, 4... Эти точки дфленя, че- 
резъ одну, примите за центры окруж- 
ностей одинаковаго ратуса. Такъ, изъ центра 1! проведите четверть 
окружности радуса 1'0, изъ центра 2 —половину окружности рад1уса 
212. изъ 4'—половину окружности ращусомъ 44, изъ 5'’—радусомъ 
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Черт. 35. 


5а (=5'2') и т. д. Какъ видно изъ чертежа, эти полуокружности 
_ касаются другъ друга. Когда всЪ онЪ будутъ зпроведены, изъ тЪхЪ 
же центровъ, рад1усомъ, на 1 мм. меньшимъ, чЪмъ предыдущий, опять 
опишите полуокружности, которыя будутъ внутренними, тогда какъ 
ране проведенныя окружности—ВвНфшнй. Е | 


`°_  (Продоловенае следует»). \ 


Геометр1я. 


ГЛАВА ХУ. 
(Продолжензе). 


Теперь, когда мы уяенили себЪ, что такое равновелимя или 
равномфрныя фигуры, постараемся рфшить нфсколько задачъ, въ кото- 
рыхъ надо будеть одн® фигуры превратить въ друпя, хотя несо- 
вмЪстимыя, но равновеликя. 

140. 9 дача 1. Превратить А АВС (черт. 158) в% равиовеликй 
ему равнобедренный треуюльникь. — 

Пусть данъ А АВС, который необхолимо превратить въ равновелиюй ему 
равнобедренный.  Проводимъ чегезъ вершину В прямую ММ, параллельную АС. 
Соединивъ любую точку прямой ММ съ точками А и С прямой АС, получимъ 
треугольникъ, подобный данному, ибо треугольпаки. имъющ!е одинаковыя 0сно- 
вашя и высоты. равновелики. Но такъ какъ требуемый треугольникъ долженъ 
быть равнобедренный, то его вершина Е должна лежать, кром того, на пер- 
пендикулярв ОЕ, возставленномъ изъ средины АС. Возставивъ перпендикуляръ 
РЕ изъ ередины основашя АС и соедививъ Е съ точками А и С основаня 
АС, получимъ треугольникъ АЕС. Получевный треугольникъ АЕС удовлетво- 
ряетъ требованю задачи: онъ равнобедренный, ибо его вершина лежатъ на 
периенликулярз, проведенномъ черезъ середину основавя, и равновеликй 
А АБС, такъ какъ имфетъ общее съ нимъ основан!е и одинаковую высоту съ 
А АБС. 

Задача 2. Превратить Л АВС (черт. 158) вё равновеликй ему 
прямолольный. 

Возетавимъ въ вершин С перпендикуляръ къ АС до встрфчи въ точк» 
м съ прямою ММ, проведенною черезъ вершину В параллельно АС. Треуголь- 





Черт. 158. Черт. 159. 


никъ АСХ— требуемый, ибо опъ равновсликь А АВС, какъ имфюпий съ нимъ 
общее основане ий одинаковую высоту, и ирямозлольный, такъ какъ лишя МС 
периендикулярна къ АС. 

‚ 141. Задача 3. Превратить четырехуюльникь въ ны ему 
треулольникь, 

Путь дашъ четырехугольникь АВС (черт. 159), и надо его превратить 
въ равксгезяы ему туеугельнакъ. Прокедемъ даговаль ВО и черезь А ливю 
АЕ, ей паралаельную, затЪуъ продолжаемъ сторону СО и соедивяемъ точки В 
и К. Треугольники АВЬ и ЕВЬ равнокелики, потому что изъютъ общее осно- 
ване ВО и одинаковыя высоты, ибо вершины ахъ находятся ва прамой АЕ, 
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параллельной общему осповатто треугольпиковъ ВХ, т.=ё. вершины ихъ о`и"аково 
удалены отъ освован!я (см. $ 63). Изъ равиовеликости треугольниковъ АВО в 
ЕВ слфдуетъ, что, если въ данномъ четырехугольник замЪиимъ тр"угольнивъ 
АВО треугольникэмь ОЕВ, то нолучаетея треугольвикъ ЕВС, а 
четырехугольнику АВС. 

Задача 4. Превратить ^ мною рупольникь вх равновеликй ему тре- 
уюльнико. 

Пусть датъ пятиугольникъ АВСОЕ (черт. 160). Необходимо превратить 
его въ равновелик треугольвикъ. Проводимъ магонали СА и СЕ изъ вершины 
С, потомъ проводимъ Черезъь вершины Ви ОЭ прямыя ВМ и ОХ, имъ парал- 
лельныя, затьмь продолжаемъ сторону АЕ до пересфчешя съ пр ведевными 
параллельными прямыми. ВМ и ПМ и сосдиняемъ, накопецъ, точки Ми № съ 
точкою С. Треугольникъ МСА равновеликъ треугольнику В:‘'А, а треугольвикъ 
МСЕ равповеликъ треугольшпку ОСЕ. (см. предыдущую. зэдачу). Замфппвъ 
треугельникъ ВСА треугольникомь МСА “и треугользикъ ОСЕ треугольвикомъ 
МСЕ, мы получимъ треугольвииъ МСМ, равновелиьй многоугольнику АВСЬЕ. 


ГЛАВА ХУ, 
Подоб!е треугольниковъ и многоугольниковъ. _ 


142. Предварительныя понят!я. Понате о яодобныхь, т.-е. по2о- 
жить другъ на друга по формъ, треугольникахъ и вообще поняте о 
подобныхъ фигурахъ лежить въ основ весьма мпогихъ вопросовъ, 
гдЪ приходится завиматься измфрешемъ геометрическихъ величинъ. 
НапримБръ, желая“ измфрить площаль участка земли, стараются 
начертить на бумаг фигуру, подобцую этому участку, но въ умепь- 
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Черт. 160. Черт. 161. 





шенномъ разм рф, или, какъ еще говорятъ, въ уменьшенпомъ масиитабуь, 
и затЪмъ уже изм5ряють площадь этой фигуры. Такой чертежъ вазы- 
вается яланомз ‘участка. ДЪлается плазъ для того, чтобы избЪъжать 
измфрешя площади участка прямо въ натурЪ, такъ какъ тогда при- 
ходится проводить и измфрять вспомогательныя лини, а это практи- 
чески очень неудобно и ведеть къ ошибкамъ и излишнимъ неточно- 
стямъ. Снимая планъ участка, стараются точно. измфрить углы и сто- 
т этого участка, затфмъ на планз точно наносят» святые углы, 

& стороны изображаютв линями, уменьшенными въ одно и то же 
число разъ. _Такимъ образомъ, если, наприм$ръ, фигура АВСОЕЕ 
(черт. 161) есть. снимаемый участокъ, то, желая снять съ него планъ 
въ масштабЪ, напримфрь №. нужно  будеть начертить фигуоу 


_ 9. 


АВС. Е Е:, у которой углы соотвфтственно равны угламъ Фигуры 


_ АВСБЕЕ, & вс стороны уменьшввы иропорийонально въ три раза, 
_т.-е. отвошеше сторонъ (попарно) всегда равно 3. ДвЪ начерченныя 


фигуры будуть подобны, т.-е. похожи по формь. 
—_ Итакъ, подобные о можно `опредфлить такимъ обра- 
зом: 
Подобными мнооурольниками называются таке, у которыть лы 
соотвътственно равны, а сходственныя стороны пропорциональны. 


Стодственными называются стороны, прилегаюция къ равнымъ 
угламъ. НапримЪръ, ВС и В:С:, прилегаюция въ равнымь угламъ 
ВСР и В,С,0; будутъ сходствепными, Иропоршональность сход- 
ственныхъ сторонъ надо попимать въ томъ смыслЪ, что отношеше 


какихъ- нибудь двухъ сходственныхъ сторопъ равно отношеню всакихъ 


АВ ВС. 
другихъ сходственныхъ сторонъ. НапримЪръ, Кв: ВС: 


Оба условля (равенство угловъ и пропорцюнальность сходствен- 
ныхъ сторонъ) въ опредфлени подобныхъ многоугольниковъ суще- 
ственно необходимы. Если хоть одно изъ нихъ не соблюдено, много- 
угольники не подобны. Наприм$ръ, ирямоуюльникь и квадратз не 
подобны, хотя углы у нихъ равны. ибо стороны не пропорщоналены. 
Евадратз и ромбь не подобны, хотя ихъ стороны всегда пропорию- 
нальвы, потому что углы ве равны. Зпачитъ, для того, чтобы два 
многоугольника были подобны, нужпо соблюсти непремфнно два 
условя: 1) углы должны быть соотвфтственно равны, 2) сходетвен- 
ныя сторопы должны быть пропорщюональны. Такимъ образомъ, для 
по1обныхъ  мпогоугольниковь  АВСОЕЕ и А.В.СО ЕЕ, имЪютъь 
место. тавмя равенства: 0 А=Д А; 0 В=д В; д 0=Д С,; 


и р р; ЕЕ в; 5 Ес о 


Но и Аы тому, какъ, папримръ, площадь. многоугольпика 
зависить оть площадей составляющихъ его треугольниковъ, точно 
также можно ожидать, что подобе мпогоугольниковъ будеть зависЪть 


_ отъ подоб]я жа па которые можно. разбить многоуголь- 


НИКИ. 


143. Подобе треугольниковъ. Для подоб!я треугольниковъ, также 
какъ и для равенства ихъ, не нужпо столькихъ условй, сколько 
высказано въ опред$лени. Достаточно нокоторыхэ. уеловй, чтобы 
остальныя можно было’ вывести разсуждешемъ. Поэтому теорема о 
подоб1и треугольниковь опредБляеть услошя, меобходимыя и доста- 
точныя для того, чтобы треу"ольниви были подобны, т.-е. даеть 
столько условй, сколько нужно, чтобы остальныя можно было вывести 
разсуждешемъ. Прежде, чфмъ перейти въ изложено и доказател, ству 
теоремы о подоб]и треугольниковъ, ‘докажемъ вспомогательную теорему 
(лемму), которая намъ поможетъ уяснить себ теорему 0 подоби 
треугольниковъ. Эта вспомогательная теорема, или лемма, сл$дующая: 


РАЙ 


Лемма, Если внутри треуольника проведемь прямую парал- 
лельно одной изъз ею сторонь, то она отсижаеть оть нею и 
треуюльникь, подобный первому. 


Пусть данъ треугольникъ АВС (черт, 162).  Проведемъ 1 въ немъ 

А,С:, параллельвую’ сторон АС. Докажемъ, что 

р Д А,ВС,, отеБкаемый прямой А.С:, подобень А АВС, 

-е. докажемъ равенство угловъ и пропорцтональность 

С. сходственныхъ сторонъ въ треугольникЪ. Углы этихь 

А с ТТеугольвиковъ соотвЬтствено равим между собою. 

В— общий уголь, 2 А=Д А, 2 (= Сь, какъ со- 

Черт, 162.  отвЪтственные углы при параллели пыхъ прямыхъ АС 

и А:С. Остается доказаль теперь, что равенство угловъ 

влечетъ за собою пропорц'ональность сходственныхь сторонъ; имепно, 
нужно доказать справедливость пропорций: | 


АВ ы- ВС АС 
Е В" Ар о 


Положимъ, что АВ и АВ соизмюримы, т.-е. имЪютъ обтую 
мЪру (105). Эта общая м6ра содержитея въ АВ—® разъ, а въ А.В— 
разъ (въ общемъ видЪ). Раздфлимъ АВ на чаети, равныя этой общей 
мЪрЪ, и проведемъ изъ точекъ дВленя рядъ прямыхъ, параллельных АС, 
и другой рядъ прямыхъ, параллельныхъ ВС. Но если мы на одной сто- 
ронф АВ угла АВС отложиуъ 20 равныхъ частей и черезъ точки дЪлевя 
проведемъ рядъ параллельныхъ прямыхъ до пересЪчения съ другой. сторо: 
ною угла, то и на другой сторон ВС этого же угла отложится ® рав" 
ныхъ частей (75); также, если на стороп А.В мы отложили # раввыхъ 
частей, то и на сторон ВС, получимъ столько же равныхъ. частей, 


Откуда для сторонъ АВ и А.В, ВС и ВС, можемъ вывести. сл$дую- 

:: В АБ. м. ВО т С 
ця пропорции: дв =, вс = 5° Точно тавимъ же образомъ 
1 = - 


А 


_ 8 
докажемъ, что дс. = `„? ибо, отложивъ на сторонахъ АВ и А.В т 


и ® равныхъ частей угловь ВАС и ВА,С, и проведя прямыя па- 
раллельныя до пересЪчен!я со сторонами АС и А.С; т5хъ же угловъ, 


получимъь на АС т равныхъ частей, & на АС: ®.раввыхъ частей. 


СлЪфдо 'й: рае 
довательно, мы доказали справедливость пропорц ВВС. 


в Авт ВЫ 46 
Е ТН и00о, если каждое изъ отношен д, В’ ВС, АС р но 


. 7% 
отношеню >, то они и равны между собою. 


Такимъ образомъ, у треугольниковъ АВС и А. ВС, углы КЕ 
ственно равны и сходственныя стороны ие значитъ, 
они подобны. 


Примфчане. Если АВ и АВ несоизмюримы, то отношеше между ними 
можно найти съ желаемой точностью (105), раздфливъ А,В на равныя части и 
отзоживъ эти части на АВ. Шоступая при доказательствв такъ же, какъ и для 
воизу5римыхъ лин!й, найдемъ такое же приблизительное отношене ВС къ 
ВС, и АС къ А ‚С, т.-е. наша лемма справедлива и въ этомъ случа». 
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144. "Случаи т треугольниковъ. Тсорема, Даа этрсулоль- 
‘киха пойобны въ сапы ующихь треть случаях: — 

1) если да уила одною изз нило сооттвптетвенно равны двум 
дламь до; 

_2) если люль одною равен уму друюю и стороны, заклмочаю- 
чая этоть уюль. пропоршональны; 

3) если три стороны одною: пропорональны тремз сторонамз 
друготю. 

1 случай. Пусть дапы треугольнаки АВС и ОЕ (черт. 163), 
У готорыхь Ал=СО и (В=СЕ; требуется доказать, что они по- 
добны. С= СЕ, ибо если два угла А и В одного треугольника 
равны порозпь двумъ угламъ Ви Е другого, то и третьи углы С и Е равны 


(61, сл. 2); остается, слФдовательно, доказать теперь, что справе- 


ливы слЪ И: АВ ВС АС Д зате а отло 


жимъ на АВ часть ВМ, равную ОЕ, и проведемъь ММ, параллель- 
ную АС. Тогда мы получимъ треугольпикъ МВМ, подобвый ыы 
пику АВС, согласпо предыдущей леммЪ. Съ 


другой сторопы, ‘треугольшикьъ МВМ равенъ 

треугольпику РЕЕ, потому что у нахъ: ВМ = ОЕ Е 

(по построепио), 2В= ДЕ (по условпо) и ы й ь 
Ср 


СВМУ=р (потому что ДВМХ=ХА, кавъ 

соотвЪтствепные углы при параллельпыхъ пря- 

мыхъ ММ и АС, и ДА=СО). Но если изъ. Черт. 163, 
двухъ равпыхъ треугольпиковь РЕГ и ММ 

одинь МВМ подобепъ третьему АВС, то п другой РЕЕ ему подобень, 
слБдовательно, АРЕЕ подобепъ ДАГС 


2 случай. Пусть теперь въ тфхъ ме треугольникахь АВС и 


РЕЕ (чрт. 163) дано: ДВ=ЕЕ; о т) Докажемъ, что эти 


треугольники подобпы. Отложимъ спора. часть ВМ, раввую ОЕ, и 
проведемь’ ММ, параллельную ЛС. Тогда получимъ треугольпикъ 
МВМ, подобный треугольпику АВС. Докажемь, что опъ равепь тре- 
угольнику РЕГ. Изъ подобя треугольпиковь АВС и МВМ и 


справедливость селБдующихъ проепорщй: 


АВ__ ВС | 
`МВ-ВУ-мХ (2 ). Если сравпимъ этотъ радъ равпыхъ отпоше- 


шй съ дапнымъ рядомъ (1), то замфтимъ, что первыя отпошеня 


АВ В 
обоихъ рядовъ (р: И в) одппавовы, ибо ОЕ=МВ (по построешю); 


слфдовательно, остальныя отношешя этихъ рядовъ также равны, т.-е. 


ВС __ ВС Н ВС + 
ЕЁ — ВУ. о отпошеше ТЕ только въ томъ случав можетъ равнаться 


‚ отпошешию т если ЕЕ=ВМ, откуда ЕГ=ВХ, 

_ Теперь мы видимъ, что треугольники ОЕЕ и МВМ имфютъ по 
равпому углу ((Е= В), заключениому между равными сторонами 
‚ ОЧ=ВМ и ЕГ=ВХ); значить, эти треугольники равпы (28). По 
АМВМ подобень ДАВС; поэтому и АШЕЕ подобень ААВС. 


ь 


3 случай. Пусть въ тфхъ же треугольпикахъ АВС и ОБЕ 
черт. 163) сходственныя стороны пропорщюнальпы, т.-е. даны про- 
порщи : 

АВ ВС 
БЕ = ЕР = Бр (1). 

Требуется доказать, что треугольники АВС и РЕЕ подобны, 
т.-е. падо доказать, что ДА=СО, (В=ДЕ, (6=СЕ. | 

Отложимъ ВМ, равную ЕО, и преведемъ ММ, параллельную АС. 
Тогда получимь АМВХ, подобный ААВС. Докажемъ, что АМВМ 
равенъ АОЕЕ. Изъ подобя аи. АВС и МВХ мы мо- 


р . 27. АВ АС 
жемъ паписать слфдующия пропорщи: ть = —=мх 2 ). 
Повторимъ разсуждеше, примфненнее г сваи случаю подо- 
б1я треугольниковъ. Если сравнимъ полученпый рядъ отношен!й (2) 


АВ АВ 
еъ даннымъ рядомъ (1), то замфтимъ, что первыя отпошен1я (ре И мВ) 


у нихъ равны (ОЕ=МВ); слдовательно, и остальпыя отпошен!я 
вс ВС АС | 


равны, т.-е. ур=зВх и рЕ= =, откуда слфдуетъ, что ЕЕ=ВМ и 
РЕ=ММ. Теперь видимъ, что треугольники РЕЕ и МВМ имЪють 
по три соотвЪтственно равпыхъ стороны; слЪдовательпо, они равпы. 
Но од"пь изъ нихъ, именно АМБЬМ, подобеньъ ААВС; слЪдова- 
тельно. и другой АОЕЕ подобень ААВС. 

145. Теорема. 13% ”одобныхь треуюльникаль высоты относятся 
между собою, какз ихь основалая. 

Пусть дапы треугольники АВС и А,В,С; (черт. 164), которые 
подобпы. Докажемъ, что высоты ВО и В), относятся между собою, 
какъ соотвЪтетвующя имъ основашя АС и А,С:, т.-е. требуетел 


ВО 
доказать, что вр, = ЖЕ. Разематривая треугольники АВЬ и А: ВО, 


мы видимъ, что СА=ХА,, по услошю, и СВОА= СВО. А., какъ 
прямые углы (ибо ВО и В.О, перпендикулярны соотвфтствующимъ. 
основашяиъ АС и А.С,). Цо изъ предыдущей теоремы (1-й случай) 
8 мы знаемъ: если два угла СА и С ВОА треуголь- 

в _ пика АВО соотвЪтетвеппо равпы двумъ угламъ 

СА, и СВО.А, другого треугольпига А.В, то 

4—5 ЛД эти треугольники подобпы. Изъ подобя треуголь- 


пиковь АБО и А,Б.0, мы можемъ написать, что 
Черт. 164. ВА" ВВ АВ _— АС : ь 
вр. = лв. 9 лв = Ас, Какъ пропорщо- 
нальпыя сходствеппыя стороны въ подобпыхъ треугольникахь АВС 
и А,В,С,; слБдовательно, | 
ав 
В), — А.С, * | 
146. Подоб!е прямоугольныхъ треугольниковъ. Теперь выяс- 
нимЪ признаки подобя прямоугольпыхъ треугольниковъ. Такъ какъ 
въ прямоугольпыхъ треугольникахъ углы, сазержащиеся между ка- 
тетами. всегда равны, какъ прамые, то прямоугольные глЬЧни 
подобны: 
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| 1) если катеты одною. пропорипональны катетамь друюю. или 
2) если острый уюль одною соотвитетвенно ем острому лу 
друюю. 

Эти два признака не требуютъ особаго доказательства, такъ 
какъ они представляютъ лишь частные случаи общихъ признаковъ 
подоб1я треугольниковъ. Первый признакъ представляеть частвый 
случай того признака подобя треугольниковъ, когда двз стороны 
одного треугольника пропоршональны двумъ сторонамъ другого и 
углы, содержапиеся между этими сторонами, также равны, такъ 
какъ прямые углы, содержащлеся между катетами, всегда равны. 
Второй признакъ является частнымъ случаемъ того признака подобя 
греугольниковъ, когда два угла одного. треугольника соотв тетвенно 
равны двумъ угламъ другого. 

Укажемъ еще признакъ, относящийся только къ  прамоугольнымь 
треугольникамъ. Онъ ел5дуюцщий: 


Теорема. Если иотенуза и катеть одною 
мреуюльника соответственно пропориональны ито- \ А | 
тенузь и колтети] орут, то таме треуюльники 
подобны. 

Положимъ, что въ прямоугольныхъ треуголь- С 


нивахь АВС и А.В,:С, (черт. 165), у которыхъ 


Черт. 165. 
углы А и А, прямые, дано: 


и 
ВЕ в (1). 


Требуется доказать, что треугольники АВС и А,В,С, подобны, 
ге. 910 2В=ИВ и 20-0. 

Отложимъ на АВ часть АМ, равную А.В, и проведемъ ММ, 
параллельную ВО. Тогда, согласно леммВ (143), получимъ тре- 
угольникъ АММ, подобный треугольнику АВС. Докажемъ, что полу- 
ченный вспомогательный треугольникьъ АММ равенъ треугольнику 
А. В:С:. Изъ подоб1я треугольниковь АВС и АММ мы можемъ на- 
писать сл5дующую пропорц!ю: 


АВ 
= тя (2). 


Сравнивая эту пропорцю (2) съ данной р. с = те и замф- 


тивъ пратомъ, что по построению ока, что В,С,=МХ: 
сл5довательно, треугольники АММ и А,В,С, равны, какъ прямо- 
угольные треугольники, имюцие равныя гипотенузы ММ и В.С, и 
равные катеты АМ и А, В:. Изъ равенства треугольниковъ слЪдуетъ 
что такъ какъ одинъ изъ нихъ, а именно ЛАММ, подобенъ ДАВС 
_ то и другой АДА,В,С, ему подобенъ. 

147. Подобе многоугольниковъ. Мы уже раньше (142) ска- 
зали, что подоб1е многоугольниковь будетъ зависЪть отъ подобя 
треугольниковъ, на которые можно разбить многоугозьчики. Выше- 
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сказанное мы подтвердимъ ниже излагаемыми теоремами, которыя. 
опред5лятъ признаки подоб1я многоугольниковъ. 

Теорема. сли два мнооуюльника составлены изъ одинаковало 
числа и одинаково расположенныхь треуюльниковз, то таве мною- 
дольники подобны. 

Положимъ, что многоугольники АВСОЕ и асе (черт. 166) 
составлены изъ трехъ попарно подобныхъ треугольниковъ: АВ по- 
добенъ ДВ,, ДЗ подобень Дб: и ДО подобень АО,; ЕромЪ того, 
эти треугольники одинаково ‘расположены, т.-е. ДБ, напримЪръ, 
ванимаеть такое же положене по отпошенио къ треугольникамъ 


е В и 0, какь АЗ, по отвошешю къ треугольвя- 
С 


к» р камъ В: и ©,. Докажемъ, что данные многоуголь- 
. «7 ники подобпы, т.-е докажемъ: во-первыхъ, что 
А Вс ДА Да, ДВД, С = (е, (О=Еай 2Е= 

Черт. 166. < =, и, во-вторыхъ, что сходетвенныя сторопы 


пропорцщональны, т.-е. справедливость пропорций: 
АВ__ ВС вр ОВ ЕАР ы к 


25 № 6974 в’ | 

Докажемъ сначала равенство угловъ въ многоугольникахъ. 
ЕВ= Би ДЕ= Де, какъ равные углы въ подобпыхъ треуголь- 
никахъ: Ви В,, Фи0.. ДА=Да 20С=26еи 20=24, какъ _ 
суммы угловъ, соотв$тетвенпо равныхъ другъ другу. Уголь С, на- 
примбръ, представляетъь собою сумму угловъ ВСА и АСО, также 
уголь с есть сумма угловъ ба и ас, но /ВСА= Руса И 
ДАСО= Дае@, какъ соотвЪтственио равпые углы въ подобныхъ 
треугольникахъ В и В:, Зи 5:; слЬдовательно, и суммы (2С= 26) 
этихъ равныхъ угловъ равны. 

Теперь докажемъ, что сходственныя стороны въ лапныхъ много- 
угольникахъ пропорщовальны. Изъ подо@я треугольниковъ, изъ 
которыхъ составлены данные многоугольники, сл$дуетъ: 


| ь. ‘РАВ ВС) —: 
Изъ подоб1я треугольниковъ В и В, — 5 =щ = 
о ср А 
5 » » Зи: — =а=ща 
р РЕ__ЕА 
» » » ( и ©, — — 46 — еа° 


_ Сл$довательно, = = = = —_ т.-е. вс$ стороны одного 
многоугольника АВСРЕ пропорцональны сторонамъ другого —аЪе4е, 
Итакъ, въ данныхъ многоугольникахъ углы порознь равны между 
собою и сходственныя стороны пропорщюнальны, & потому и много- 
угольникъ АВСОЕ подобенъ многоугольнику аЪеде. 

148. Обратная` теорема. Ёсли мнозоуюльники подобны, то иль можно 
разложить на одинаковое число подобныхь и одинаково расположенныхь 
тредольниковь. 

Пусть многоугольнаки АВСОЕ и афс4е (черт. 166) подобны, т.-е. ‚углы: 
А, В, С, О, Е соотвЪтетвенно равны углауъ: а, Б, с, 4,е и сторовы АВ, ВС, СО, 
ОЕ и КА соотвьтствевно пропорщональны сторонамъ аъ, Ьс, с4, 4е и еа, 


к Г“ 
А: 


Е . 


_— Докажемъ, что ‘эти мНогоуГОзьаики ‘можно разложить на одинаковое. чис1о 
‘полобныхъ треугольниковъ. Провелемъ въ многоугольнакахь АВСОЕ и афсае азъ 
вершинъ А иа диагонали. Тогда данные многоугольвики раздЪлятея ва. одинаковое 
число одинаково распольженныхъ треугольниковь (В, 8, Фа В,, 8, ©). 
Докажемъ, что образовавшиеся треугольники соотвЪтетвенво подобны, т.-е. что 
АВ подобенъ ДВ,, ДЗ подобенъ ДЗ, и ДО педобенъ ДО. те 

( 


Въ треугольникахь В и В, мы видимь, ч0 ДВ=ИЬи = = 
условтю), т.-е. равны углы и стороны, содержащя ихъ, пропорцюназьны. А таке 
треугольники, мы знаемъ (145), подобны. Изъ подобя треугольниковъ Ви В, мы 


выводимъ: /ВСА= /фсаи — = т, Но по услов1ю = сз С7Ъ®дова- 
тельно, и = = = а притомъ ‘ПАС Дас4, такъ какъ ДАСО= Д ВСР 


— ( ВСА= Де4— / Ъса== Даса. Итакъ, мы въ треугольникахъ Зи 8, имфемъ 
равные углы АСО и ас и пропоршональныя сторовы, содержащя эти углы; 
значитъ, эти треугольники равны. Такимъ же образомъ можно доказать подобе 
треугольвиковъ () и (©). С2Ъловательно, подобвые многоугольнаки моежно разло- 
жить ва одинаковое число подобвыхъ и одинаково расположенныхъ треугольниковъ. 


149. Теорема. Периметры подобных мнооуюльниковь отно- 
сятся, какъ сходственныя стороны. 


Пусть мпогоугольники АВСОЕ и абс4е (черт. 166) подобны и 


АВ 2% 
5 =3, т.-е. АВ=3аб. Но такъ какъ изъ подоб1я многоугольниковтъ 


а 
вс 6 БЕ _ЕА 
сл$дуетъ, что = са= ав = а =3, то и ВС=3Ъе, СО= 34, 


ПЕ =34е, ЕА=Зеа, а потому АВ-ВО--СР--РЕ-РЕА = За + 


. Еве 34-Е 34ь-ЕЗеа=3 (а ъе-са-Еае-Реа), т.-е. 


АВ--ВС+СО-ЕРЕ-ЕА 


ох АВ __ВС __ Ср _РЕ__ЕА 
э6--ре--са- 4е-еа 


3 = э6 № < 4 ева, 


т.-е. отношене между периметрами двухъ подобныхъ многоуголь- 
никовъ равно отношенио между иуъ сходственными сторонами. 


150. Масштабъ. На свойствахъ подабныхъ треугольниковъ основано черченте 
масшигаба, позволяющаго опредфлить съ большой точностью дзину`какого-нибудь 
отрфзка. Ма. штабъ (черт. 167) есть линейка изъ паики или мЪфди, раздЪленная 
на нЪ`колько равныхъ частей АВ. ВС, СО ит. д., обыкновенно равныхъ одному 
дюйму. Чертежь 167 вамъ поясвитъ построеше масштаба. Проведено 11 парал- 
лельныхъь прамыхъ ва разетоянш '[1о дюйма другъ ‘отъ друга. ини эта пере- 
сЪчены перненликулярами ВЪ,Сс и т. д. черезъ каждый дюймъ. Первый изъ 
дюймовыхь промежутковъ раздфленъ на 10 равныхъ частей, какъ ва первой 
прямой АВ изъ 11-ти параллельныхъ лиш, такъ и на послфдней изъ нихъ аб. 


Точки дЪлешя соединены ваклонными такъ, какъ` показано ва чертежь. Такой 


масштабъ позволяетъ отечитывать ве только дюймы, во и десятыя и согыя дюйма. 
Именно, при такомъ способЪ соединен!я точекъ получится 9: параллелограммовъ и 
2 треугольника. Основамя какъ паралзелогоаммовъ, такъ и треугольвиковъ, 0че- 
видно, раввы ‘ло дюйма. Паразллелограмиы и треугольника переефчены ланями 
параллельно своимъ основанямъ. Шзъ подобя малыхъ треугольниковъ, позучаю- 
шихея благодаря пересфченю съ большимъ, заключаемъ, что первый изъ парал- 
лельвыхъ отрфзковъ, начиная отъ Е треугольника, равенъ ‘/1о стороны, 
г п 


‘Ботерой онъ паразлеленъ, або — = —-=='/10. Но такъ какъ га составлять 


эм 
[ло дюйма, а ШК *[10 Га, ь Е со таваяетъ */1о0.*[10 == 1/100 дюйма. Точно 


_ такимъ образомъ покажемъ, что второй изъ параллельныхь отрёзковъ, начина 


ро 
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отъ вершины треугольника гАа, равевъ 2/100 дюйма, трет —* /100 дюйма ит. д. 
Съ помощью масштаба можно измврить длину любой дазной лин!и, накладывая ее 
съ помощью циркуля на одну изъ 
44 У РАЕН С р Е ый паразлельныхъ лив!Й масштаба та- 
Е кимъ образомъ, чтобы концы цир- 
куля совпадали приблизительно ст 





а" . ;" — ‚ двумя точками дъленя. 
Черт. 167. с 
СТЕРЕОМЕТРТЯ. 


ГЛАВА ХУТ. 
Положенше плоекоети въ пространетвф. 


151. Предметъ стереометр!и. Изучивъ свойства ливй и фи- 
гуръ, которыя можно помфстить на одной плоекоети (что составило 
первую часть геометрии — яланиметрю), мы теперь приступимъ къ 
изученцю тЪхъ лин! и фигуръ, которыхъ нельзя пометить на одной 
плоскости; это составитъ вторую часть геометр!ия — стереометрю. 
Стереометрия (т.-е. тфлоизмфрене) изучаетъ свойства поверхностей 
простЬйшихъ по форм геометрическихъ тфлъ и даетъ способы изм$- 
рен1я поверхностей и объемовъ этихъ т$лъ. 

х 152, Опредфлене положеня плоскости. Пло- 
скость (точнЪе, часть плоскости) изображаютъ 


фр обыкновенно въ видЪ параллелограмма (черт. 168). 
М Обозначается плоскость обыкновенно одной бук- 
Черт. 168. вою или двумя; такъ, напримЪръ, говорятъ: плос- 


кость Р, плоскость ММ. 

Первый вопросъ, который намъ нужно будетъ разрЪитить, есть 
вопросъ-0 томъ, какъ или чуъ опредЪляегся яоложене плоскости в% 
пространствь, т.-е. сколько нужно точекъ, чтобы проходящая черезъ 
нихъ плоскость была вполнЪф опредзлена по своему положеню, 
подобно тому, какъ дв точки опредфляютъ положен1е прямой, три 
точки вполнЪз опред$ляютъ окружность. 


Теорема. Три точки, не лежащия на одной прямой, вполнь 
опредъляютз плоскость, иначе: черезь всямя три точки, не лежашия 
на одной прямой, можно провести только одну плоскость. 


Возьмемъ как1я-либо двЪ точки въ пространств, напримЪръ, 
А иВ (черт. 169), и проведемъ черезъ прямую АВ плоскость, т.-е. 
такъ, чтобы на ней лежала прямая АВ. Вращая эту плоскость около 
прамой АВ, какъ около оси, мы убфдимся, что черезь АВ (или 
черезъ двЪ точки А и В) можно провести безчисленное множество | 
плоскостей. Но если возьмемъ, вром точевъ А и В, еще точку С, 


— тр 


‚ двухъ плоскостей. Такъ какъ точки А и В привад- 
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не лежащую на прямой АВ, то плоскость при вращен!и только 
один разь можетъ принять такое положен!е, чтобы м | 


на ней лежала и точка С. (Сл$довательно, три В 
_ точки, не лежашия на одной прямой, вполнз 
опред$ляютъ положен!е плоскости. | УР С 
153. Сльдствйя. Отсюда слФдуеть, что: 
1) Через прямую и точку внъь ея проходить Черт. 169. 


только одна плоскость. Въ самомъ дьлЪ, точка, данная 
внз прямой, и дв любыя точки, взятыя на прямой, составляють три точки, 
черезъ которыя, по доказанному, проходитъ только одна плоскость. 

2) Черезь двъ пересъкаюиияся прямыя проходить только 
одна плоскость, потому что, взявъ точку перееченя С (черт. 170) М _ в 
й еще по одной точкЪ на каждой прямой А и В, мы будемъ имЪть д В 
три точки, черезъ которыя проходитъ только одна плоскость. 

3) Черезъ двъ параллельныя прямыя проходить только одна 
плоскость, ибо, во-первыхъ, изъ опредЗленя параллельныхъ прямыхъ 
мы знагмъ, что дв параллельныя лежать въ одной плоскости, и, (ГР и 
во-вторыхъ, мы веегла можемъ взять ва одной прямой одну любую Черт. 170, 
точку и на другой аюбыя двЪ точки, & три точки опредзлаютъ 1п0.0- 
жене плоскости. 


154. Теорема. Дёъ плоскости переськаются только по прямой. 

Пуеть даны дв$ перес$каюцияся плоскости: Ри (черт. 171). 
Разъ эти плоскости пересБкаются, то по одной изъ вихъ, напри- 
м$ръ, по плоскости (@, можно провести такую прямую СО, что 
одна ея часть АС будетъ лежать по одну сторону плоскости Р, 
другая часть АП—ипо другую. Точка пересБчен!я А этой прамой СО 
съ плоскостью Р и. будетъ общей точкой двухъ данныхъ плоско- 
стей Ри 0. Передвинемъ теперь прямую СО въ плоскости (© па- 
раллельно самой себЪ въ положене С.0.:, параллельной СО. Прямая 
С.0; находится въ плоскости (©, ибо дв$ параллельныя прямыя, по 
опред$лен1ю параллельныхъ прямыхъ, находятся въ одной плоскости. 
Съ другой‘ стороны, прямая С.0, не можетъ оказаться въ плоскости 
Р, ибо если въ этой плоскости оказалась бы прямая С.0;, тои 


‘прямая СО, ей параллельная, тамъ бы находилась 


по прямому смыслу того же опред$лен1я параллель- 
ныхъ. оначитъ, точки этой прямой С.П, также рас- 
положатся по 0бЪ стороны плоскости Р, и одна изъ 
ея точекъ В будетъ такъ же, какъ и А, общей точкой 





лежатъ обЪимъ плоскостямъ, то прямая АВ, черезъ Черт. 171. 
эти точки проходящая, будетъь общею прямою для той т 
и другой плоскости. СлЪдовательно, дв плоскости перес$каютса 
по прямой. 


ГЛАВА ХУИ. 
Плоскоеть и прямая. 


155. Положене прямой’ относительно плоскости. Положене 
прямой относительно плоскости можетъ быть ие. 1) д ея 


=) Ф” ну == _ &. т 5$ 9 в ^^ р. ь № Ка СУТ 
а . -. у ‹ р я 2, \ 
| 7 » у 


Е а М 
| Е те, 
точки лежать па плоскости— тогда она вся лежитъ въ этой пло- 
скости; или 2) она имЪетъ только одну общую точку съ плоскостью, 
т,-е. пересткаеть её; точка. пересЪченя прауой съ плоскостью назы- 
вается основаиемь прямой; или 3) прямая вовсе не иметь общихъ 
точекъ съ плоскостью, т.-е. не встрЪчаетъ плоскости, какъ бы мы 
ни продолжали прямую и плоскость; въ такомъ случай она парал® 
лельна съ плоскостью. | 

Установивъ различныя положентя ойой относительно плал- 
кости, мы должны опредБлить теперь точно призпаки, необходимые 
и достолточные для того, чтобы по нимъ можно было безошибочно 
заключать, находятся ли плоскости и прямызя въ томъ или ивомъ 
изъ указанпыхь положен1й. Начьемъ съ периендикулярпаго поло- 
женя прямой относительно плоскости ‘и дадиамъ опредЪаеше пер- 
пенликуляра къ плоскости. 

Прямая называется иерпендикуляромь кз плоскости, если она 
перпендикулярна ко всякой прямой на плоскости, проходящей через» 
ея основаще, т.-е. черезь точку переспченя перпендикуляра сз пло- 

0 скостьт. 

Наприм$ръ, ОВ (черт. 172) перпендикулярна 1 КЪ 
плоскости (@, ибо она перпендикулярна въ прамымъ 
ВС, ВБ, ВЕ, ВЕ и т. д., т.е. ко вебуъ прямымъ ва 
плоскости О. проходящимъ черезъ осповаше В, пли, 

Черт. 172.  Ипаче говоря, )глы, которые образуетъ грамая ОВ со 
всфми этими лишями, прямые. 

Въ этомъ опред$лени для перпендикуляра въ плоскости ‘дано 
безчислениое множество условий («ко всякой прямой»). Этого, конечно, 
достаточно, ‘но это не необходимо; этого слишкомъ много для опре- 
дБлевня перпендикулярпости. Посмотримъ, быть можетъ, будетъ до- 
статочно и вфсколькихъ` услов!й.` Но въ такомъ случа спрашивается, 
сколько же условй необходимо и вмЪфестБ съ тфмъ достаточно для 
указанной перпенликулярности. 

На поставленный вопросъ намъ отвфтить слфлуютщая теорема: 

156. Теорема. Прямая, перпендикулярная къ двумь прямымь на 
плоскости, проведенным черезь ея основашще, будеть перпендикулярна 
ко всякой третьей линш, также проведенной, через» ея основаще, т.е. 
она будетз перпендикулярна ко всей плоскости. | 

° Пусть прямая АО (черт. 173) перпендикулярна въ 
двумъ прямымъ АВ и АД на плоскости ©, проходящимъ 
черезъ ея основаше А. | 

Надо доказать; что АО перпендикулярна ко всей’ 
плоскости (). Для этого достаточно доказать, что` АО 

Черт. 173. перпендикулярна къ и/0бй третьей прямой АС на 
плоскости (©), проходящей также черезъ основаше А. 

Намъ, значить, надо доказать, что уголь -ОАС— прямой, т.-е. 
один изъ равныхь смежных Улов. Начертимъ требуемые для_дока- 
зательетва смежные углы. Для того ‚ продолжимъ лиН10 АО по дру- 
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гую сторону плоскости © (т.-е. внизъ, подъ плоскость) и докажемъ, 
что уголь ОАС=углу О.АС. Поступимъ здЪсь такъ же, какъ мы 
часто поступали ранфе: построимъ треугольники, въ которые вхо- 
дили бы элементами эти углы, притомъ таве треугольники, чтобы 
ихъ равенство легко было доказать. Отложимъ АО, =АО, а на лини 
АС возьмемъ любую точку С, соедивимъ ее съ точками О и О, и 
докажемъ, что треугольникъ ОАС равенъ треугольнику О.АС. Такъ 
какъ по двЪ изъ сторонъ этихъ треугольниковъ уже. соотв тственно 
равны (АО=АО, и АС—0общая сторона), то остаетея лишь доказать 
равенство сторонъ ОС`и 0:0. Эти лини введемъ элементами въ 
новые равные треугольпики: черезъ точку С проведемъ прямую ВО, 
перес$кающую 06$ данвыя прямыя АВи АГ (для этого достаточно 
выбрать на АВ любую точку В), и соединимъ Ви О съ О и 0.. 
Получимъ равлые треугольника ОХОВ и ОО,В [ВО— общая сторона, 
а ВО=ВО, и РО=р0О%, какъ пакловныя къ О0:, имЗюпия равныя 
проекци АО и АО, ири перпендикулярахь ВА и ОА (33)]. Саф- 
довательпо, если поверпуть ДОО:В вокругъ общей: стороны ВО и 
наложить его на АООВ, то вершина О, пепремфнао. совмфстится 
съ вершиной О, вел5детве равенства треугольниковъ; И такъ какъ 
точка С при этомъ остается неподвижной, то отр$зокъ О,С со- 
вмЪстится съ отрЪзкомъ ОС, т.-е. въ треугольникахъь ОАС и_0.АС 
равпы и третьи стороны О.С и ОС; елБдовательно, треугольники 
ОАС и О:АС равны. Изъ разенства этихъ треугольниковъ слБдуетъ 
равенство угловъ ОАС и О,АС, а такъ какъ уголь ОАС смежный, 
то опъ рагпый смежный, т.-е. прямой, и ОА, значатъ, перпендику- 
лярпа къ АС. А если прямая ОА перпендикулярна, къ .000й третьей 
прямой АС, то опа периепдикулярна ко всякой прямой, проходящей 
черезъ ея основаше, ‘т.-е. ола перпендикулярна къ плоскости 0. 

157. Теорема. Черезь точку, взятую на прямой, можно пто- 
вести плоскость, перпендикулярную кз этой прямой. 

Пусть дана прямая АВ и точка О на этой прямой (черт. 174). 
Требуется черезъ точку О провести плоскость, перпендикулярную 
къ АВ. По доказанпой сейчасъ теоремЪ, пернендикулярность пря- 
мой АВ въ искомой плоскости должна опредЗляться тЪмъ, чтобы 


’АВ была перпендикулярна хз двумз прямымъ въ этой 


плоскости, проходящимъ черезъ точку О. Построимъ В 
так я прямыя. Для этого проведемъ черезь АВ. двЪ 
плоскости ВС и ВЛ и въ каждой изъ нихъ возставимъ 
по перпендикуляру ОЕ и ОЕ въ прямой АО. Плос- 
кость Р, проведеппая черезь ОЕ и ОЕ (153), будетъ 
искомая, ибо АО перпендикулярна къ двумь прамымь 83] 
ОЕ п ОЕ на ней, елЪдовательно, она перпендикулярна Черт. 174. 
ко всей плоскости, или обратно— цлоскость перпендику-. 
лярна къ ней. | | ат | 

158. Теорема. Из» всякой точки на плоскости можно возста- 
вить к5 плоскости перпендикуляр и притом тольно одинз. 
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Цусть дана плоскость Р и на ней точка В (черт. 175). Возь- 
мемъ какую-нибудь прямую АВ и въ любой ея точкЗ О проведемъ 
къ ней перпендикулярную плоскость (). А послднее мы можемъ 
дЪлать, согласно предыдущей теорем$. ЗатЪмъ перенесемъ эту плос- 
кость и совм$стимъ ее съ данной плоскостью Р такъ, чтобы точка 
О упала на точку В. Прямая АО займетъ положеше А.В, перпен- 
дикулярное къ плоскости Р. Теперь докажемъ вторую часть нашей 
теоремы, что перпендикуляръ А.В въ плоскоети Р, возставленный 
въ точЕБ В—единственный. Если бы существоваль еще одинъ пер- 
пендикуляръ А.В, то черезъ оба перцендикуляра А.В и А.В можно 
было бы провести плоскость (153), которая пересЪкала бы плос- 
кость Р по прямой ВС (154). Тогда вышло бы, что къ этой прямой 
въ одной плоскости изъ точки В возставлены два перпендикуляра, 
что невозможно. Сл$довательно, нельзя допустить существоване 
другого перпендикуляра, и А.В—единственный перпендикуляръ. 

159. Перпендикуляръ и наклонныя. Если изъ одной точки А 
проведемъ къ плоскости Р (черт. 176) перпендикуляръ АО и на- 
клонную АВ, то прямую ОВ, проведенную между основатями пер- 
пендикуляра и наклонной, условимся называть яроекией наклонной 
АВ на плоскость Р, 

Теорема. Если изз точки внъ плоскости опустить на нее 
перпендикулярь и нъсколько ‘наклонныхь, то: 

1) перпендикулярз хороче всякой наклонной; 

2) наклонныя, имююиия равныя проекщи, равны: 

3) изз двужь наклонныхь та больше, которой проекшя больше. 

Пусть изъ точки А (черт. 176) проведены перпендикуляръ АО 
и наклонныя АВ, АС и АР. Чтобы доказать требуемыя положения 


А С 


ь О 
Черт. 175; Черт. 176 Черт. 177. 





мы вращаемъ прямоугольные треугольники АОВ, АОС и АОБ 
такимъ образомъ,. чтобы они помфетились въ одной плоскости, хотя 
бы въ плоскости большаго треугольника АО. Тогда вс наклонныя 
будутъ находиться въ одной плоскости съ перпендикуляромъ, и веЪ 
проекции на одной прямой. Тавимъ пртемомъ мы приводимъ доказывае- 
уую теорему къ доказаннымъ уже въ планиметр1и теоремамъ о со: 
отношеняхъ между перпендикуляромъ, наклонными и ихъ проекщями. 

‚160. Теперь выяенимъ условя параллельности прямой и плос. 
кости. СлЗдующая дв теоремы даютъ эти условя: 

Теорема. //рямая АС (черт. 177) и плоскость Р, перпендику. 
ларныя кз одной и той же прямой АБ, параллельны между собою. 
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Пусть даны плоскость Р и прямая АС, перпендикулярныя 
къ другой прямой АВ; требуется доказать, что прямая АС па- 
раллельна плоскости Р, т.-е. что он не пересекаются, сколько. 
мы бы ихъ ни продолжали. Допустимъ противное, что прямая АС 
перес$ кается съ плоскостью Р, т.-е. имфетъь съ нею какую-нибудь” 
общую точку, наприм$ръ, О. Проведемъ на плоскости Р прямую 
ВО. АВ, перпендикулярная къ плоскости Р, очевидно, перпенди- 
кулярна также и къ прямой ВО. Тогда при допущени, что плос- 
кость Р и прямая АС имфютъ общую точку О, мы будемъ им ть, 
что изъ одной точки О можно опустить на прямую АВ два пер- 
пендикуляра ОВ и АО, что невозможно. А такъ вакъ всякое допу- 
щене существован!я общей точки прямой АС и плоскости Р при: 
водитъ къ возможности опустить изъ одной точки два перпендикуляра 
на прямую, то ясно, что такое допущеше неправильно, и АС съ 
плоскостью Р не имфютъ общихъ точекъ, т.-е. онф параллельны. 

161. Теорема. Ели прямая параллельна какой-нибудь прямой 
на плоскости, то она параллельна самой плоскости. 

Пусть дана плоскость Р (черт. 178), на ней С р 
прямая АВ, и внз ея СО, параллельная АВ. Про- 
ведемъ между данными двумя параллельными пря- 
мыми АВ и СО (153) плоскость АО. Прямая СО |А В 
не может»х выйти изъ этой плоскости, & потому она, |Р 
находясь въ одной плоскости съ АВ, можеть встрф- Черт. 178. 
тить плоскость Р не иначе, какъ пересЪкаясь съ пря- 
мой АВ. Но это невозможно, такъ какъ СО параллельна АВ. Слф- 
довательно, СР параллельна плоскости Р. 


ГЛАВА ХУШ. 
Параллельныя плоскоети 


162. Признаки параллельности двухъ плоскостей. 

Теорема 1. До плоскости, перпендикулярныя кз одной и той 
же прямой, параллельны, т.-е. не острючаются на всем своем 
протяжении. | 

Пуеть даны плоскости Р и ( (черт. 179), перпендикулярныя 
ЕЪ ОДНОЙ И ТОЙ же прямой АВ. Докажемъ, что онЪф не могутъ 
встрЪтиться, вакъ бы мы ихъ ни продолжали. Въ самомъ дЪлЪ, 
допустимъ противное, что онЪ встр$тились въ точкЪ М, т.-е. что 
точка М лежить одновременно въ обЪихъ плоско- 
стяхъ. Въ такомь случа прямая АМ лежить въ 
плоскости Р, а ВМ—въ плоскости ©, и АВ пер- 
пендикулярна къ АМ и къ ВМ, т.-е мы имЪемъ 
треугольникъ АМВ съ двумя прямыми углами МАВ Черт, 179. 

и МВА, что невозможно. Сл$довательно, налие до- 
пущенте, что данныя намъ плоскости могутъ ветр$титься, неправильно. . 
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Итакъ, если плоскости Р и © перпендикулярны БЪ одной 
ярямой, то не можеть существовать пикакой точки М, лежащей 
эдновременпо въ обЪихъ плоскостяхъ, т.-е. он параллельны. | 

Теорема 2. До» плоскости параллельны, кода двъ пересткаю- 
иияся прямыя, лежация въ одной изь них, соотвътсетвенно парал- 
дельны 0вумь пересъкающимся прямымь, лежащимз 65 ня (33 
данныхз плоскостей. 

Положимъ, что прямыя АВи АС (черт. 180), лежатия въ 
плоскости (©, соотвЪтетвенпо параллельны двумъ прямымъ ОЕ и ОЕ, 
лежалцимъ въ плоскости Р; требуется доказать, что плоскости Ри О 
параллельны. Позставиуъ изъ точки А перпендикуляръ къ плос- 
кости (@, и пусть опъ пересфчетъ плоскость Р въ точкз А!. Про- 
водимъ въ плоскости Р черезь точку А, прямыя АВ: и А,Сь, 
соотв тственно параллельтыя прямымъ ОЕ и ОЕ. АВ и А.В: парал- 
лельпы третьей прямой ОЕ, слВдовательпо, оп$ параллельпы между 
собой; такпмъ же образомъ докажемъ, что АС параллельна А.С 
Но прямая АА,, перпендивулярпая къ одпой изъ параллельныхь 
прямыхъ АВ, периевдикулярва и къ другой А.Бь. Точно такъ же 
цокажемъ, что АА, перпендикулярна и къ А,С:. СлЪдовательно, 
прямая АА,:, перпендикулярпая 5ъ двумъ прамымъ А.В: и А, С: на 
плоскости Р, перпевдокулярпа въ самой плоскости Р. Такимъ 
образомь мы имфемъ, что плоскости Р и @ перпепдикулярпы въ 





Черт. 150. Черт. 181. 


одпой и той же прямой АА,; слфдовательцо, плоскости Р и ©, 
вогласпо предыдущей теоремЪ, параллельпы. 

‘163. Теорема. До параллельныя плоскости перестииются 
третьей плоскостью по прямымь параллельнымь. 

Пусть даны двф параллельпья плоскости Ри © (черт. 181). 
Плоскостей, пересЪкающехъ 06% дапвыя параллельныя` плоскости, 
можно провести сколько угодпо. Чтобы провести одну изъ пихъ, 
выберемъ на дапныхъ плоскостяхъ по точь: О па плоскости Ри 
О, на плоскости ©, и черезъ одпу изъ нахъ О, напримръ, прове- 
демъ по плоскости прямую въ любомъ направлеши, папримЪръ, 
прямую АВ. Черезъ эту прямую АВ и другую точку О, проводимъ 
плоскость 5, которая и будетъ пересЪкать обЪ данныя плоскости 
Ри О. Праямыя АВ и А.В:, лиши пересфчен!я, находясь въ одной 
плоскости 5, не могутъ перес$чься, такъ. какъ въ противномъ случа 
пересЪкались бы плоскости Ри (©, что противор$читъ условю. 





СлжловаельНо, лин1и пересчен!я двухъ параллельнихь плоскостей Е. 


третьей булутъ параллельныя прямыя. | 


164, Теорема. Грямая, пертендикулярная кз одной изз параллель- 
ныть плоскостей, перпендикулярна и къ друлой. 

Пусть давы двБ паралаельвыя плоскости Ри ( (черт. 182) и 
прямая. АС, перпендикуларная къ одной изъ нихъ ©. Докажемъ, 
что АС перпендикулярна и къ плоскостя Р. Проведемъ черезъь АС 
двБ плоскости М и №, воторыя пересъкуть дапныя плоскости Ри. 
© по прямымъ ВЕ, ВО, СЕ и СТ. ВЕ параллельпа СЕ и ВО па- 
раллельна С], потому что (параллельный) плоскости Р и О, будучи 
пересвчены третьей - плоскостью М или.М№, перееБкаютея по парал- 
лельнымъ прямымъ (163). Нряуая АС, будучи по услойю перчен- 
дикулярна къ прямымъ. ВЕ и ВО, будетъ перпендикулярна и къ 
п„раллельнымь имъ прямымь СЕ и СЁ. Отсюда слБдуетъ, что АС 
перпендикулярна къ плоекоеги Р, ибо она периендикулярна къ твухъ 
прямымъ ‘на плоскости, провеленнымъь черезь ея осповаше (156). 


_165. Теорема. Пзралмельныя прямыя, заключенныя между па- 
ролл льными плоскостями, равны между собою. 


Пусть между двумя параллельными плоскостями Ри © (черт. 
183) проведены дв параллельныя прямыя АС и ВО. Проведемъ 


ее 


Черт. 182. | Черт. 183. Черт. 184. 





. плоскаеть черезъ эти дв прямыя. Опа пересфчеть параллельных 


плоскости Ри ( по лишямь АВи СО, параллельнымъ между собою 
(163). А потому четырехугольникъь АВОС параллелограмиъ. Въ па- 
раллелограми$ же; мы знаемъ, противоположныя стороны равны, 
слфдогательно. АС=ВО, т.-е. мы доказали, что отрЪзки паразлель- 
выхъ прямыхь АС и ВО, завключенлые между параллельными 
плоскостами Ри ©, равны. 


СлЪдстве Разстояше между двумя параллельными плоскостями 
вездь одинаково. В+ самомъ дЁлЬ, разстоящемъ отъ одной параллельной плоскости 
до другой влужитъ перпевдикуляръ, опущи ННЫЙ изъ какой-либо точки одной па“ 
раллельной плоскости ва другую. Опустимъ изъ любыхь точёкъ А и В плоскости 
Р (черт. 184) перпендакуляры АС и ВП на плоскость О. Соединимъ прямой СБ 
основания перпевдикузаровь С и` О. Тома АС и ВПО, какъ два перцендикуляра 
къ одвой прямой СЮ, параллельны. А паралаельныя прямыя, заключенаыя между 
параллельными плоскостями, равны. СлЪловательно, разетояве между двумя па- 
раллельными плоскостами вездЪ одинаково. 


а 


ца, 
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Повторительные вопросы и отвъьты. 


1) Чему равна площадь прямоугольнаго треугольника? Половин® произведен я 
его катетовъ. 92) Чему равна площадь траишеци? Произведеню полусуммы 
параллельныхъ сторонъ трапещи на высоту. 3) Чему равна площадь правиль- 
наго мяогоугольника? Половинз произведеня периметра на апоеему. 4) Чему 
равна площадь круга? ДлинЪ окружноети, умвоженной на половину рад!уса/“ 
(3—«В?). 5) Чему равна площадь сектора? Произведеню одлены его дуги на 
половиву радГуса. 6) Какъ гласить теорема Пиезгора? Квадратъ, построенный 
на гипотенузВ прямоугольваго треугольвика, равняется суммВ квадратовъ, по- 
строенныхъ на его катетахъ. 7) Можво ли превратить четырехугольникъ въ равно- 
великй ему треугольникъ? Можно. 8) Каве многоугольники называются подобными? 
ТавЛе, у которыхъ углы соотвьтетвенно равны, & сходственныя стороны пропорц!о- 
нальны, 9) Кавя стороны —сходственныя? Стороны, прилегающия къ разнымъ 
угламъ. 10) Что такое пропорщюнальвоеть. сходетвенвыхъь сторонъ? Отношене 
двухъ к.-н. сходетв. сторонъ равно отношению всякихъ другахъ сходств. сторонъ, 
11) Могутъ ли быть полобны прямоугольникъ и квадратъ? НЪтъ. 12) Если внутри 
треугольника провести прямую, па’аллельную одной изъ его сторонъ, то что полу- 
чимъ? Другой треугольникъ, подобный первому. 13) Вогда подобны два треуголь- 
ника? Вь трехъ случаяхъ: а) если ови имЪють по два равныхъ соотвЪт, угла, 
Ъ) если уголъ одного равенъ углу другого и стороны, ихъ заключающ!я, пр»пор- 
цюнальны и ©) если имфють по три равныхъ стороны; 14) Бакъ относятся 
между собой высоты въ подобныхъ треугольникахъ? Какъ ихъ осн вашя. 15) Когда 
подобны прямоугольные треугольники? Если имють пропорцщональные кагеты или 
по равному острому углу, или если гицотенуза и катетъ одного соотвЪтетвенно 
препорщ»нальны гипотенузз и катету другого. 16) Баще ‘многоугольники п010б- 
ны? Составленные изъ одинаковаго числа и одинаково расположенныхъ треуголь- 
никовъ. 17) Какъ относятся между собой периметры подобныхъ многоугольвиковъ? 
Какъ схолетвенныя стороны. 18) Что изучаеть с'ереометр!я? Свойства поверхно- 
стей геометрическихъ тЪлъ и даеть способы измфреня ихъ поверхн-стей и объ- 
емовъ. 19) Черезъ сколько точекъ можно провести одну плоскоеть? Черезъ всякя 
тра точки, не лежащая на одной прямой. 20) Сколько плоскостей можно провести 
черезъ двЪ параллельныя прямыя? Только одну. 21) Можно ли провести двЪ 
плоскости черезъ двз пересЪкающ!яся прямыя? НЪть, а только одну. 29) Какъ. 
перееФкаются между собой дв плоскости? Только по прамой. 23) Что такое 
перпендикуляръ въ плоскости? Прямая, перпендикулярная ко всякой прямой на 
пло кости, проходящей черезъь ея основан!е. 24) Межно ли провести плоскость, 
перпендикулярную пряуой? Можно. 25) Что вы скажете о перпендикулярв и 
накловвыхъ къ плоскости? Перпендикуляръ короче всякой наклонной; наклончыя, 
имфющя равныя проекщи, равны; изъ двухъ наклонныхъ та больше, у которой 
проекщя больше. 26) Когда прямая ливя и плоскость параллельны между собой? 
Если онЪ п"рпендикулярны къ одной и той же прямой. 27) Когла прямая парал- 
лельна плоскости? Если она паралаельна къ прямой на плоскости. 28) Когда 
дв П-оскости параллельны другъ другу? Когда он перпендикулярны къ одной 
и той же прнмой. 29) Вакъ пересекаются двЪ параллельныя плоскости третьей 
плоскостью? По прямымь параллельнымъ. 30) Что вы скажете о параллельныхъ 
прямыхъ, заключенныхь между параалельными плоскостями? Онь раввы между. 
собой, | 


Задачникъ по геометрии. 





167. Опредзлить площаль прямоугольной трапеци, если извЪетно, что 
меньшая изъ параллельныхь сторонъ равна 12, большая==16, а уголь, образован- 
ный боковой стороной трапеции съ основантемъ, равенъ 45°. Рьшене. Прямоугольной 
‘трапецей  называетея такая, у которой’ одна изъ боковыхъ непараллельныхъ 
сторонъ перпендикулярна къ основанию; эта перпендикулярная сторона и будетъ 
высотой трапещи. Чтобы опредЪлить, чему равна высота, опустимъ изъ вершины 
угла, образованнаго боковой неперпенди улярной стороной съ меньшей парал ельной 
сторопой (верхнимъ основашемъ), периендикуляръ на нижнее о но ач1е О‘евидно, 
что этотъ перпендикуляръ и ‘боковая перпендикулярная сторо'а равны между 
© бй (два перпендикуяра къ одной сторонЪ параллельны, а отрфзки параллель- 
ныхъ межлу парчл ельными равны). Получимъ прямоугольный треугольникъ, 
образованный ^ боковой ‘стороной (гипотенуз,), перпенликуляромъ изи выс тей 
(катеть) и отр5з.омъ нижняго ‘основан!я (другой категъ). Въ этомъ треугольник 
отрфз*ЕЪ основаня равенъ разноети между верхнимъ и нижнимъ основами, 
Т.-6. 16—12==4; & такъ какъ оданъ изъ угловъ прямоугольнаго треугольника== 
=45°, ти и другой уголъ==45° ('умма угловъ треугольника ‘должна быть 18°); 
если же углы при о новаи (т.-е. при боковой сторонз трапещи) ра ны, то 
треугольвикъ равн бедренный, т.-е. высота равна отрЪ.ку осневания— 4. Цаощадь 


- р 
трапеции бе . 4—56. 


168. Опредълить площадь правильнаго шестиугольника, если извЪетно, что 
его, сторона=6, а аповема=4, Рющеше. Площадь правильнаго многоугольника 
равна половинЪ произведешя периметра на аповему, но перимегръ даннаго шесги- 

| 36Ж4 
угольника—=6`6—=36, слЪлевательно, площадь== с ==74. 

169. Около шестиугольника описана ‘окружность, ражусь которой= $ 
Опрек®ли'ь площадь даннаго правильнаго шечтиугольника. Рюшене. Ст рюна 
правильнаго шестиугольника равна радусу описаннаго круга. слЪдов тельно, она 
равна въ нашемъ примфрЪ 9. Чтобы опредблить апееему, мы раземот имъ прямо- 

> АЕ 
угольный треугольникъ ДОМ (ем. черт. 148 вь куре5 геометрии): АМ=-5- (А АОК 
равнобедренный), АО есть радусъ окружности, описанной около шести угольника 
(на чертежь она не изображена), и, по условно залачи, АО=9. Итакъ. АО*= 


— АМ? -- ОМ?, или 9? =(5) ом», ‘откуда ОМ? = 972 —(;) ==: ОМ = 


а. и 81.89 23909. кан: 248 
= И —3— ть УЗ. Площадь шестиугольника— о — . р Уз — > УЗ. 


170. Радусы сектора образуютъ между собою уголь въ 50°, вершина котораго 
лежить въ цептрь окружности. Опредёлить площадь сектора. если радусь=5. 
Ръшене. Д АОВ (ем. черт. 151 вь курез геометрия) есть центральный, и ему 
соотвЪтетвуетъ равная ему дуга, слфдовательно, — АшВ==50°. Чтобы опредЪ. ить 
ея длину, увидимъ, какую Часть окружности она составитъ;у для этого дьлимъ 








50° : 360°, позучаемъ =; итакъ, — АВ окружности. Длина окружности== 


2=В.5 БВ 5-5 95.22 А 
ЕЕ. 15 Площадь сектора= 


— ги на поло: а 29 а НИ 
—произведенио длины его ду оловипу радуса= 3 Хэ= в 10156 


—9=В, то длина ^ АшВ= 


171. Въ кругъ вписанъ правильный треугольникъ, длина стороны котораго== 
—3 футамъ. Вычислить Площаль круга. Рюшеше. Площадь круга=тВ?; съ 


другой стороны, извЪетно, что сторона правильнаго треугольника=В УЗ, гв В 


930 


| г. 3 
есть рад1усъ описаннато круга. Слвдовательно: 3=ВУ 3, откуда Вуз. Пло- 


8 2 
щадь прутват - (7) п. 3—8 =8 95 кв. фут. 

172. ОпредЪзить площадь равносторонняго треугольника, если извфетно, что 
сторона его равна 10 аршинамь. Рьшенще. Площадь всякаго треугольника равна 
половинз произведеня освованя на высоту. Въ данной задачь дано, что основа- 
не равно 10 аршанамъ (у равносторонняго треугольника всЪ стороны равны, 
слЪдовательно, и основаше == 10 арш,). Итакъ, чтобы рьшить задачу, требуется 
опредзлить, чему равна высота даннаго треугольника. Для этого опустимъ изъ 
вершины треугольника перпендикуляръ на основан1е, этотъ перпендивуаяръ раз- 
ДЬлИТЬ основан пополамъ (перпендикуляръ, опущенвый изъ вершины равнобед- 
ренваго треугольникь на основан!е, двлить уголъ при вершин® и основаюме попо- 


замъ, а равностороны!й треугольникъ есть вмфетВ съ тёчъ и равнобедренный). Полу- 


чимъ прямоугольный треугольникъ, у котораго. катетами будуть высота и половина 
основа пя, а гипотенузой боковая сторона треугольника. Въ этомъ прямоугольном 
треугольник гивотенуза равза 10 арш., половина основаня = 10 арш ; 2 =5 арш. 
НеизнЪетна только высота; обозначимъ ее черезъ Б, но извЪетно, что въ прямо- 
угольномъ треугольникВ квадратъ гипотенузы равенъ суммЪ квадратовъ катет.въ: 
слфдовательно, имБемъ, что 10?=52--В? или 100=25--1?; откуда получаемт, ч‘ло 
В2—100—25=75, а = У/75=У 95.3=5.3=5 3. Площадь же треуголь- 
ОИ 20 ИЗ арш, 


173. Въ равнобедренномъ треугольник® одна изъ равныхъ сторонъ равна 4, 
высота, опущенная изъ вершины треугольника на основав!е, равна 2. Опредьлить 
площадь треугольника. Рющшеще. Въ равнобедренномъ треугольник высота дфлить 
основан!е пополамъ. Обезвачивъ освоваше черезъ а, нахолимъ, что половина осно- 
вашя равна ->. Изъ прямоугольнаго треугольника, образованнаго высотой, поло- 
виной основавя и одной изъ раввыхъ еторонъ треугольника, гдз высота и поло- 
вина основавия будутъ катетами, а одна изъ раввыхъ сторовъ треугольника бу- 
детъ гипотенузой, имфемъ, что квадратъ гипотенузы равенъ сумм квадратовъ 


я а \2 а? а? о 
катетовъ, т.-е. 4*=2 (5) ‚ ИЛИ 16=4--->, ИЛИ д=—16 —4=12, или (1“—48, 


а= У 48= У16.3= У 4?.3==4/3. Зная основаве и высоту, находимъ, что пло- 


ника равна 


8 — 
щадь треугольника * и 4уЗ. 


174. Площадь равнобедренваго треугольника равна 25, высота равна 5. 
Опредзлать равныя стороны треугольника. Рлъшенще. Обзначимъ осн. вав1е черезъ 
а, одну изъ равныхъ стор нъ черезъ Ъ. Площадь треугольника равна половинз 

5 25х2 
произведен1я основавя на высоту, са5довагельно, об откуда @= х == 0} 
} 
Изъ прямоугольнаго треугольника, образованнаго высотой, половиной основамя и 


одной изъ равныхъ сторонъ треугольника, имфемъ, что № =(5)*-+ь*, ИЛИ 


: 0\2 4 а 5 
м—(5)) --5°, или 5?=6°-|-5°=—50; откуда 6= У50=125.2= У5*.2=5У 2. 
175. Площадь равнобедреннаго треугольника равна 24, основан!е равно 4. 


Опрелфлать другя его стороны. Рээшене. Обозвачамъ одну изъ равныхъ сторовъ 
черезъ №, высоту черезъ В. Пзощадь треугольника равна половинв произведения 


основашя на высоту, слдовательно РЭВ; откуда БЕ ЗАНЫа. Изъ пря- 

моугольнаго треугольника, образованнаго: высотой, половиной основзня и одной изъ 
3 

равныхъ сторонъ, имЪфемъ, что №=(5) —- 53, или 6?==4--В3, или 62==4--12*== 


—=4--144=143; откуда Ъ= И148=/4.37=3 87. 














Геометртя. 


ГЛАВА ХХ. 
Лвугранные. и многогранные углы. 


166. Двугранные углы. Пусть дана прямая АВ (черт. 185). Про- 
ведемъ черезъ нее двЪ плоскости Ри ©, тогда часть пространства, за- 
хлюченная между этими пефесъкающимися плоскостями Ри ©, будеть 
называться 0двуграннымь углом». Плоскости, образующая 
двугранный уголъ, называются его гранями. НапримЪръ, А 
плоскости Ри © будуть гранями образованнаго нами дву- 
граннаго угла. Прямая АВ, въ которой об плоскости 
пересЗкаются, называется уебромь двуграннаго угла. Дву- 
гранный уголъ обыкновенно обозначается 4-мя буквами, 
изъ которыхъ двЪ средн1я стоять при ребрЪ, а двЪ край- В 
вя у граней. НапримЪръ, двугранный уголь, изображен- Черт. 185. 
ный на чертежЪ 185, обозначають РАВФ. 

Если изъ какой нибудь точки М ребра АВ проведемъ къ нему пер- 
пендикуляры МГ и ММ, лежапие соотв тетвенно въ плоскостяхъ © иР, 
то уголь 2ММ, образованный этими перпендикулярами, называется 
личейнымь угломь двутраннаго угла. Плоскость, проходящая черезъ 
‘лини МГ и ММ, будетъ перпендикулярна къ ребру АВ, ибо АВ перпен- 
дикулярна къ двумъ прямымъ на этой плоскости (157); сл$довательно, 
линейный уголъ образуется также перес$ченлемъ сторонъ двуграннаго 
угла плоскостью, перпендикулярной къ ребру его. 

Два двугранные угла называются равными, если они могуть при 
‘наложени совм%Фетиться такъ, чтобы ребро и 060% 
трани одного угла пошли по ребру и гранямъ другого. 
Отсюда видно, что величина двуграннаго угла зависить 
только отъ взаимнаго наклонентя граней, но не зави- 
сить оть величины ихъ. — | 

_ При перес$чени двухъ плоскостей образуется Черт. 186. 
четыре двугранныхъ угла, которые, такъ же какъ и 
плосве утлы, попарно называются смежными и вертижальцыми. Дву- 
гранные углы РАВФ и РАВМ (черт. 186) будуть смежные. Двугран- 
вые угль РАВО и МАВ\№- вертикальные. 


мы 
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Когла два смежныхъ двугранныхъ угла равны между собою, то 
каждый изъ нихъ называется зрямымь, а плоскости образующая его, — 
перпендикулярными. 


167. Многогранные углы. Возьмемъ на плоскости бумаги нЪ- 
сколько угловъ, сходящихся въ одной точкЪ 5 (черт. 187), а, Ъ, с, 4. 
ВырЪжемъ весь уголь АЗЕ и, сдфлавъ надрЪзы ВВ, эс и БО, станемъ 
сгибать бумагу по прямымъ ЭВ, 5С и ВО до тЪхь поръ, пока ЪЕ не сов- 
падеть съ ЗА, тогда получится фаягура П, которая 
вмЪст$ съ частью пространства, ограниченной плос- 
костями, АЗВ, В$С, С), ОЗЕ и ЕЗА, называется 
многогранным» угломь. Вообще, многограннымь угломъ 
наз твается часть пространства, заключенная между 

Черт. 187. нъсколькими плоскостями, сходящимися в5 одной 

точкъ. Плоскости (АЗВ, ВЗО, С50...), ограничи- 

ваюпия многогранный уголъ, называются его гранями, а точкаь, ко- 

торая является точкой схождешя граней, называется вершиной много- 

граннаго угла. Многогранные углы различаются по числу граней и 
бывають трехгранные, четырехгранные и т. д. 

Многогранный уголъ обозначается или одной буквой 5, постав- 
ленной у вершины, или же рядомъ буквъ ЗАВСПЕ, изъ которыхъ первая 
обозначаеть вершину, а проч1я— ребра но порядку ихъ расположетя. 


т 





ГЛАВА ХХ. 
Иногогранники. 


`168. Многогранники. Многогранникомь называется геометриче- 
ское тъло, ограниченное 0 всъхо сторон плоскостямми. 
` Плоскости, ограничиваюния многогранникъ, попарно пересЗка- 
ютея но прямымъ лин1ямъ, называемымъ ребрами многогранника, самыя 
плоскости—его гранями, а точки схождентя трехъ или болЪе граней— 
вершинами ето. | 

Изъ различныхъ видовъ многогранниковъ въ элементарной гео- 
метр1и разсматриваются обыкновенно только `слфдующие наибол$е 
простые и часто встрЪчаемые на практикЪ многогранники: 
призма, чараллелопитедъ, или паралтелэпитедъ» инрамида. 
Дадимъ теперь опредълевя этихъ тфлъ. 


169. Призма. Прузмой называется многограниикь, 

) котюфаго двъ грани суть равные многогранники с5 сов- 
отвтьтетвенно параллельными сторонами, а проия грани— 
Черт. 188. паралделограммы. Такова призма АВСОЕА!В!С!1Р1Е1 
(черт. 188). Параллельные многогранники АВСРЕ и 
АзВ:С:0!Е! называются основийями призмы. Перпендикуляръ НО, 
энущенный изъ любой точки одного основаня до перес$чентя съ другимъ, 
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называется высотой призмы. Параллелограммы (АА!ВВ!, ВВ!1ОС:, 
СС:ОТ....) называются боковыми гранями, а лиши пересЪчен1я этихъ 
граней —боковыми ребрами. 

Изъ опредфлешя призмы елФдуетъ: 

1) Боковыя ребра призмы равны между собою, ибо ребра АА,, ВВ, СС, 
и т. д. суть отрфзки параллельныхь прямыхъ между параллельными плоскостями 
АВОПЕ и А,В,С.0.Е,, которые равны (166). 

2) 0ба основашя призмы равны между собою. АВ= А.В, и АВПА.В,, 
ибо АВи А.В, — противоположныя стороны параллелограмма АА,ВВ,, которыя 
р и параллельны. Точно также покажемъ равенство и параллельносеть ВС и 


:0,, СФ и СО, Р7Еи В.Е, ЕА иЕ.А.. Углы обоихъ основан! равны, какъ 
составленные взаимно параллельными лившями. Слфдовательно,  многоуголь- 
ники АВСОЕ и А, В,С,0.Е,, имфюще соотвЪтетвенно равные углы и равныя 
стороны, равны. 

Призма называется прямой или наклонной, смотря по тому, будуть 
ли ея боковыя грани перпендикулярны или наклонны къ основанямъ 
призмы. У прямой призмы боковыя грани суть прямоугольники. За вы- 
соту такой призмы можно принять боковое ребро. 

Прямая призма называется правильной, если ея основатя пра- 
вильные многоугольники. У такой призмы вс$ боковыя грани суть 
равные прямоугольники. 

Призмы бывають треугольныя, четыреугольныя и т. д., смотря 
по тому, лежитъ ли въ основанти треугольникъ, четыреугольникъ и 
д: 

1709. Параллелопипедъ. Призма, основашемь которой служить 
параллелозраммз, называется параллелопитедомь. 

Бз параллелотипедь ее боковыя грани параллельны 
между собою. 

Пусть данъ параллелопипедъ АВСРаса (черт. 189, П). Докажемъ, 
что противоположныя грани АаВЬ и Расе, ВЬСе и Аапа равны и па- 
раллельны. Да равна и параллельна Па, какъ пр. - 
тивоположныя стороны параллелограмма Ааа, по 
той же причин$ АВ параллельна и равна ПС. 

Итакъ, мы имфемъ, что двЪ перес$каюпияся 
прямыя Аа и АВ, лежапия на грани АаВЪ, соот- 
вфтственно параллельны двумъ перес$кающимся ш 
прямымъь Ра и РС, лежашимъ на другой грани тВрт. 10%. 
Расе, слЗдовательно, эти грани параллельны между собою. Точно также 
докажемъ параллельность граней ВЪСе и АаПа. 

Параллелопипедъ, какъ и всякая призма, называется прямым. 
когда его боковое ребро перпендикулярно къ основан1ю, въ противном ь 
случа — наклоннымь (черт. 189, Г). Прямой параллелопипедъ называется 
ярямоугольнымъ, если основанемъ ему служитъ прямоугольникъ. У та- 
кого параллелопипеда, всЪ шесть граней —прямоугольники. Три ребра 
его, сходяппяся въ одной точкЪ, будуть взаимно перпендикулярны 
и называются измърещями прямоулольнаю параллелопиптеда („длина“ 
эщирина“, „высота“). 
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Проведемъ плоскость черезъ два противолежапия ребра парал- 
гелопипеда, не лежашля на одной грани, напримЪръ, черезъ Ааи Сс 
(черт. 189). Она пересзчетъ оба основанйя по д1агоналямь АС иас 
и называется 0алональной плоскостью. Она дЪлить данный параллело- 
пипедъ на двЪ треугольныя призмы, у которыхъ НЫ осно- 
ваня и одинаковыя высоты. | 

Прямоугольный параллелопипедь съ равными измЗрешями назы- 
вается кубомз. ВоВ шесть граней куба—квадраты. _ 


171. Пирамида. Пирамидой называется многогранникь, у кото- 
т, одна гфанъ какой-нибудь многоугольникъ, остальныя гфани—тфе- 
угольники, имъючие общую вершину. 

Чтобы получить пирамиду, достаточно вершины многоугольника 
АВСПЕ (черт. 190) и точку 8, находящуюся внЪ его, соединить пря- 
мыми и провести плоскости ЗАВ, $ВС, 5СО, ЭЗОЕ и 
ЗЕА черезь точку $ и черезъ соотвзтственную сторону 
многоугольника. Полученное такимъ образомъ геометри- 
ческое т$ло будеть пирамида. Очевидно, что пирамиду 
можно еще получить, если перес$чь многогранный уголъ 
плоскостью, перес$кающею всЪ его грани. 

Черт. 190. Многоугольникь АВСРЕ называется основалмемь пи- 

рамиды, треугольники АЗВ, ВБС, СЗО, ОБЕ, ЕЗА — боко- 

выми гранями, лини пересБчен1я боковыхъ граней: Аз, ВУ, С$, 1,3, 

Е — боковыми фебрами, общая точка боковыхъ граней 3 — вершиной 

пирамиды. Перпендикуляръ БО, опущенный изъ вершины на основате 
называется высотой пирамиды. 


Пирамида называется правильною, если въ основати ея лежить 
правильный многоугольникъ и высота падаетъ въ центръ многоуголь- 
ника. Высота боковой грани правильной пирамиды, напр. 5М, назы- 
вается аповёмой пирамиды. 





Всь боковыя фебра правильной пифамиды фавны между собою. 
Въ самомъ д5Бл$, ОА=ОВ=0С=0О=оОЕ, какъ радтусы правильнаго 
многоугольника. Но эти прямыя служать проекшями наклонныхъ 
ЗА, ЪВ, БС, БО, ЪЕ при перпендикулярЪ 50. А на- 
клонныя, имъюпия равныя проекши, равны. СлЪдо- 
вательно ВА, ЪВ, 5С, БО, БЕ равны, т.-е. боковыя 
ребра правильной пирамиды . равны. Вел$детв1е ра- 
венства боковыхь реберъ боковыя грани правильной 
пирамиды суть равнобедренные треугольники, равные 
уежду собою. 

Ве аповемы правильной пирамиды равны между 
собою, какъ высоты въ равныхъ треугольникахъ. 





Черт. 191. 


172. УсЪфченная пирамида; РазсЪчемъ пира- 
миду плоскостью параллельно основантю, напримЪръ, пирамиду ЗАВСОЕ 
(черт. 191) плоскостью афс4е параллельной АВСОЕ. Въ вершин от- 


лы 


_ сою повертностью и двумя параллельными плоскостями 
4 образованное вфащенлемь прямоугольника около одной изъ Черт. 192. 
его сторон». 
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дфлится новая пирамида съ такимъ же числомъ граней, какъ и первая, 
только будутъ у нея другое основане и высота. Къ основан!ю же дан- 


ной пирамиды отойдеть новое тЪло, называемое усюченной пирамидой; 
обЪ параллельныя грани АВСРЕ и асе называются ея основанями. 


` Высотою усченной пирамиды называется разстояне ОО! между обоими 


основан1ями. Высота боковой грани называется апооемой усЪченной 
пирамиды. 

Стороны одного основанля усъченной пирамиды параллельны сто- 
фонамь другого. Такъ, наприм., ае параллельна АЕ, такъ какь и ае и 
АЕ суть пересВченя двухъ параллельныхъ плоскостей АВСПЕ и аъе4е 
третьей АаеЕ. Изъ параллельности сторонъ основавй видно, что 0о- 
ховыя грани усъченной пирамиды суть тратецти. УсЪченная пирамида 
называется правильной, если она составляеть часть правильной пира- 
МИДЫ. 


ГЛАВА ХХИ. 
ТЪла вращения. 


173. Цилиндръ. Возьмемъ прямоугольникь АВСР (черт. 192). 
Станемъ его вращать около прямой АО, какъ около оси, т.-е. такъ, 
чтобы прямая АГ оставалась. на своемъ м$етЪ до т5хь 
поръ, пока ВС не придетъ на прежнее мъЪсто. Въ такомъ 
случаз прямыя АВ и ОС опишуть круги; прямая ВС, 
оставаясь постоянно параллельно самой себф, опишеть 
нЪкоторую кривую поверхность, называемую чилиндфи- 
ческою; а тЪло, образованное вращенемъ прямоугольника 
АВС, называется прямым цилиндром». Итакъ, прямымь 
цилиндромь называется тъло, ограниченное цилиндриче- 





Въ нашемъ курсз геометрии мы будемь разематривать только 


прямые цилиндры и называть ихъ просто пилиндрами. Цилиндръ, какъ 


видно изъ опредЪлен1я и чертежа, ограниченъ двумя равными и парал- 
лельными кругами, называемыми основоилями цилиндра, и одной крни- 
вою поверхностью, называемой боковой. 

Прямая АО, соединяющая центры А и ПО обоихъ основашй, назы- 
вается о:ъю цилиндра; она же показываетъ разстоян1е между обоими 
основанями и служить высотою цилиндра. Прямая ВС, образующая 
своимъь движенемъ боковую поверхность цилиндра, называется обра- 
зующею или производящею цилиндра. 

Всякая точка Е образующей ВС во время ея движеня находится 
на одинаковомъ разстояни ЕО оть оси АБ и описываетъ окружность, 
лежащую въ плоскости, перпендикулярной къ 0си; а потому съчене ци- 
линдра плоскостью, перпендикулярной къ оси (или параллельной осно- 
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ван!ю), будет» кругъ, радтусомъ котораго является ЕО. СЗчене же ци- 
линдра плоскостью, проходящею черезъ ось, будеть прямоугольникъ, 
наприм$ръ ВВ!С!0С, вдвое больший образующаго прямоугольника. 

Иногда приходится разсматривать такля призмы, которыхъ осно- 
ван1я суть многоугольники, вписанные въ основан1я цилиндра или опи- 
санные около нихъ: тая призмы называются виисенными въ цилиндр 
или описанными около него. 


174. Конусъ. Пусть данъ прямоугольный треугольникь ЗОА 
(черт. 193). ОСтанемъ его вращать около катета БО, т.-е. такъ, чтобы 
катетъ ЗО остался на своемъ мЪет% до тЪхъ поръ, пока треугольникъ ЗОА 
не приметь своего первоначальнаго положевя. Тогда катеть ОА опи- 
шетъ кругь радтуса ОА, гипотенуза ЗА образуетъ особаго вида нпо- 
верхность, которая называется конической. Тъло, получаемое от» вфа- 
щения прямоугольнаго треугольника вокфугь одного изъ его катетовъ, 
называется прямымь конусомъ. 

Въ нашемъ курс мы будемъ имЪть дЪло только 
съ прямыми конусами и будемъ ихъ называть просто 
конусами. | 

Калеть ВО (черт. 193), вокругь котораго со- 
вершается вращене прямоугольнаго треугольника, 
называется осъю конуса; кругъ, описываемый при 
вращен1и другимъ катетомь ОА, называется осно- 
ванлемь конуса. Гипотенуза ЗА, образующая своимъ 
движен1емъ боковую коническую поверхность конуса, 

Черт. 193. называется производящей или образующей. Перпенди- 

куляръ 50, опушенный изъ точки 8, называемой 

вершиной конуса, на эснован1е, называется высотою конуса. Высота 
въ прямыхъ конусахъ всегда совпадаетъ съ осью. 

Всякая точка А! образующей БА при движеши находится на оди- 
наковомъ разстоян1и отъ оси ЗО и описываетъ окружность радуса О. Аз, 
лежащую въ плоскости, перпендикулярной 30; поэтому съченме конуса. 
плоскостью, перпендикулярною къ оси или пафаллельною основанию, 
будете круг. 

СЪчен1е конуса плоскостью, проходящей черезъ ось, будетъ рав- 
нобедренный треугольникъ ВА, вдвое больший прямоугольнаго тре- 
угольника ЗОА, образующаго своимъ вращенемъ конусъ. 

Иногда приходится разсматривать такля пирамиды, которыхъ ос- 
нован1я суть многоугольники, вписанные въ основане конуса, или опи- 
санные около него, а вершина совпадаетъ съ вершиною конуса. Такя 
пирамиды называются виисанными въ конус или описанными около него. 


175. УсБченный конусъ. Если пересвчемъ конусь ЗАВ (черт. 193) 
плоскостью, параллельной основанию, то получится т$ло ВВ1А1А, кото- 
рое называется усьченнымь конусомь, Сл$довательно, усъченнымь ко- 
зиусомь называется часть полнаго конуса, заключенная между основанлемь 

% плоскостью, пафаллельною основанлю. | 








‘луокружность АМВ описы- 
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Круги ОА и О!4А, называются основанлями ус$ченнаго конуса. 
Первый кругь-—нижнимь основамлемь, второй—вертнимь. ОО1, часть 
высоты полнаго конуса, заключенная между основатями усЪченнаго 
конуса, называется высотой усЪченнаго конуса. 

УсБченный конусъ можеть быть образованъ вращенемъ трапе- 
ши ОО:А!:А, у которой одна изъ `непараллельныхъ сторонъ перпенди- 
кулярна къ основантямъ транпеши; причемъ оба основан1я трапеши об- 
разуютъ основан1я ус$ченнаго конуса, а движущаяся непараллельная 
прямая АА, —боковую кривую поверхность и можеть быть поэтому 
названа образующею ус$ченнаго конуса. 


176. Шаръ. Возьмемъ полукругъ АМВ (черт. 194). Будемъ его вра- 
щать около д1аметра АВ, пока онъ не придетъ въ первоначальное поло- 
жене; т$ло, получившееся въ результат вращентя, называется шаром®. _ 
СлЪдовательно, чиаръ есть тлъло, образующееся при вращенли полукруга 
около своего бламетра. По- 


ваетъ при своемъ вращен1и 
чаровую или сферическую 
поверхность (сфера=щар5). 
Ве точки этой поверхно- 
сти будуть на одинако- 
вомъ разстояни оть цент- 
ра вращавшагося полу- 
круга. Этоть центръ на- Черт. 194. Черт. 195. 
зывается ченитромь шара. 

Поэтому можио сказать, что маромь называется тиъло, ограниченное 
поверхностью, всъ точки которой равно удалены отуь одной внутри ле- 
эвалцей точки, называемой центромъ. 

Радусомь шара называется отрЪзокъ прямой, наприм$ръ, 0С 
(черт. 194), соединяюций центръ съ точкой на поверхности шара. Вс 
радтусы, конечно, равны, по прямому смыслу опредЪлен1я сферической 
поверхности. 

Дзаметромь шара называется отрЪзокъ прямой, напримЪръ, МК 
{черт. 194), соединяюний двЪ точки на поверхности шара и проходящий 
черезъ центръ. Лламетръ равенъ сумм двухъ радлусовъ. Очевидно, 
шаръ можно вообразить полученнымъ отъ вращен1я круга вокругь лю- 
бого изъ его дламетровъ. Поэтому даметръ шара можно еще назвать 
осью (вращеня) шара. Тогда концы д1аметра называются полюсами шара. 

Какая нибудь точка М, М, Пит. п. (черт. 195) вращающейся 
полуокружности АММГВ опишеть вокругъ оси вращен1я АВ, очевидно, 
окружность, такъ какъ разстоянте этой точки, наприм$ръ МО1, оть АВ 





_ остается неизм$ннымъ и при вращен1и образуеть одну плоскость, пер- 


пендикулярную къ АВ. Подобные круги, какъ МР, №, ПВ, назы- 
ваются параллелями шара. Наибольшею изъ параллелей будетъ кругь №, 
радтусъ котораго ОМ, перпендикулярный АВ, равенъ радтусу шара. 
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Эта наибольшая изъ параллелей называется экваторомз. Плоскость 
экватора, очевидно, проходитъ на равномъ разстоян1и отъ полюсовъ АиВ. 

Всякая плоскость, проходящая черезъ ось вращешя АВ, пересз- 
четь шаръ по н®которой окружности АшиВ (черт. 195), совпадающей 
съ однимъ изъ положений вращающейся окружности АММИВ. Также 
круги, проходяще черезъ ось шара, называются меридчанами. 


177. СЪчене шара плоскостью. Легко доказать, что мобое съченае 
шара плоскостью есть круг. РазсВчемъ шаръ О плоскостью АСВ (черт. 196) 
и посмотримъ, какой фигуры будеть сЪчете. Опу- 
стимъ изъ точки О, центра шара, перпендикуляръ 
ОС на сЪчеше и проведемъ радйусы ОА, ОК, ОВ, 
ОМ къ различнымъ точкамъ лини, ограничиваю- 
щей с$чене. Такъ какъ это равныя наклонныя 
(онф равны, какъ рад1усы шара), то и основантя. 
этихъ равныхъ накловныхъ А, К, Ви М равно 
удалены отъ основан1я перпендикуляра ОС, точки 
Черт. 196. С. Слдовательно, точки А, К, Ви М располо- 
жены на окружности круга, центромъ котораго 
служить точка С. Отсюда Видно, ЧТО сючене шара плоскостью есть 
круг. 
ме треугольника ОМС, прямоугольнаго въ С, о что ОМ =0С2-- 
т. е. квалралъ рал1уса шара равеьъ квадрату разехоль!я плоскости с$- 
чен!я отъ центра, сложенн, му съ квадратсмь радуса круга сЪченя. Такъ какь 
ОМ? всегда велкчина постоянная для одного и того же шара (какъ рамуеъ шара), 
то и сунма ОС2-- МС? тоже постоянрая. Слфдовательно, съ увеличен! мъ одного 
слагаемаго, напремфрь ОС?, другое МС? цолжвно уменьшиться, т.е. 720 мърь 


удаленчя озть центра шара уменьшается радгусъ круга съченя, а потому 
и сама площадь съченля уменьшается, и обратно. 


Круги, проходяцие черезь центръь шара, наибольшие и назы- 
ваются большими кругами; радтусъ большого круга, очевидно, равенъ 
радтусу шара. 





178 Части поверхности и объема шара. Часть шара МАМК 
(черт. 197), отсВкаемая плоскостью МКМ, называется шаровымъ сегмен- 
томь, а часть шара ММВ», заключенная между. 

двумя параллельными плоскостями, называется иа- 

с г ровымз поясоме. Разстоян1е между параллельными 
К плоскостями КС называется высотою пояса. Часть 

шара ОМА, ограниченная поверхностью сегмента, 

МАМ и поверхностью конуса МОМ, имфющаго 

вершину въ центр шара, называется варовымь 

сектором5. Онъ можеть быть образованъ вра- 


Черт. 197. щен1темъ кругового сектора о около радтуса 
АО. 


А 


ГЛАВА ХХН. 
Изчвреше` поверхностей тълъ. 


179. Поверхность прямой призмы. Чтобы вычислить поверхность 
призмы, а также всякаго другого многогранника, стоитъ узнать только 
площадь каждой грани и найти сумму площадей ‘всзхъ граней. Часте 
бываетъ нужно вычислить не всю поверхность призмы, а только сумму 
площадей боковыхъ граней. Сумма боковыхъ новерхностей безъ основан! й 
называется боковою поверхностью; боковая же поверхность вмЪетЪ сь 
основанлями составляеть полную поверхность призмы. Боковую поверх- 
ность т$лъ будемъ обозначать черезъ $, а полную поверхность черезъ В. 


Теорема. Боковая поверхность прямой призмы равняется пфроизве- 
делю периметра основамля на фебфо. | 

Пусть дана прямая призма АВСРЕА.В.С!.Р:Е, 
(черт. 198). Чтобы вычислитьея боковую поверхность, ЕП 
достаточно вычислить отдфльно площадь каждой 60- АВС 
ковой грани и затБмъ сложить ихъ. Ея боковыя грани суть 
прямоугольники, а потому: площадь АА. Е, Е=АЕ.АА,, 
площ. ЕЕО,Р=ЕР. ЕЕ, площ. 00.С.С = оС.РН,, 
площ. СС.В.В=ВС.СС, и площ. ВВ. А.А=АВ. ВВ.. Сло- 
` живъ эти равенства и замЪтивъ, что ААА =ЕЕ! =! = А С 
—(С0:=ВВ (какъ ребра), получаемъ: боковая поверх- В 
ность прямой призмы = (АВ + ВС--СР-+РЕ-РЕА).АА, Черт. 198. 
т.е. $ =р. И, гл р — периметръ, а #— высота призмы. 


Сл дств!е. Чтобы получить полную поверхность, нужно къ боковой поверх: 
ности придать удвоенную площадь основашя. Обозначивъ черезъ ©) площадь осно- 
вашя призмы, получаемъ слфдующую формулу полной поверхности призмы: 
$ =р. 1 -[ 20. 


180. Поверхность цилиндра. Впишемъ въ основаше цилиндра 
АВС (черт. 199) многоугольникъ АКОК и построимъ на немъ прямую 
призму одинаковой высоты съ цилиндромъ. Получившаяся 
призма будетъь виисанной въ цпилиндръ, или цилиндръ Е 
называется. описаннымь около призмы. Оъ увеличеншемъ В Я. ( 
числа сторонъ вписанный многоугольникъ все боле и 
_ болЪе приближается къ основанйю цилиндра, высота впи- 
санной призмы постоянно остается равною высотЪ ци- 


линдра, и’ сама призма приближается къ цилиндру, такъ А р 
_ Что чилиндръ можно разсматривать, какь призму с5 0ез- - 
конечнымь числомь боковыхь граней. К 


Если цилиндрь мы можемъ разсматривать, какъ Черт, 199. 
призму съ безконечнымъ числомъ боковыхъ граней, то 
теорема о боковой поверхности призмы, доказанная въ предыдущемъ 
параграф®, справедлива и для цилиндра, ибо она справедлива для 
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призмы какого угодно числа граней. СлЪдовательно, 

боковая поверхность цилиндра равняется произведенлю 

окружности основамя на образующию ‘или высоту. 

Назвавъ черезъ у радлусъ основантя цилиндра, че- 

резъ /—его высоту, черезь $—боковую поверхность. 

цилиндра, имфемъ: окружность основаня = 2ху, а 
потому: $ — 2тг. И. у 

Чтобы получить полную поверхность > цилиндра, 

Черт. 200. нужно къ боковой ВОЗРОС придать 060$ площади 

основаня, т.-е.: 
Полная поверхность цилиндра © = 21". й-- 2" = кг ф-»). 





Примьры. 1) Вычислить полную поверхность правильной шестиугольной 
призмы, если сторона ея основаня == а дюймамъ, а. высота № дюймамъ. ет 
основашя == р — ба дюйм., а потому боковая поверхность призмы—з = ба. 
дюйм. Теперь вычислимъ пложадь одного основашя АВСПЕЕ (черт. 200). = 
ше— правильный шестиугольникъ и площадьего равна произведен!ю периметра на по- 
ловину аповемы. Аповема ОМ опредЪляется изъ прямоу а треугольника АОМ, 


Ъ в = Значитъ, аповема ОМ == Ме Ре = = —— 4—4? _ 








3 
ие а аз ‚› ибо АО—аи АМ=->- Откуда площадь основашя == 





ге В и — ео полная поверхность призмы в = ба. В -- 


Е 22 = ба. В 33а? Уз. 


2) Вычислить боковую и полную поверхность цилиндра, если радусъ оспо- 
ваня его = 3 дюймамъ, а высота == 10 дюймамъ. 

3=2тг. | =2. 3,14.3. 19 — 138,4 вв. дюйм. 

$ == г В Е тг == 1884 -2:5,МЫ. 9 — 1854-5652 — 
—= 244,92 кв. дюйм. 


181. Поверхность правильной пирамиды. Тесрема. 
Боковая поверхность правильной пирамиды фавна тло- 
изведенлю периметра основалля на половину атовемы. 

Пусть требуется узнать боковую поверхность 
правильной пирамиды (черт. 201). Такъ какъ боковая 
поверхность правильной пирамиды состоить изъ столь- 
кихъ равных равнобедренныхъ треугольниковъ, сколько 
сторонъ въ основаши, то стоить только вычислить 


площадь одного треугольника и помножить ее на число 
ЕА. ОМ 





Черт. 201.  сторонъ. Плошадь треугольника ОА 
ОМ — апоеема пирамиды, а потому боковая поверх- 

6 ЕКА. ОМ ОМ - 
ность пирамиды = ——5—— = 6ВА. 5, а такь какъ 6ЕА есть пери- 


метръ основантя, то, слЪдовательно, боковая поверхность правильной 
пирамиды фазвнляется произ едению периметра основанля на половили 
аповемы. 

Чтобы получить полную поверхность пирамиды, нужно къ боко- 
вой новерхности придать площадь основаня. 


т /:№ аа к иыс ‚Фо - 
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182. Теорема. ‚Боковая поверхностиь правильной устьченной пира- 
миды равна полусуммь периметровь обоихь оснований, умноэюенной на 
атовему. 

Пусть дана правильная ‘усфченная пирамида АВСРЕКА!В1С101Е1 Е» 
(черт. 202). Ея боковыя грани суть равныя между собою трапеши. Нло- 
щадь трапеши, мы знаемъ, равна полусумм$ па- ЕС 


раллельныхь сторонъ, помноженной на высоту; В 


АЕ-- АЕ 
такъ, площадь АА. Е1ЁЕ = т МК, а потому 


боковая поверхность данной правильной ус$- 


АЕ- А.Е 
ченной пирамиды = 6 РНЕ. МК = 


бАЕ--6бАЕ 
ААВ к. 


-Обозначивъ 6АЁК и 6А.Е,, т. е. периметры 
обоихъ основавй, черезъь Р ир, МК, т.-е, апо- Черт. 202. 
оему усВченной пирамиды, черезъ К, боковую по- 





Р-р | 
верхность черезь зв, имфемъь $ =—>_`К, Т. е. боковая повераность 


правильной устченной пирамиды равна произведению полусуммы першмет- 
ров» обоихь оснований на высоту. 

Полная поверхность ус$ченной пирамиды равна боковой по- 
верхноети, сложенной съ площадями обоихъ основавий. 


Примбры. 1) Вычислить боковую поверхность правильной шестиугольной пи- 
рамиды, если сторона. основашя равна а и высота— В. 

Чтобы вычислить боковую поверхность правильной пирамиды,  намъ 
нужно  опредфлить аповему пирамиды. Аповема ОМ (черт. 201) имо- 
жеть быть опредфлена изъ треугольника ОМС, прямоугольнаго въ С. 0С 
намъ извфетна, она равняется В, а ть МС мы находимъь изъ прямоуголь- 


_ наго треугольника ЕМС, гдз МС = У 2—1 = = Е -- =\ = и = > “Из 3 
Значить апо0гма ОМ= Иос--мс2= Ив --1 о И =. ти 


и и Е нетрудно а боковую и а Она равна 


и ео = 


2) аи, полную а правильной усЪфченной четыреугольной 
пирамиды, если сторона нижняго основашя ==8 дюм., сторона верхняго осно, 
вашя = 4 дюйм., а аповема —= 8 дюйм. 

РЕ р 4.84.4 ы 
Е -К = в (32 - 16).4 = 192 кв. дюйм. Основашямиа 
а правильные четыреугольники, т. е. квадраты. Откуда полная поверхность 
правильной усфченной пирамиды == 192 -{ 8* -- 4 = 272 кв. дюйм, 





183. Новерхность конуса. Впишемъ въ основаше конуса 3 правиль- 
ный многоугольникь АВСПОЕ (черт. 203). Проведя плоскости черезъ 
вершину ь и черезъ каждую изъ сторонъ вписаннаго многоугольника, 
_инолучаемъ пирамиду, вписанную въ конусъ и имфющую съ нимъ одина- 
ковую высоту. Съ увеличешемъ числа сторонъ вписанный многоугольник 
вее болЪе и бол$е ириближается къ кругу, а пирамида къ конусу, такъ 
Чт0 конус мооюно фазсматривалть, како пирамиду съ безконечнымь чи- 


Я 
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сломъ боковых граней. Разсматривая конусъ, какъ пирамиду съ безко-. 
нечнымъ числомъ граней, мы можемъ сказать, что боковая поверх- 
ность конуса равна произведению окруэюно`ти основанля 


на половину образующей. Называя радтусъ основаня 
Зпг.. Ё | 
черезъ—г, образующую—к, имБемъ: $ = 5 == тик, 


а полная поверхность конуса—В = хуЁ ++ пи? =ти (Е-РИ. 


А] 





184. Поверхность ус5ченнаго конуса. Разсуж- 
дая такъ же, какъ при опред$ленти поверхности ци- 
линдра и конуса, мы можемъ разематривать усБченный 
конусъ, какъ усЪченную нирамиду съ безконечнымъ чис- 
ломъ сторонъ. СлЪдовательно, можно сказать, что боковая 
поверхность усъченнаго конуса фавна произведению По окруэю- 
ностей основай на образующим 

Обозначивъь черезъ В, — радусъ нижняго основаня, черезъ 


т радлусъь верхняго основан1я, а черезь к—0образующую, имЪемъ: 
8 = о = (В т»). Е=т. (А--Г) К. Полная поверхность 
усЪченнаго конуса 8 = т (В-Е г) К-- <? г. 

ПримЪфры. 1) Вычислить полную поверхность конуса, радусъ основашя кото- 
раго = 5 дюймамъ, а образующая == 10 дюйм. - 

ЕЕ = Г о 5. п 
==7235,5 кв. ДЮЙМ. 

2) Вычислить боковую поверхность усЪфченнаго конуса, если ратусъ ниж- 
пяго основашя == 12 дюймамъ, радусъ и. — 8 дюйм. образующая Е! 
дюйм. В =т(В Р.Е =3,14 . (12-8). 10 = 628 кв. дюйм. 


185. Поверхность шара. Поверхность шара, равняется ‘учетверен- 
0й площади большого круга !); т.-е., называя радтусъ шара черезъ т 
имфемъ: площадь большого круга = ^В>, а поверхность шара = 41 В” : 
Примфры. Вычислить поверхность шара, радусъ котораго равенъ 4 дюйм. 
Поверхность шара ==4 . 3,14. 4*==200,96 кв. дюйм. 
2) Чему равенъ радусъ шара, т котораго равна 3142 = Кв. дюйм.? 
2 88 
(=== ): 3147 = 4. т.г =4. о Р=-. ое 


т 25 — 5 дюйм. 








ГЛАВА ХХШ. 
Измърене объемовъ тёлъ. 


186. Измюрить объемь ттьъла значить узнать величину простран- 
ства, занимаемаго т$ломъ. Для этого нужно выбрать опредЗленный 
объемъ за единицу м$ры. Единицей объема всегда выбирають объемь 
куба, ребро котофаго равно единиць длины (наприм$ръ, 1 дюймъ). Такой 


1) Въ нашемь сокращенномъь курс мы принимаемъь это положене безъ дока- 
зательства. Доказательство егс будеть дано яъ подробномъ куреВ геометраи. 
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кубъ называется кубическимъ вершкомъ, дюймомъ, футомъ и вообще 
кубической единицей. 

Для того, чтобы измзрить объемъ какого нибудь твла, совсЪмъ 
не обязательно непосредственное откладыван1е кубической единицы 
въ измвряемомъ объемВ. ИзмВрить объемъ возможно при помощи 
однихъ вычислен!й. НаиболЪе просто вычисляется объемъ прямо- 
угольнаго параллелопипеда. При этомтъ одна изъ его граней при- 
нимается за основаще, а перпендикулярное къ ней ребро за высоту 
прямоугольнаго параллелопипеда. Вычислене объемовъ всевозмож- 
ныхъЪ многогранниковъ и тёлъь съ кривыми поверхностями всегда 
стараются свести къ вычисленю объема прямоугольнаго парал- 
лелопипеда. 

187. Объемъ прямоугольнаго параллелопипеда. Разсмотримъ по- 
слздовательно три случая: 1) Первый случай, когда высота и ширина— 
одна и та же линейная единица. Пусть данъ прямоугольный параллело- 
пипедъ А] (черт. 204), высота и ширина котораго равны 1 дюйму, адли- 
на 6 дюйм. Чтобы узнать его объемъ, т. е. сколько содержится въ немъ 





АВСрЕГа 
Черт. 204. Черт. 205. 


кубическихъ дюймовъ, раздзлимЪъ длину АТ на 6 равныхъ частей иче- 
резъ точки дзлевия В, С, 0, Е и Е проведемъ плоскости ВЪ, Сс, Ба, Ее 
и ЕЁ, параллельныя гранямъ Аа и П. Тогда данный параллелопипедъ 
раздЪлится на 6 прямоугольныхъ параллелопипедовъ АЪ, Ве, С4, Пе, 
Еи Е. Ширина и высота каждаго изъ образовавшихся параллелопипе- 
довъ равны ширинЪ и высот$ даннаго, т. е. 1 дюйму; длина же каждаго 
изъ нихъ равна 1! А], т. е. также 1 дюйму. Поэтому каждый образовав- 
ШИЙся параллелопипедъ есть кубичесюй дюймъ, и объемъ даннаго 
прямоугольнаго параллелопипеда, у котораго ширина 1 дюймъ, высота 
1 дюймъ, а длина 6 дюймовъ, равенъ 6 кубическимъ дюймамъ. 

Еслх при такой же ширинЗ и высотЪ длина прямоугольнаго па- 
раллелопипеда будетъ равна 3, 8, 11 дюймамъ, то разсужден1ями, по- 
добными предндущимъ, докажемъ, что его объемъ равенъ 3, 8, 11 ит.д. 
кубич. дюймамъ. Если при той же высотЪ и ширинЪ длина парал- 
лелопипеда равняется !/2. 1/з. 1/7 дюйма, то такихъ параллелопипедовъ 
въ кубическомъ дюйм3 помЪстится 2, 3, 7, т.-е. объемъ параллелопипе- 
_ да въ этихь случаяхъ равенъ !г/з, 1/з, 1 кубич. дюйма. 

Изъ вышесказаннаго видно, что если в® прямоугольномь паралле 
лопипедь ширина и высота равны какой нид) л’нейной единиц, то во 
_ немъ содержатся столько кубическихь единиц, сколько такихъ линей- 
ныть единиць содержится въ длин параллелопипеда. 

2) Второй случай, когда тольво одна высота равна линейной еди- 
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ниц. Пусть данъ прямоугольный параллелопипедъ АП! (черт. 205), 
у котораго высота 1 дюймъ, длина 3 дюйма, а ширина 2 дюймамъ. 
Раздзлимъ ширину на дв равныя части, и въ точкЪ дълен1я М прове- 
демъ плоскость МР, параялельную АА!В1В. Тогда данный параллело- 
пипедъ разбивается на два равных прямоугольныхъ парэллелопипеда, 
укоторыхъ высота и ширинаравны 1 дюйму, адлина 3 дюймамъ. Поэтому. 
объемъ каждаго равенъ (смотрите первый случай} 3 кубич. дюймамъ, а 
объемъ всего даннаго параллелопипеда равенъ 3 куб. дм.. 2—6 кб. дм. 

Будемъ для краткости называть длину черезъ 1, ширину-—а и вы- 
соту—й. Если /=1 дюйм., [-=61/2 и а=3 дюйм., то проведя выше- 
означенныя плоскости, получимъ 3 параллелопипеда; объемъ каждаго 
изъ нихъ—6!/з куб. д. СлЛБдовательно, объемъ всего параллелопипеда= 
—6![2 к. д... 8—191/ куб. дюйм. Если В—1 дюйм. |=6 дюйм. и а=1/4 дюйма, 
то данный параллелопипедъ составляетъ 1/4 такого параллелопиледа, 
длина котораго также равна б дюйм., а высотаи ширина] дюйму, поэтому 
объемъ даннаго параллелопипеда равенъ бк. д. . 1/+—6/1—3/2—11/2 куб. Дь 

Итакъ, итобы получить обземь прямоугольнаго 
параллелопитеда, высота котораго равна каной нибудь 
линейной единицъ, нужно узнать его длину и ширину 
в ТЪьжь же единицахь; произведенае полученныхь от- 
влеченныхь чисел покажеть число ку бическихъ еди- 
ницъ тою же наименованля, заключающихся въ па- 
раллелопипедуь. 

3) Въ третьемъ случа мы разсмотримъ пря- 
меугольный параллелопипедь вообще. Пусть данъ прямо- 
угольный параллелопипедъ АП! (черт. 206), у кото- 
раго 1—4 дюймамъ, а=2 дюймамъ и В—3 дюймамъ. Чтобы узнать 
его объемъ, приведемъ его ко второму случаю, уже извЪстному намъ. 
Для этого раздзлимъ высоту П1В1 на три равныя части, и въ каждой 
гочкВ дфленя проведемъ плоскость, параллельную АА!В!:В. Тогда 
данный параллелопипедъ раздЪлится на 3 равныхъ, у которыхъ |-=4д, 
3—9 д. 1 д. Объемъ каждаго образовавшагося параллелопипеда 
равенъ (смотрите 2-ой случай) 4. 2=8 куб. дюйм.; значитъ, объемъ 
даннаго параллелопипеда равенъ 8 к. д..3—=24 куб. дюйм. 

СлЪдовательно, чтобы получить объемъ прямоугольнаго парал- 
лелопитеда, необходимо узнать, сколько однъхь и тльхь же линейныхь еди- 
ницъ заключается въ длинъ, ширинъ и высотиь параллелопитеда; произ- 
ведензе полученныхь чисель и покажеть искомое число ‘удбичесвихь еди- 
ниц, заключающихся въ параллелопитедъ. Обозначивъ черезъ И объемъ 
прямоугольнаго параллелопипеда, черезъ [р а, В числа линейныхъ 
единицъ длины, ширины и высоты, получаемъ: У—.а. в. Такъ какъ 


|.а выражаетъь площадь основан!я параллелопипеда, то говорять 
еще, что объемь прямоугольнаго параллелопипеда фавенз произведенлю 
_ площади основаная на высоту. 

188. Вубъ, какъ мы видЗли, есть прямоугольный параллелопипедъ, 
у котораго длина, ширина и высота равны между собою, апотому объемъ. 
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куба, ребро котораго = а дюймовъ, равенъа. а. а= аз, т. е. чтобы полу- 


чить объемь куба, нужно взять три раза мноожюителемь число линейныхь 


единиц», заключающихся в5 фебуъ. 


189. Объемъ прямого параллепипеда. Пусть данъ прямой парал- 
лепипедъ АВСРа1са (Ас) (черт. 207), у котораго основаве-паралле- 
лограммъ АВСР. Проведемъ АК и 05, перпендикулярныя къ АЪ, и по- 


строимь на прямоугольномъ основаши прямоугольный параллепипедъ 


_ Въ самомъ дЪлЪ, треугольники АКа и ПО5а рав- 


- _ ребра, РС, ас и ЗВ пойдуть по АВ, а] и КМ, ибо А" 


АКЭРВМКС (АВ). 

Прямой параллепипедьъ АВСРа1@ — состоить изь призма 
АРЗавВСЕ и прямой треугольной призмы ОЗаСВс. 

Прямоугольный параллепипедъ АКЗРВМВС (АВ) состоить изъ 


той же призмы АБЗаВСВЬ и прямой треугольной призмы АКавмг. 


Но об прямыя треугольныя призмы равны. — 


ны, какъ прямоугольные треуголькики, по двумъ 
катетамь (АК=ШЗ и Аа=ра, к:кь противопо- В 
ложныя стороны параллелограммоьъ), и если мы 
совм5етимъ 00$ треугольныя призуы такъ, чтобы 
ихъ основантя:АКа и ОЗ совпаги, то боковыя 


и тБи друтя ребра перпендикулярны къ площа- 
дямъ основавй; а такъ какъ эти вс ребра равны 





° между собою, то точки С, си В совпадуть съ 


вершинами В, 1 и М, т. е. 06$ треугольныя призмы равны между 
® 


собою. 


Итакъ, прямой параллепипедъь АВСРа1с9 (Ас) и прямоугольный 


_параллепипедь АВ состоять изъ одинаковаго числа равныхъ частей, 
_ а потому их объемы равны. Такля дват$ла, которыхъ объемы одинаковы, 


называются фавновеликими. Сл довательно, прямой параллепипедъ Ас 


- и прямоугольный параллепинедъ АВ, равновелики. 


Сл$довательно, чтобы узнать объемъ прямого параллепипеда 
Ас, необходимо обратить его въ равновелик1й ему параллепипедъ АВ. 

Объемъ прямоугольнаго параллепипедла АВ, согласно предъ- 
идущему параграфу, равенъ произведен1ю площади АКЬО на АВ, сл$- 
довательно, и объемъ прямого параляепипеда Ас=площади АКЗР . АВ. 

Но площадь АКЗР = плошади Ааа), ибо два параллелограмма, 
имфюпие равныя основая и высоты, равновелики. СлФ$довательно, 
объемъ-прямого параллепинеда Ас=площади Ааа) . АВ. Обозначивъ 
площадь Ааа), т. е. основаве даннаго прямого параллепипеда, черезъ 
В, а высоту АВ черезъь Н, имфемъ: /=В .Н. 

Итакъ, объемь прямого параллепитеда равень произведению площади 


основаная на высоту. 


190. Объемъ прямой призмы. Сначала опредзлимъ объемъ прямой 
треугольной призмы, а потомъ и объемъ многоугольной. | 


„Гимназ:я на дому“ в. 19, | 3 
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Возьмемъ прямой параллепипедъ АС, (черт. 208) и разд$лимъ его 
длатональной плоскостью АА, С,С на дв прямыя треугольныя призмы 
А ВСА.В,С, и АОСАО,С,. Эти призмы равны между собою. Въ самом” 
д%л%, при вложевши он совм шаются, ибо основаня АОС и АВС у 
нихъ равны (параллелограммъ АВС длится дагональю АС пополамъ) 
и высоты у нихъ одинаковыя. 

Но объемъ прямого параллепинеда АС, = площади АВСО. Н, 
гдз Н — высота его; слфдовательно, объемъ треугольной призмы 
АВСА, В.С, = */5 (площади АВС) . Н = (площади АВС). Н, гд% Н есть 
высота призмы. 

Сл$довательно, объземь прямой треугольной призмы фавенъ произ- 
веденлю площади основанля на высоту. 

Теперь опредФлимъ объемъ прямой многоугольной призмы. Пусть 
дана прямая многоугольная призма АВОРЕЕА.В,С, Р.Е, Е, (черт. 
209). Чтобы опредЪлить ея объемъ, проведемъ черезъ ребро АА, даго- 


ААС 


Черт. 208. Черт. 209. Е: Черт. 210. 





нальныя плоскости АА.Е Е, АА.О.ШО, АА.С,С. Тогда данная призма 
разс®четея на нзеколько треугольныхъ призмъ. Сумма объемовъ этихъ 
треугольных призмъ составить объемъ данной многоугольной призмы. 
Обозначимьъ черезъ Ъ,, Ъ., Ъ, и В, площади основав!Й образовавшихся 
треугольныхь призмъ и ихь общее ребро АА, черезъ Н, тогда сумма 
объемовъ всЗхъ треугольныхъ призмъ, на которыя разбилась много- 
‘утольная, будеть равна Ъ,. Н-Ъ,.Н-+Ъ,. Н-+Ь,. Н=Н (Б,--Ъ.-+ 
—,--5,). Но (6, + 5.-5.-ЕЬ,) есть площадь основан1я многоугольной 
призмы, слфдовательно, обозначивъ (5, Ъ,--Ъ,--Ъ,) черезъ В, полу- 
чаемъ: объемъ многоугольной призмы = В.Н, 

Итакъ, объемь всякой прямой призмы фавенъ произведению пло- 
'цади основанля на высоту. 


191. Объемъ цилиндра. Чтобы опредфлить объемъ цилиндра, 
вспомнимъ, что цилиндръ можно разсматривать какъ прямую призму 
съ безконечнымъ числомъ боковыхъ граней. А такъ какъ выведенная 
формула объема прямой призмы справедлива для призмы какого угод- 
но числа граней, то, сл$довательно, объемь цилиндра фавенъь произведенлю 
площади основамля на высоту. 

Обозначивъ черезъ В рад!усеъ основав!я цилиндра, черезь И его 
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высоту, черезъ У его объемъ, и зная, что площадь круга=жтВ?, имфемъ 
У— В.Н. 

Примьры. 1) Опредёлить объемъ правильной треугольной призмы, высота ко- 
торой равна В вершкамъ, а сторона основаня равна а вершкамъ. 

Ръшене. Правильной треугольной призмой, напомнимъ, называется такая 


прямая призма, у которой основашемъ служить равностороный треугольникъ. 
Площадь треугольника АВС (черт. т равна 1 ео т АС 





4а`— а? 
Чт. Гао Зы: чо НЕ 
‚ намъ извЪстна, а ВО == ых АВ— АТ = г а х . то 5/8. 3 
ау. 8 муз | 
откуда площадь основашя ==-5- 5 `` < УЗ т, Сл$ховательно, У == к >, 





2) Объемъ цилиндра, у и. высота болфе даметра вдвое, равенъ а куб. 
метрамъ. Вычислить его высоту. 


Рьшеше. Если высота болфе даметра вдвое, то она вчетверо боле радуса: 
слЪдовательно, если мы черезъ Н обозначимъ высоту цилиндра, то черезъ о 


в 
Н? 


выразится радусъ = а объемъ цилиндра — У = г. Н=т. :. Н= 


:Нз 
—тв = 8. Откуда Н = вн. 


192. Объемъ Неа Пусть дана прямая треугольная призм а 
АВСРЕЕ (черт. 211). Проведемъ плоскость ЕАВ черезъь вершины Ё, 


г 
"№ р Е 
и 
А В А В 
с С А В 
ПТ 


| 
Черт. 211. 


Аи В. Тогда данная призма разд$лится на дв пирамиды: одну тре- 
угольную—ЕАВС (П), у которой основане и высота равны основан1ю 
и высот призмы, другую четыреугольную КАВЕО, вершина которой 
Е, а основане АВЕО. Для ясности представлен1я мы ихъ начертили 
отдфльно, сохранивъ въ обозначен1яхъ т$ жебуквы. Въ образовавшейся 
четыреугольной пирамид$ ЕАВЕШ (111) проведемъ сЪкущую плоскость 
черезь Е и Лагональ основаня АЕ. Этой плоскостью мы разбиваем 
четыреугольную пирамиду ЕАВЕР (ПП) на двЪ треугольныя ЕАПЕ и 
КАЕВВ, имЪфюпая общую вершину, одинаковую высоту и равныя основа- 
ня АЕ и АЕВ (основан1я равны, ибо длагональ дЪлить параллелограммъ 
пополамъ). 

Приведемъ здфсь положене, которое принимается безъ доказатель: 
ства въ нашемъ сокращенномъ курсЪ. геометрли. Положене это сл$дую- 
щее: двь пирамиды, имъюиия одинаковую высоту и равныя основанля, 
равновелики (доказательство этого положеня будеть дано въ нашемъ 
подробнемъ курсЪ геометрли). Согласно приведенному положеню, 
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пирамиды ЕАШЕ и ЕАЕВ, имЗюпия равныя основашя АПГЕ и 
АЕВ и одинаковую выевоту, равновелики. Возьмемъ въ пирамид КАРЕ 
за вершину А, тогда основаше ея будетъь РЕЕ, верхнее основае данной 
намъ призмы. Сравнивая пирамиду АРЕЕ, которая есть не что иное, 
какъ пирамида КАРЕ, съ пирамидой КАВС, мы замЪтимъ, что онЪ 
имфютЪ равныя основан1я АВС и ПЕЕ и одинаковыя высоты, ибо раз- 
стояе вершины А оть плоскости РЕЕ равно разстояню вершины Е 
оть плоскости АВС. Сл$довательно, согласно вышеприведенному по- 
ложеншю, пирамида КАВС равновелика пирамид АОЕЕ, т. е. пира- 
мидЪ КАПЕ, а потому и пирамидЪ КАЕВ. 

Итакъ, призма АВСЬЕЕ разбилась на три треугольныя пирамиды: 
ЕАВС (П), ЕАПЕ и КАЕВ, равновеликля между собою. А такъ какъ 
основан!е и высота треугольной пирамиды ЕАВС- равны основанию и 
высотЪ призмы, то можно вывести, что обземь треугольной пирамиды 

равень & объема призмы, имъющей съ нею одинаковыя 
$ основанля и высоту, или одной трети произведеная 
| площади основанля на высоту. 

Обозначивъ основаше АВС черезъ В, а высоту 
черезь Н, объемъ пирамиды черезъ У, имЪемь: 





У=:В.Н. 
ДА рр. УмЗя опредзлить объемъ треугольной пирами- 
ды, не трудно опредБлить объемъ многоугольной 
В С пирамиды. | = 
_ Черт. 215. Пусть дана многоугольная пирамида зАВСРЕ 


(черт. 212). Разобъемъ ее плоскостями, проведенными 
черезъь вершину 5 и дагонали основания ВЕ и СЕ, на три треуголь- 
ныя пирамиды, имфюпия общую высоту. Сумма объемовъ этихъ обра- 


вовавшихся пирамидъ и будеть искомый объемъ данной многоуголь- 


НН: 
ной пирамиды. Сумма объемовъ этихь пирамидъ = - ее 


В 
Е а ее = ; и: Н-— общая высота. Откуда, У пирамиды 


ЗАВСРЕ = &{ В.Н, гдз В— площадь основан1я пирамиды ЗАВСРЕ. 
Итакъ, объемь всякой пирамиды фавенъ одной трети произведенля 
площади основаная на высоту. 








93. Объемъ конуса. Такъ какь конусь можно разсматривать, 
какъ пирамиду съ безконечнымъ числомъ боковыхъ граней, то для вы- 
числен1я объема конуса можно примЪнить формулу объема пирамиды. 
Слздовательно, можно сказать, что объемь конуса фавенъ одной трети 
произведенля площади основатя на высопу). 

Обозначивъ объемъ конуса черезъ У, радтусъ основанля черезъ В, 
а высоту черезъ Н, получаемъ: у А: .Н. 


194. Объемъ шара. Вообразимъ себЪ, что поверхность шара раз- 
дЪлена на безконечно малыя части. Каждую такую часть, если ее во- 
образить себЪ безконечно малой, ночти приближающейся къ точкЪ, 
можно принять за плоскоеть. Если соединить вершины каждой такой. 
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части съ центромъ, то получится безконечное множество пирамидъ. 
Сумма объемовъ этихъ образовавшихся пирамидъ и будетъ объемъ шара. 
Всз эти пирамиды имфють одинаковую высоту, равную рад!усу шара. 
Объемъ каждой пирамиды равенъ, какъ мы знаемъ, площади основавя, 
умноженной на, треть высоты, въ данномъ случаз, на треть радтуса шара. 
Сл$довательно, сумма всЪхъ пирамидъ равняется суммЪ всЪхъ основавйй, 
умноженной на, треть рад1уса. Но сумма основашй всЪхъ пирамидъ есть 
поверхность шара, а сумма объемовъ пирамидъ—его объемъ, сл$дова- 
тельно, объемь шара фавень его поверхности, умноженной на треть ра- 
длуса. Обозначивъ черезъ У объемъ шара, черезъ В его радтусь и зная, 


| 4 $ 
что поверхность шара = 4^=В?, получаемъ: У = 4" В” - 5 = зтй°. 


195. Если тЪло имфетъ неправильный видъ, такъ что объемъ его вычислить 
неудобно, то при небольшихъ размфрахъ тЪла поступають такимъ образомъ: беруть 
сосудъ цилиндрической формы, кладуть въ него измфряемое т$ло, наливають въ 
сосудъ воды столько, чтобы все тЪло покрылось ею, отифчають уровень воды въ 
сосудЪ, вынимаютъ тфло и отмфчають, насколько понизился уровень воды. Разность 
между объемомъ воды нерваго уровня и второго уровня будеть искомый объемъ тБла. 
Если тЪло легче воды или растворяется въ ней, то замфняютъ воду пескомъ. 


Зовторительные вопросы и отвъты. 


1) Что такое цилиндр? ТЪло, образованное вращешемъ прямоугольника около 
одной изъ его сторонъ. 

2) Что такое конусъ? ТЪло, образованное вращешемъ прямоугольнаго тре- 
угольника около одного изъ его катетовъ. 

3) Ч5мъ образуется усъченный конусъ? Вращешемъ трапеции, у которой одна 
изъ непараллельныхъ сторонъ перпендикулярна къ основанямъ, около этой стороны. 

4) Какая поверхность ограничиваеть щар5? Такая поверхность, которой всЪ 
точки равно удалены отъ одной, помфщенной внутри, называемой центромъ. 

5) Вавя части шара вамъ извфетны? Сегменть, шаровой поясъ, шаровой 
секторъ. 

6) Что такое съчеше шара плоскостью? Кругъ. 

7) Чему равенъ радгусъ большого круга? Ращусу шара. 

8) Чему равняется боковая поверхность призмы? Произведеню периметра 
основаня на ребро. 

3) Чему равняется боковая поверхность пирамиды? Произведено периметра 
основаня на половину аповемы. 

10) Какъ можно разсматривать цилиндръ и конусъ? Первый, какъ призму, 
а второй, какъ пирамиду съ неограниченнымъ числомъ боковыхъ граней. 

11) Напишите формулу боковой поверхности усченной пирамиды? 
8 = и К. | 5 

12) Чему равенъ объемъ прямоугольнаго параллепипеда? ею —йяо- 
щади основашя на высоту. 

13) Напишите формулу объема прямого параллепипеда и прямой призмы? 
У =В. ВН. 

14) Какое отношене имфется между объемами призмы и пирамиды, имфю- 


_щихъ одинаковыя основаня и высоту? Объемъ пирамиды составляеть */, объема 


призмы. 
15) Чему равенъ объемъ шара? Произведеню поверхности шара на */, во 


рад1уса. _ 


_сеометричееый задачникъ. 


174. Опредфлить площадь треугольника, если известно, что стороны его 
соотвфтственно равны 2 фут., 3 фут., 4 фут. 


Рошен. Чтобы опредфлить площадь даннаго треугольника, применъ за 

основан!е сторону АС (см. черт. 210, который мы принимаемъ за разностороныйй 
треугольникъ), равную 4 фут.; боковыми сторонами будуть АВ =2 фут. и ВС = 
= 3 фут. Изъ вершины треугольника опустимъ на основане АС высоту ВЛ. Изъ 
геометрия извфстно, что квадратъ стороны, лежащей противъ остраго угла, равенъ 
суми$ квадратовъ другихъ сторонъ безъ удвоеннаго произведен я одной изъ этихъ 
сторонъ на отрфзокъ оть вершины угла треугольника до основашя высоты. 


Поэтому: В0?—АВ?1-Аб?—2. АС. АР и ВО= У АВ?— АГ», откуда ВО = 

п \? т т А ЕЯ 
ИЕ Е 64 Е» 64 -=У 8? 815. 
Итакъ, мы опредфлили, чему равна высота даннаго треугольника. Зная же основан!е 
Аб и высоту ВД, легко опредфаить площадь треугольника: она равна половин про- 


взведешя основаня на высоту, т.-е. площадь == — ь Е = И 15 кв. ф. 


175. Опредфлить боковую поверхность прямой призмы, если въ основани ея 
ваходится пятиугольникъ, стороны котораго соотв$тственно равны: 41В=4, ВС==3, 
Ср=2, РЕ=?, АЕ=3; боковое же ребро призмы = 6. 

Решенле. Боковая поверхность прямой призмы равняется произведению пери- 
котра основавя на ребро. Периметръ основан!я (см. черт. 198) = 4-3 2- 
-- 2 - 3 == 14. Слёдовательно, боковая поверхность призмы $ =14 Ж 6 = 84. 


176. Опредфлить, чему равно боковое ребро прямой призмы, если изВЪСтНо, 
что нериметръ ея основавя равенъ 22 фут., вся же боковая поверхность призмы 
составляетъ 198 кв. фут. 

Рющенае. Боковая поверхность прямой призмы равняется произведено пери- — 
истра основан1я на ребро. Зная боковую поверхность и периметръ основаня, легко 
найти боковое ребро: для этого нужно раздфлить число, обозначающее боковую 
поверхность, на число, выражающее собою периметръ основан1я, т.-е. боковое ребро== 


— 55 = 9 фут. 


177. Чену равенъ перинетрь пряжой призмы, если извстно, что боковая 
вя поверхность составляеть 125 кв. арш., а боковое ребро =5 арш.? 


Рющенле. Разсуждая такимъ же образомъ, какъ въ предыдущей задачь, мы 
. 12 
приходимъ къ заключению, что периметръ данной призмы = —— == 25 арш. 
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178. Опредвлить полную поверхность прямоугольнаго параллелопипеда, боко- 
вое ребро которато равно 5 арш., а стороны основаня соотв$тственно равны: 
иеньшая сторона 2 арш., 3 большая — 3 арш. 

Рюшенле. Полжая поверхность даннзго параллелопипеда равна боковой по- 
верхности плюсъ площади верхняго и нижняго основанй, но боковая поверхность 
прякоугольнаго параллелопипеда равна периметру основашя, умноженному на высоту, 
т.-6. = 5. (2+ 2--3-3) =10Ж5-==50 кв. арш. Площадь же основана, 
какъ площадь прякоутольнияа, равна произведечю основан1я на высоту, т.-е. == 
—=2 Х 3 ==6 кв. арш. Значять, площади верхняго и нижняго основавй равны 
б кв. арш. 6 кв. арш. -=12 кв. арш. Откуда полная поверхность даннаго пря- 
ноутольнаго параллелопипеда = 50 кг. арш. -- 12 кв. арш. = 62 кв. арш. 


179. Полная поверхность прямоугольнаго параллелопипеда == 200 кв. арш., 
боковая поверхность равняется 100 кз. арш. Опред$лить, чену равна площадь 
нижняго основан!я. 

Рюшене. Полная поверхность равняется боковой поверхности илюсъ площади 
верхняго и нижняго основан. Зная полную и боковую поверхности, мы опредф- 
дяемъ, чему равны площади основаый: онЪ равны 200 кв. арш. — 100 кв. арш. = 
= 100 кв. арш. Но площади верхняго и нижняго основав!й равны между собою; 
слфдовательно, площадь нижняго основаня = 100 кв. арш. : 2==50 кв. арш. 

180. Вычислить полную поверхность правильной шестиугольной призмы, если 
сторона ея основавшя == 5 дюймамъ, а высота == 20 дюйнамъ. 

Рюшене. Полная поверхность равняется боковой поверхности плюсъ пло- 
щади верхняго и нижняго основан. Вычислимъ сначала боковую поверхность: она 
равна произведеню периметра основан!я на высоту, т.-е. = (5 дюйм. Ж 6) Х 20 = 
==80 Хх 20 = 600 кв. дюйм. Теперь вычислимъ площадь основан!я (см. черт. 200). 
Площадь основавя предетавляетъь собою правильный шестиугольникъ, площадь 
котораго равна произведению периметра на половину апоеемы. Изъ прямоугольнаго 
треугольника АОМ мы можемъ вычислить, чему равна апооема. Именно ОМ == 


—= У АО? — АМ*, во АО, какъ радцсь описаннаго около правильнаго шести- 
утольника круга, равенъ сторон шестиугольника, т.-е. АО ==5 дюйм, АМ 


[3 
есть половина стороны шестиугольника, слфдовательно, АМ = -5-. Итакъ, ОМ= 
ур 5 )} ай. \/25— 9 — Е В 
—е т Е ве а > А 


5 — 
=-5- У 3. Зная апооему, находимъ, что площадь шестиугольника == (5 дюйм. Х 





5 би - 75.1/3 
В. У 8 —= м — Ее кв. дюйм. Плошади верхняго и ниж- 


75 8 Е 
няго основашй = — 5 — кв. д. Х2=75 У 3 кв. дюйн. Полная повертность 


данной правильной шестиугольной призиы == 600 кв. д. 75 У 3 КВ. ДЮЙИ. = 
=75 (8 УЗ) кв. дюйм. | 

181. Вычислить полную поверхность правильной четыреугольной нризмы. 
если сторона ея основаншя = 4 дюйм., а высота = дюйм. 

Рушенае. Полная поверхность равняется боковой поверхности плюсъ пло- 
щади оснований. Вычислимъ сначала боковую поверхность: она равна произведеню 
периметра основав!я на высоту, т.-е. она равна (4 дюйи. х4).3 =16Ж3 == 48 кв. 
дюйм. Площадь основаня представляетъ собою правильный четыреугольникъ, иначе 
сказать, квадратъ, площадь котораго равна квадрату стороны, т.-е. = 4? == 16 кв. 
дюйн. Площади верхняго и нижняго основаня составляютъ 16 кв. дюйм. Х 2 = 32 вв. 
_ дюйм. Итакъ, полная поверхность данной призмы == 48 кв. д. -- 32 кв. дюйм. == 80 кв. 
дюймаиъ. 

182. Вычислить полную поверхность правильной трехугольной призмы, если 
торона ея основаншя = 3 дюйм., а высота = 2 дюйм. 
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Рюшене. Полная поверхность равняется боковой поверхности плюсъ пло- 
щади верхняго и нижняго основан. Боковая поверхность равна произведен1ю пери- 
метра основаня на высоту, т.-е. = (3 дюйм. Х 3) Ж2 = 9 дюйм. Хх 2 = 18 кв. дюйм. 
Площадь основан1я представляетъ собою правильный треугольникъ, площадь кото- 
раго равна половин$ произведен1я основан1я на высоту—основане дано, оно = 3 дм.; 
чтобы опредфлить высоту, опускаеиъ изъ вершины треугольника на основане пер- 
пендикуляръ, получаемъ прямоугольникъ, катетами котораго будутъ опущенная вы- 
сота и половина основаня, а гипотенузой будетъ одна изъ боков хъ сторонъ тре- 





2 9 
угольника. Такимъ образомъ, а высота = \/ — (5) НЙ а = 


36 —9 21 '32.3 5 : 
о = \/ == = т = < ИЗ. Итакъ, площадь основашя = 

5. . у 
— 5.5 уз = и : КВ. ДЮЙИ. о верхняго и нижняго основанй = 
-=- уз В оо 2 УЗ №. дюйм. Полная поверхность данной призмы == 


= 18 в.д УЗ КВ. Д. 


183. Вычиелить боковую поверхность цилиндра, высота котораго = 10 дюйм., 
а радусъ основашя = 1 дюйм. 

_Рюшене. Боковая поверхность цилиндра равна произведен!ю периметра осно- 
вая на высоту, т.-е. = 2жА.Н. Но п = 3,14, В =1 дюйм., НЫ = 10 дюйин. 
Слфдовательно, боковая поверхность =2х 3,14 Ж 1х 10 = 62,8 кв. дюйм. 

184. Опредфлить, чему равна полная поверхность цилиндра, высота кото- 
раго равпа 20 д., а радусъ основашя = 5 д. 
Рюшене. Нолвая поверхность равна боковой плюсъ площади основан. 
Боковая поверхность = 2*АН =2. 3,14.5 20 = 628 кв. д.; площади же осно- 
вай представляютъ, собою площади круга, которыя каждая въ отдЪльности == 
— пА? = 3,14.5? = 3,14х25 =178,5 кв. ди. 06% же площади круга = 
=78,5 БВ. ДМ. Х 2 == 157 кв. д. Полная поверхность даннаго цилиндра==628 кв. д.-- 
-- 157 кв. д. =785 кв. д 

185. Въ цилиндръ вписана правильная четырехгранная призма (см. черт. 199), 
сторона основан1я которой == 4 дюйм., а высота АВ = 10 дюйм. ОпредЗлить пол- 
ную поверхность даннаго цилиндра. 
Рющене. Для того, чтобы опредфлить поверхность даннаго цилиндра, надо 

найти, чему равенъ радусъ основашя. Окружность круга, служащаго основашемъ 

даннаго цилиндра, описана около правильнаго четырехугольника АДА. Изъ гео- 
летр1я извЪетно, что сторона правильнаго четырехугольника равна рад1усу описанной 





окружности, умноженному на У2, т.-е. 4=В у2. Откуда В = т. = 


о. 
и. 2 4 уз 


о з. и 2 Ее 
зашенъ  даннаго цилиндра, мы легко опредзлимъ боковую его и 
& потомъ и общую. Боковая поверхность даннаго цилиндра = 2^А. Н = 


х 3,14 х 2 у? х10 = 125,6 У2 кв. д. Общая же поверхность = 125,6 =. 
кв. Д. К 3,14. 83= 1256 У2 + 150,24 


= 2 У2. Найдя радусь круга, служащаго обно- 





186. Вычислить боковую поверхность правильной шестиугольной пирамиды, 
если сторова основаня равна 4 дюйм., а высота 10 д. 

Рьшене. Боковая поверхность правильной пирамиды равна произведено 
периметра основан1я на половину апоеемы. СлЪдовательно, чтобы вычислить боко- 
вую поверхность данной пирамиды, требуется сперва опредфлить величину аповемы. 
Аноеема опредфляется изъ прямоугольнаго треугольника ЛОС (см. черт. 201): 
зъ этомъ треугольник намъ извЪстна высота ОС = 10 д., но неизвфстенъ 
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катеть МС. Его мы опредляемъ изъ прямоугольнаго треугольника МОЕ. ВЪ 
. 
которомъ СТ’ есть радусь описаннаго круга, а МЕ = 5 = = 2. Но ра- 


д1усъ описаннаго около правильнаго шестиугольника круга Ре сторон шести- 
угольника; сл довательно, СЕ’ = 4. Итакъ, МС = У СЕ? — МЕ? = Т4?—22= 
— 16 — 4 = У12 = у. 3 (8 =29 УЗ. Теперь мы можемъ опредфлить, чему 
равна апооема МО: МО = У 002 -- М0?= У 10=Е@ У 3} = у100-12= 


—= У 112 = У 4? .7 =4 УТ. Итакьъ, боковая поверхность данной пирамиды== 


4/7 ес ыы 
== (4х6б)х —5 = 24 Х 2У7 = 48 У 7вв. д 


187. Вычислить боковую поверхность правильной ус$ченной шестиугольной 
пирамиды, если сторона верхняго основан1я ==2 дюйм., сторона вижняго осно- 
ван!я == 6 дюйм., а апооема = 4 дюйм. 

Рьшенле. Боковая поверхность правильной ус5ченной пирамиды равна полу- 
суии% периметровъ обоихъ основавй, умноженной на апоеему. Периметръ верхняго 
основашя==2 дюйм. Х 6=—12 д., периметръ нижняго основан1я =6 дюйм. Х 6 = 36 д. 


2 д. -- 36 д. 48 
о а 450 КВ. Д. 


1 

Слфдовательно, боковая поверхность = 

188. Вычислить полную поверхность правильной усфченной шестиугольной 
пирамиды, если сторона верхняго основашя = 4 д., нижняго основан1я == 8 дюйм., 
а апоеема равна 8 дюйм. 

Руошене. Полная поверхность равна боковой плюсъ площади верхняго и 
вижняго основанй. Боковая поверхность равна пи периметровъ обоихъ 

4 д. Ж6--8 д. жб 




















основа, унноженной на апооему—слфдовательно, она = Е ОЕ 2 ВЕ 
24 48 
== а -> ‘'8= 288 кв. д. Шлощади же верхняго и нижняго 


основанй представляютъ собою правильные шестиугольники со сторонами, рав- 
ными у верхняго основания 4 д., у нижняго же-—8 д. Площади этихъ шестиугольни- 
ковъ равны произведению  своихъ периметровъ на половину соотвфтствующей 
апобемы. Апобема вычисляется изъ прямоугольнаго треугольника, образованнаго 
апоеемой, половиной стороны шестиугольника и рад1усомъ описаннаго круга (см. 
черт. 201, гдЪ въ основаши имфется правильный шестиугольникъ АБВСРЕЕР, 
ОС Мр—апоеема, СЁЕ—радусъ описаннаго круга). Допустимъ, что АР есть сторона 
нижняго основавя данной усфченной пирамиды, тогда АЕ = 8, СЕ, какъ радйусъ 
описанной около правильнаго Е окружности, равна сторон шести- 


угольника, т.е. ОР=8, МЕ=->- - = =4. Итакъ, М0== У СЕ?— МЕ = 
— У 64 — 16 — 16 = т —- У 42.3 а е Поэтому площадь нижняго основания = 
— (8 дюйи.Жб). —-— = 48. 2у3 = 96 Уз кв. д. Принявши шести гольникъ 


АВСРЬЕЕ на о 201 за верхнее основаве, находимъ, что аповена МС == 


— у 42 — 22— 7/16 —4= у 12 = У2*Х3=2 УЗ. (лёфдовательно, площадь 


= = 
верхняго основашя = (4 д. Ж 6). т ——=24 т. кв. д. Итакъ, полная поверх- 








ность данной правильной а пирамиды == 288 кв. д. -- 96 УЗ кв ЕВ. Д. -- 
-- 24 УЗ кв. д. =288 кв. д. 120 УЗ кв. д. 

189. Вычислить боковую поверхность ковуса, рашусъ основаня котораго== 
—4 дюйм., & образующая равна 10 дюйм. 

Рошенае. Боковая поверхность конуса равна произведению окружности освовашя 
на половину образующей, т.-е. она равна 2^Ах 2 Хх 3,14 4Х 5=125,6 кв. д: 

190. Опредфлить полную поверхность конуса, рад1усъ основашя котораго ра- 
венъ 5 дюйм., а образующая равна 6 дюйм. 


„эишнае!я на дому®, в. 12. . 15 
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Рьшенле. Полная поверхность конуса равна боковой поверхности плюсъ вло- 
шадь основашя. Боковая поверхность равна произведентю окружности основаня из 


половину образующей, т.-е. она равна 2 Ж 5 Е Хх 3,14 БХ 3 = 94,2 вв. д. 


Площадь же основаня равна Е? = 3,14 Ж тм 3,14 Х 25 = 78,5 кв. д. Полная 
поверхность конуса = 94,2 кв. д. -- 78, ЭК. — 172. Т БВ. Д. 


191. Чему равна образующая конуса, Е основан я котораго равенъ 5 д. 
8 боковая его поверхность равна 150,4 кв. 

Ршене. Боковая поверхность конуса а произведение периметра основания 
на половину образующей. Слфдовательно, чтобы получить величину половины обра- 
зующей, надо раздфлить величину боковой поверхности на периметръ основав, Ео- 


торый равенъ 2*В =2ЖХ 3,14 Ж 5 = 31,4. Поэтому половина образующей равна 
150,4 1504 152 152 + 
а 94 18 образующая равна т: Х2=9 1=7 дюйн. 

192. Вычислить боковую поверхность усфченнаго конуса, если рад1усъ эижвяго 
основаня равенъ 10 дюйм., радлусъ верхняго овнован!я равенъ 6 дюйм., образующая 
равна 8 дюйм. 


Рюшенле. Боковая поверхность усфченнаго конуса равна произведению полу- 
суммы окружностей основанй на образующую, т.-е.= р : р (образую- 
щая) = (Е т») Е=к (В-Е) К=3,14 (10-6) 8=3,14. 16.8=401, 92 кв. д. 


193. Вычислить поверхность шара, рад1усъ котораго равенъ 5 дюйм. 

Рьшеняе. Поверхноеть шара равняется учетверенной ' А большого 
круга, т.-е. =4=А? =4х 3,14 Х 5 =4х 3,14 Х 25=314 кв. 

194. Поверхность шара равна 50,2. кв. д. реыт величину его 
рад!уса. 

Ръошене. Повортноств шара равна 4тА?. Откуда В? равно величин® по- 


50,24 50, 24 50, 24 
- МЕ 
верхности шара, дЪфленной на 4т, т.-е. В Е ат = 4. 











Слдовательно, В = \/ 4 =? дюйм. 


195. Опредфлить объемъ прямоугольнаго аи основане котораго 
равно 48 кв. д., & высота равна 10 дюйм. 

Рущеняе. Объенъ прямоугольнаго параллелопипеда равенъ произведен!ю 
площади основан!я на высоту. Такимъ образомъ, объемъ даннаго параллелопипеда == 
— 48 х 10 =480 куб. дюйм. 

196. Чему равна высота пряноугольнаго параллелорипеда, объемъ котораго 
равенъ 368 куб. дюйм., а площадь основашя равна 46 кв. д.2 

Рошен. Объеиъ прямоугольнаго параллелопипеда равенъ произведеню 
площади основаня на высоту. Сл$довательно, высота даннаго параллелопипедз 
равна величин® объема, дленной на величину площади основания, т 
—8 дюйм. 

197. Опред$лить объемъ и боковую поверхность прямоугольнаго параллело- 
пипеда, высота котораго равна 10 дюйм., а стороны основашя соотв тственно 
равны: меньшая сторона—4 дюйм., а большая— 6 дюйм. 

Рущене. 9бъенъ равенъ произведеню площади основан1я на высоту. Пло- 
щадью же основавя служитъ прямоугольникъ, площадь котораго равна произве- 
деншю основаня на высоту, т.-е. она равна 4х6=24 кв. д. Сл5довательно, 
эбъемт равенъ 24 Хх 10=240 куб. дюйм. Боковая поверхность нараллелопи- 
пела равна периметру основаня, умноженному на высоту, т.-е. она равна 
(4--4--6--6). 10=20х 10=200 Еввдрат. дюйм. 

198. Опредфлить площадь основаяя прямого параллелопицеда, объенъ кото- 
оаго равенъ 360 кв. дюйн., а высота равна 10 дюйм. 

Решение. Объемъ прямого параллелопинеда равенъ произведено нлощади 


2 Зы 
< 


основания на высоту. Слфдовательно,. площадь основан1я равна величин объема, 
| 360 
раздфленной на высоту, т.-е. она равна -‹_—36 кв. дюйи. 


_ 199. Опредёлить объемъ прямой призмы, въ основаши которой лежитъ 
правильный треугольникъ, сторона котораго равна 5 дюйин. Высота призмы равна 
20 дюйм. 


Решене. Объенъ прямой призмы равняется произведению площади основа- 
шя на высоту. Площащью же ты служить площадь правильнаго треуголь- 


вика, которая равна -—- гу 3, гдф а обозначаеть тора треугольника. 
| а 


Я 
0 томъ, какъ находится эта величина —- г \ 3, напоиню лишь, что Для этого требует- 


ся (см. черт. 210) опустить изъ вершины треугольника перпендикуляръ на осно- 
ван!е—тогда площадь треугольника будетъ равняться половин$ произведения осно- 
вашя на высоту—основаюе дано (въ нашей задачЪ оно равно 5 дюйм.), а высо- 
та опредфляется изъ прямоугольнаго треугольника, образованнаго высотой, поло- 
ВИНОЙ к основашя и боковой стороны. Такимъ образомъ, а: основа- 


а Уз в=2 25 —- | 


= 125 о 3 куб. дюйм. 


200. ОпредВлить объемъ правильной четырехугольной призмы, высота кото- 
рой равна 10 дюйм., а сторона основаюшя равна 5 дюйи. 


Рюшене. 0бъемъь призмы равняется произведеню площади основаня на 
высоту. Площадью основан!я служить правильный четырехугольникъ, или, иначе 
сказать, квадратъ, площадь котораго равна квадрату его стороны, т.-е. = 5* = 
—25 кв. д. Объенъ данной четырехугольной призиы равень 25 Х 10 = 250 
куб. дюйм. 








201. ОпредЪлить объеиъ правильной шестиугольной призны, высота которой 
равна 20 дюйм., а сторона основаня равна 1 дюйму. 

Рьщене. Объенъ данной призмы равенъ произведеню площади основан! 
На РЫСоТу. Площадью же основав!я данной призмы служить правильный шести- 
угольникъ, площадь котораго опредфляется сл$дующимъ образомъ: площадь эта 
равна произведеню периметра шестиугольника на половину его апооемы; периметръ 
извфстенъ-—онъ равенъ 1 дюйм. Хб=6 дюйн., апоеему же мы опред$ляемъ изъ 
пряхоугольнаго треугольника 4ОМ (см. черт. 200), гдв ОМ—алоеема, АМ = 


+ 
==половин$ стороны основашя==5-=5, а АО есть радусъ описанной около пра- 
вильнаго шестиугольника окружности и равенъ сторон$ рН, т.-е. 


АО==1; такимъ образомъ, ОМ—\/ 40: — АМ=У 1—1 РЕ == м и . 





=. . Зная апоеему, мы находимъ площадь шестиугольника—она равна 6 дюйм. Ж 


ИЗ т 
Хх и а. Объемъ же данной призмы= Ех 20=30 у 3 куб. дюйм. 


202. Вычислить объеиъ цилиндра, радтуеъ основав1я котораго равенъ 1 арш.., 
а высота равна 2 арш. 


Рошен. 0бъемъ цилиндра равенъ произведению площади основашя на вы- 
соту, т.-е. объешъ цилиндра=тА?. Н=3,14. 12. 2=6,28 куб. арш. - 





203. Вычислить высоту цилиндра, объемъ котораго равенъ 125 куб. дюйм., 
з высота равна д1аметру основав. 

Рюшене. Объемъ цилиндра равенъ произведевню площади основаня на вы- 
соту=<Е?Н, но Н=оаметру основая=2. Слёдовательно, объежъ цилиндра = 


228 


1 


| 125 53 
=кА*х2В=2к АЗ. Откуда иы находииъ, что В= = = =. Слфдовательно, 


/ 53 Е 

204. Опредфлить объемъ правильной треугольной пирахиды, высота которой 
равна 10 дюйм., а сторона основавя равна 1 дюйму. 

Ршенле. 0бъемъ пирамиды равенъ одной трети произведеня площади осно- 
вания на высоту. Въ основаши имфется правильный, т.-е. равностороннй тре- 
угольникъ, площадь котораго опредфляется сяфдующимъ образохъ: изъ вершины 


треугольника (си. черт. 210) опускаемъ на основаше высоту В.Г); изъ прямо- 
угольнаго треугольника АВГ), образованнаго высотой БЛ), половиной стороны 


основаня 4.7) и боковой стороны АБ, ваходимъ, что вр=у/ о Но 


АВ=1, АД= —. поэтому = т: о = —5. Зная 
высоту (ВЛ) и основаше (АС = 1), ты и а пе — — по- 


— 


р . 
ловинЪ произведеня основан1я на высоту —- Ре туз - 3 . Зная площадь 
73.10 
основашя пирамиды и ея высоту (10 дюйм.), находимъ, что ея объемъ = Е 


БУЗ 
— — Куб. дюйи. 

205. Опредфлить высоту правильной четырехугольной пирамиды, сторона 
основашя которой равна 3 дюйн., а объемъ равенъ 36 куб. дюйм. 

Рщенле. Объемъ пирамиды равенъ одной трети произведеншя площади 
основан!я на высоту; площадью же основаня служить правильный четырехуголь- 
никъ или квадратъ, площадь котораго равна квадрату стороны, т.-е.=3*==9 кв. 
дюйм. Слфдовательно, одна треть высоты равна а объема данной пирамиды, 


36 
раздфленной на величину площади основаня, т.-е. = =Н= = 4. Откуда Н = 


== 12 дюйм. 

206. Опредфлить объемъ конуса, рад1усъь основан!я котораго равенъ 5 дюйн., 
& высота равна 10 дюйм. 

Рушене. Объемъ конуса равенъ одной трети площади основаня на высоту. 

<В? 3.14 Х 5210 _ 
СлЪдовательно, объемъ даннаго конуса равень = —5_ .Н= = 
10 5 

о = 1? =261 — куб. Дюйм. 


207. Опредфлить объемь шара, рад1уеъ котораго равенъ 1 дюйму. 
Рушене. Объеиъ шара равенъ его поВЖиостЬ унноженной на треть ра- 


дуса=4к АХ = = = 3, А . Руб. Дюйн. 


— 


Геометрический задачникъ.. 


208. Опредфлить полную поверхность пряной призны, которой основан! 


| равностороннй треугольникъ. Высота этой призмы к. 16, а сторона осно- 


ваня ==4. 

Рьшеше. Полная поверхность равняется боковой, сложенной съ площадяма 
верхняго и нижняго основан. Опредфлимъ сначала боковую поверхность. Боковая 
поверхность прямой призы равняется высотф ея, умноженной на периметръ осно- 
ваня. Периметръ основана = 4 Х $ == 12, а высота призмы ==-16, Слфдовательно, 
боковая поверхность данной призиы = - 16 х 12 = 192. Нлошадь основаня пред- 
ставляетъ собою равностороннйй треугольникъ АВО (см. черт. 210 въ 12 в., стр. 34), 
котораго. сторона ==4. Чтобы опредфлить площадь этого треугольника, опустимъ 
изъ вершины В на основаше АС высоту В). Площадь всякаго треугольника 


равняется. половив произведевя основашя на высоту, въ нашей задачв площадь 
ОХВО 


треугольника = о Но АС = 4; сдфдовательно, чтобы найти, чему равна, 
площадь треугольника, надо сначала опредфлить, чему равко ВО. Изъ прямоуголь- 
наго треугольника ВС, образованнаго гипотенузой ВС и катетами ВО и С, 
находамъ, что В.О? = В0* — ОО’ (квадратъ гипотенузы равняется суми? квадра- 
товъ катетовъ-—елфдовательно, квадратъ катета равняется квадрату типотенузы 
безъ квадрата другого катета). Но ВС, какъ сторона равносторонняго треуголь- 
ника, = 4, а ОС есть половина основаня (перпендикуляръ. 60, опущенный изъ 


вершины равнобедреннаго треугольника, дфлитъ основаше пополань) —слфдователько, 


рс —=^7 Е - —=2. Итакъ, В.Г) = 4* — 21 = 12; о во 18 = Е 


— У 3 = 2 Уз. Слбдовательно, площадь треугольника = Е м3 =4 ` $. 


‘Суниа же площадей верхняго и нижняго основанй =4 УЗ Х 2 = я УЗ. Итакъ, 


полная поверхность данной призмы = 192 +8 У 3=8 (24-2 УЗ 3). 
209. Опредфлить боковую поверхность прямой призмы, основавюмъ которой 


‚служить равностороннй треугольникъ, Высота данной призмы = 66, а площадь. 


основан!я равняется 792. | 
Рбщене. Боковая поверхность прямой призмы равняется высот$ ея, умно-_ 
женной на периметрь. основашя. Высота дана, она = 66. Надо опредФлить пери 


мо основашя. Лано, что площадь АВС (см. черт. предыдущей задачи) = 792, 


т.е. А = 792. Но ВЛ (изъ прямоугольнаго треугольника 2)ВС) == 


= у ее - Вов ВС — Аб (какъ стороны. равносторовнаго треугольника), 
И ^^ (перпендикулярь, опущенвый изъ р равнобедреннаго треуголь- 


: ЕТО 
ника, дфлитъ основаве пополамъ). абдовательно, у) и Е (57) = 


ы 


4 А 0? — АС? 340? _ =. Аасх вр 
у Уз аъ, ЖИР 





4 


295 


| в | 
= 798, или = ем бикиа 40 — т, 5 40 — 


те 792 | 
зу —- Е = ву .- - ву. = = 19 У1а = 


=12х = 5 = 42. Слфдовательно, ее равняется 42 хХ 3 = 126. Итакъ, 
боковая поверхность данной призмы = 66 х 126 = 8316. 

° 210. Полная поверхность прямого параллелонипеда съ квадратнымъ основа- 
шенъ равна 608,22, а боковая поверхность его 370,6. Опредфлить высоту парал- 
лелопипеда. | 

Рещенте. Если вычесть изъ полной поверхности боковую поверхность, то. 
найдемъ, чему равняется сумма площадей верхняго и нижняго основавй, именно 
она равна 608,22 — 370,6 = 237,62. СлЪдовательно, площадь одного изъ’ оено- 
ЕЕ составляетъ 237,62: 2 = 118, 31. Такъ какъ въ основани лежитъ квадратъ, 

& площадь-квадрата равняется квадрату его стороны, то, назвавъ сторону квадрата 


черезъ а, ииземъ а? = 118,81, или @&== У 118,81 = 10,9. Боковая поверхность 
‘прямого параллелопипеда равна произведеню периметра основан1я на высоту. Пери- 
метръ основашя == 44 == 10,9 Х 4 = 438,6. СОлБдовательно, высота равна боковой. 
_ поверхности, дфленной на величину периметра, т.е. она равна 370,6 : 43,6 = 8,5. 
| _ 211. Высота прямото параллелопипеда съ квадратнымъ основашемъ равна 44, 
_ полная поверхность его = 8928. ОпредЪлить сторону основащя. 

Рюшене. Полная поверхность параллелопипеда равна боковой его поверх- 
ности, сложенной съ суммой верхняго и вижняго основан; боковая же поверхность 
прямого параллелопипеда равна произведению периметра основав!я на высоту. Обозна-_ 
чииъ полную поверхность черезъ 5, высоту черезъ Я, сторону основаня черезъ а— 











_ имфенъ 5 =4ах Н-- 24? (Ча— веть периметръ основашя, а 24а есть сумма 


площадей верхняго и нижняго основав; въ основан!и лежитъ квадратъ, а площаль 
- квадрата равна квадрату его сторовы, т.-6.=02) Итакъ, 8928 =4ах Н--2а?= 
—4ах 44--За?==176ба--2а7, или 2а*--176а—8928==0, или @?--88а—4464=0.. 
Откуда а = — 44 у 44+ ЗА = 44 У 6400 = — 44 Е 80. Слёдова- 
тельно, & = 36. | 

212. Опрех$лить высоту прямого параллелопипеда, полная поверхность кото- 
`рато ‘равна 1750,32, а боковая поверхность = 960, одна же изъ сторонъ осно- 
ван1я составляетъ 17 8. 

Рошенае. Вычтя изъ полной поверхности боковую поверхность, найдемъ, 
чему равняется сумиа площадей верхняго и нижняго основан; именно она равна 
1750,32 — 960 = 790,32. Одна же изъ площадей основашя равна 790,32: 2 = 
= 3595,16. Въ основам прямого параллелопинеда лежитъ прямоугольникъ, вло- 
щадь котораго равна произведеню обснованя на высоту, или, что то же самое, 
произведению двухъ его неравныхъ сторонъ. Обозначивъ одну изъ этихъ сторонъ 
черезъ а, другую черезъ 6, имзенъь ах = 395,16. Допустимъ, что @ есть данная 
сторона основа1я, равная 17,8; тогда 6 == 395.16 : 17,8 = 22,2. Периметръ осно- 
вашя = За 26 = 17,8 х 2-22, 2х2 = 35,6 - 44,4 = 80. Боковая поверх- 
зность равна произведеню периметра основашя на высоту. Слфдовательно, высота _ 
равна величин® боковой поверхности, раздфленной на величину периметра, т.-е. 
высота = 960 ;: 80 = 12. 

213. Боковая поверхность прямоугольнаго параллелопинеда равна 2820, пю- 

щадь его основаня 819, а высота его 23,5. Опред$лить стороны основаня. 
| Рьшене. Въ основани прямоугольнаго параллелопипеда лежитъ прямоуголь- 
никъ. Назовемъ одну изъ его сторонъ черезЪ а, другую черезъ 5. Площадь прямо- 
угольника равна произведению двухъ его неравныхь сторонъ (что то же самое, 
произведеншю основашя на высоту), т.-е. площадь = ах 6 == 819. Периметрь же 
прямоугольника = 2а4-|-25. Такъ какъ боковая поверхность прямоугольнаго парал- 

лелонинеда равна произведению периметра основаня на высоту, то имфемъ, чт. 
_ Ва -Е 26 = 2820 : 23,5 = 120. Откуда а--6 =60. Зная сумиу сторонъ (60) 
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и ихь нрюизведен!е (819), ‘мы легко опредфляемъ, чему равна каждая ИЗЪ СТО- 
ронъ, именно @ = 60 — 6. Откуда (60 —6). 6 = 819, или 608 = = 819, или. 
6" — 606.-{ 819 =0. Откуда 6 = 39, а=21. 

214. ОпредЪлить боковую поверхность прямой призмы, основантемъ которой“ 
служить правильный шестиугольникъ. Площадь основашя равна 424. высота же ‹ 
призмы равна 12. 

Рюшенле. Боковая поверхность пряной призмы равна произведентю периметра 
основаня на высоту.. Въ основа и имфется правильный шестиугольникъ, т.-6. такой, 
У котораго вс стороны равны. Сл$довательно, стоить опредфлить одну изъ этих 
сторонъ, чтобы знать, чему равенъ весь периметръ. Намъ дано, что площадь осно- 
вашя = 424. Площадь же правильнаго шестиугольника равна произведеню его. 


периметра на половину апоеемы, т.-е. она = 6 АВ х = —= 3АВх ОР. Величину 


зпоезмы ОД) можно опредфлить изъ прямоугольнаго а АО, образо- 
ваннаго гипотенузой АО и катетами ОД и АШ. Но АО есть рамусь описанной 
_ около шестиугольника окружности, и равенъ онъ сторон® шестиугольника, т.-е. = АВ; 


АВ - 
= 557 (перпендикуляръ ОГ), опущенный изъ вершины равнобедреннаго тре- 


угольника А ОВ, лЪлитъ основан!е пополамъ). 07), какъ катетъ, = У 402 — АД = 


пулу учету - ву 


Е 1,78 = 0,865АБ. Итакъ, площадь шестиугольника равна ЗАВ х О)= 


зв х 0,865АВ=2,595АВ?. Или 2,595 АВ*—=424. Откуда АВ: —424:2,595 = 


— 424; 2,6 = 163,08. Или АВ = 163.08 163,08 = 12,76. Слёдовательно, периметръ 
основан{я равен 12,76 Хх 6 = 76,56. Боковая поверхность равна 76,56 Х 12 == 
=0918:72. 

215, Опредёлить боковую поверхность правильной пирамиды съ квадрат- 
вымъ основашемъ. Апооема пирамиды равна 16, а сторона основавя == 4. 

Рэшене. Боковая поверхность правильной пирамиды равняется периметру 
основан1я, умноженному на половину аповемы. Такъ какъ основаемъ служить 
квадратъ, котораго сторона = 4, то периметръ, основашя фравенъ 4Х 4 = 16. 


Сл$довательно, боковая поверхность равна`16 Ж г = 16 Ж8 = 128. 


216. Опредфлить объемъ прямой призмы, высота которой равна 10. Осво- 
вашемъ призмы служить равностороный треугольникъ, сторона котораго = 12. 

Рющене. 0бъемъ прямой призны равняется площади основашя, умножен-_ 
ной на высоту. Чтобы опредЪлить, чему равна площадь основаня, опустимъ изъ 
вершины треугольника АБС высоту ВЛ) на основаше АО. Получимъ прямоуголь- 
ный треугольникъ А ВО, образованный гипотенузой АВ и катетанн ВД и АО. 
Гипотенуза АВ есть сторона даннаго треугольника й равна 12; катетъ АД 
равняется половинз стороны АС, т.-е. = 12:2 = 6 (перпендикулярь ВР, опу- 
щенный изъ вершины равнобедреннаго треугольника, дфлитъ основаше пополамъ). 
Квадратъ гипотенузы развенъ сумм квадратовъ катетовъ-сл®довательно, А.В = 
= В? -- АГ? пли БГ? = АБ? — А]? = 12? — 6? = 108. Откуда ВО = 


= У 108 = У3.23.3 =6 У 3. Площадь треугольника АВО равняется поз. 
ловинз произведеня основаня на высоту, т.-е. Е НА уз 


Объемъ данной призмы = 36 Уз х 10 =360 УЗ 8. 

217. Боковая поверхность прямой призмы, которой основаве равностороя- 
нй треугольникъ, равна 576, а объенъ призмы = 1152. Опредзлить сторову 
основаня. 

_ Рюшене. Боковая поверхность прямой призмы равняется периметру основз- 
ня, умноженному на высоту. Обозвачимь сторону основавшя черезъ а, высоту 
черезъ Ы. Тогда перяметръ основания равенъ 3% и боковая поверхность данной 


“ 


ыы 


призмы равна _За х Н=576. 0бъежъ призны равняется площади основания, 
унноженной на высоту. Площадь основания есть равносторонний. треугольникъ АВС 
(см. черт. предыд. задачи), котораго сторона = а. Чтобы опредфлить площадь 
этого треугольника, поступаемъ такъ же, какъ и въ предыдущей задачЪ: опу- 
скавиъ высоту В) и изъ прамоугольнаго треугольника АВ находимъ, 


чт ВО = о АЛ)? тд АВ =а,. АД = :- Сл$довательно, ВД = 
2 т 
о а“ — — = о — 5 У 3. Площадь треугольника АВС = т = 


ты 


‹ па -—. 
. — “ уз 3. По условно задачи туз ХЫ = 1152. Раздёливъ 


а?У 3 Н_ 152 


послфднее равенство на первое (За = 576), Е: х3аН - 596? 


3—5. 0 2 | 
2 - 56 ткуда а = АЕ о 


218. Опредфлить объемъ правильной треугольной пирамиды, высота которой 


ИЛИ 


‘равна 35. Сторона ея основашя == 42. 


Рьщене. Объемъ пирамиды равняется одной трети преизведеня ея основа- 


ня на высоту. Въ основаши лежитъ правильный треугольникъ, т.-е. равносторон- 


ий. Площадь этого треугольника мы опредфляеиъ подобно тому, какъ и въ пре- 
дыдущихь задачахъ, т.-е. опускаемъ высоту БЛ (м. предыд. ры. Изъ 


прямоугольнаго треугольника АБО находимъ, что ВО = УАБ? — АГ*, гдз 
АВ = 42, Ар ==43 : 3 =591. (лфловательно, ВД = Е | Ува = 


ее АСХВЬ 42х23 
= У 3%жЖжзх 7 = е УЗ. Площадь треугольника хе Е —-== 


= 4413. Объемъ данной пирамиды =“ И Х 35=147.35 УЗ =5145 УЗ. 


_219. Сколько кубическихь метровъ те содержится въ прямоугольной 
комнат$, которой длина 9 метровъ, ширина б метровъ и высота 4°метра, если, 








`ВЪ 100 частяхъ воздуха содержится 21 часть кислорода? 


Рущенае. Объемъ прамоугольной комнаты чредставляеть с0б0ю объемъ 
пряжоугольнаго р который равняется произведеню площади осно- 
вашя на высоту. Площадь основавя, или полъ комнаты, равняется‘ произведеню 
длины на ширину, т.-е. =9 Ж 6 ==54 квад. метра. Объемъ комнаты, сл$дова- 
тельно, равенъ 54 Х 4=216 куб. метрамъ. Узнавши объемъ комнаты, мы т®иъ 
самымъ опредфляемъ объемъ содержащагося въ комнатв воздуха, который поэтому 


_равень 216 куб. метраиъ. Если въ 100 частяхь воздуха содержится 21 часть 
° кислорода, то въ одной части воздуха кислорода будетъ 100’ @ ВЪ 216 куб. 


216 Х 21 
00 
220. Въ ящикъ съ водою, котораго длина 4 фут., а ширина равна 3 фут., 
погруженъ камень, всл$детве чего вода въ. ащикв поднялась на 4 дюйма и 
совершенно покрыла камень. Опредзлить объемъ камня. | 
Рюшеняе. Камень, погруженный въ волу, вытфенилъ воду, которая. раепо- 
ложилась надъ нимъ и заняла въ ящикЪ такой же объемъ, каковЪ объемъ камня. 
Сл довательно, визсто того, чтобы опредзлять объемъ камня, вычислимъ объемъ 
вытЪсненной имъ воды. Вода же заняла объемъ параллелопинеда, котораго осно- 
ван!е равно въ длину 4 футамъ, въ ширину 8 фут., и высота котораго равна 
4 дюймамъ. Объемъ такого параллелопипеда равняется произведеню площади 
основашя на высоту. Площадь основашя равна 4Ж8==12 квад. фут. Вы- 


метрахъ воздуха кислорода имфется. —45,36 куб. метра. 


4 1 
‚ бота = 4 дюйм. = 15 == 5 фут. Слфдовательно, объем» параллелолапеда, или объемъ 


12а 
ентфененной годы, ели, что то же самое, объяиъ камня равенъ те — 4 куб. фут. 


228 

221. Бокавая поверхность цилиндра = 954, а его объемъ = 5724. тре 
«Флить радтусъ основан1я. 

Рюшеняе. Боковая поверхность цилиндра равняется длинЪ окружности осно- 


вания, умноженной на высоту, т.-е. = 2^АН == 954. Объемъ же цилиндра равенъ 
произведеню площади круга основан!я на высоту, т.-е. = п А?Н = 5724. РаздЪ- 


„. ЕН 5724, 

лимъ послёднее равенство ‘на первое (2«ВН = 954), получаемъ: 5=РИ” 954’ 
Е _ 5724 5724 ЖЗ? 

или > — уд» ИИ В о = 12. 


- — 


222. Опредфлить полную поверхность конуса,” радусъ основана которато 
равенъ 6, & образующая = 20. 


и: Полная поверхность конуса равва. боковой его поверхности, сло- 


женной съ площадью основаня. Въ основаши иифется вругъ, площадь котораго 
равна ^А?. Боковая же поверхность конуса равняется произведеню окружности 


вго основашя на половину образующей лини, т.-е. = 2=А Ж - —20кВ. Итакъ; 
полная поверхность конуса = 20*«А -- А? =*В (20 -- В) == 6 (20 ов 6)=- 


Е Х 6х 26 = 490 -=- 


223. Опред$лить. т поверхность конуса, мы вотораго ‘равна | 


58, а высота = 45. 
Рошенле. Боковая поверхность конуса (см. черт. 193 въ 12 в., на 24 стр.) 
равняется произведеню длины окружности основавшя на половину образующей лин. 


Длина окружностч == 2жД == т. СлЪдовалельво, боковая поверхность = 2®ВОЖ 


К ее =жх ВОХ В = Хх ВОХ 553. Радусь ВО опредфляеиъ изъ пря- 


моугольнаго треугольника бов, образованнаго гипотенузой ЗВ и катетани бО и 
ОВ. Евадрать ги потенузы равенъ суии$ квадратовъ катетовъ, т.-е. В? = 5 0*-РОБВ?, 


или ОВ? = 5.6 — 50°, или ОВ = У5В'— 902 = У 53° — 45? = У'784=28. 
Итакъ, боковая поверхность конуса == Хх 28 Х 53 =22 Ж4Х 53 = 4664. 


224. Опредфлить поверхность. т если окружность большого его круга 
равна 88. 


Решение. Поверхность шара равна произведено окружности большого круга _ 


на Даметръ, то-есть = 4=А”. Окружность большого круга = 2кА ==88; откуда 





В == —. == — в: х = 14. Слфдовательно, поверхность шара равна 4к А? = 
У 





в Поверхность шара равна 1018=. опредфжить его объвиз 

Рюшене. Объешь шара равняется Е его поверхности на треть 
рад1уса, т.-е. = 4® А? Х = = 3 п. Чтобы опредфлить, чему равенъ объемъ 
цаннаго шара, требуется вычислить его радусъ. Радусь мы опредзляемъ изъ ве- 


личины данной поверхности. Поверхность. шара равна 4*А? = 1018 г. ИЛИ 
а. ‘зто на блв- 
довательно, объемъ шара равенъ ь ®АЗ = > х - Х 98 = 3054. | 


226. Глиняная труба имфеть 10 фут. длины и 6 Е фут. во внфишней 


окружности, толщина ея ст®нки равняется 1/2 фута. нь ВЪсъ всей трубы, 
зная, что 1 куб. дюймъ глины вЪфситъ 3,25 лота. 
Рюшене. Данная глиняная труба представляетъ собой объемъ цилиндра, 


> 


= > 


высота котораго равна 10 фут., а длина окружности основан!я котораго равна _ 


6 ь Опредфлинъ длину рад!уса основан!я: дано, что длина окружности, т.-е. 


р В = 67 › ни В=“, откуда в 


НТ т футу. Объемъ даннал“, 


цилиндра равенъ произведено площади основашя на высоту, т.-е. = пА? Х Н == 


=Я Хх 1" Х10 = 101 = -— куб. фут. Но это будеть только величина визшняго 


объема данной глиняной трубы. Чтобы опредфдить объемъ глины, образующей | 


толщу стфнки‘ данной трубы, необходимо изъ внЪшняго объема трубы ‘вычесть 
внутренн!й объемъ трубы, свободный отъ глины. Внутрены!й объемъ трубы пред- 
ставляетъь ‹с0бою ‘также объемъь цилиндра, высота котораго равна 10 фут., а 
радтусъ основашя котораго меньше радлуса внЪшней окружности трубы на */2 фута, 
т.-е. онъ равенъ 1 фут.—1/5 фут. = 1/5 фут. Объемъ этого внутренняго цилиндра 
равенъ произведеню площади его основантя на высоту, т.-е. = л7? Х Н=тх 





2 520 220 
_х 8 х 19 =; Куб. фут. Слфдовательно, объемъ глины — 7—5 = 
20 5 1%. 17 | 
аи РР Куб. фут. о куб. дюйн. Такъ какъ 1 куб. дюймъ 


а б : 92664 
глины вфситъ 3,25 лота, то вся глина вЁситъ; о Л. ее и 
— 1328771 лота = 103 пуд. 16 фунт. 251 лот. | 


227. Полная поверхность куба равняется 2166. Опредзлить его объемъ. 

_ Рющене. Полная поверхность куба равняется боковой его поверхности, 
сложенной съ площадями верхняго и нижнаго основанй. Боковая поверхность куба 
равна произведеню периметра основаня на высоту. Обозначивъ сторону основаня 
черезъ а, находимъ, что периметръ основав я равенъ 4а, а боковая поверхность 


равна 44 Х а = 44? (въ куб всБ ребра равны—слфдовательно, и высота равна. 


ширинВ или длинъ, т.-е. =). Въ основаши куба лежитъ квадратъ, площадь 
котораго равна квадрату его стороны, т.-е. = @?. Сумиа площадей верхняго и 
вижЖняго основавй равна а” -- а? = 2а*. Итакъ, полная поверхность куба = 4а* -|- 
-- 2а* = 6а*. По услов!ю задачи, полная поверхность даннаго куба равна 2166, 


т.-6. 64а —=2166, или ай —= и —=861, откуда а == У 361 = 19. 0Объемъ куба 


‚ равняется произведению площади его основашя на высоту. Площадь основаня, 
какъ ны нашли, равна а. Слфдовательно, объемъ куба равенъ а? х а==а°. 


Такъ какъ а = 19, то искомый объемъ куба == 19° =6859. 


Геоометричесяй задачникъ. 


228. Основащемъ прямой треугольной призмы, инф ющей объемъ = 6000 куб 
дюйновъ, служить прямоугольный треугольвикъ, котораго катеты относятся между 
собой, какъ 5 : 12; отношене гипотенузы этого треугольника къ высот$ призмы = 
РВ. 0 предвлить длины реберъ призмы. 

Рьшене. Обозначимь одинъ изъ катетовъ прямоугольнаго треугольника, 
служащаго основанемъ’ прямой призмы, черезъ 9. Согласно условшю, катеты этого. 
треугольника относятся, какъ 5: 12, т.-е, у: кат. = 5 : 12, откуда другой 


12 
ватеть —--у. Теперь намъ нужно опредфлить гипотенузу треугольника. Квадрать 


гипотенузы =еуми% квадратовъ обоихъ катетовъ. Слфдовательно, квадратъ гипо- 
тенузы этого треугольника = квадрату 1-го катета '’(у”) -- квадратъ 2-го катета 


|[(5у у т.-е. квадр. нипотенузы = У*-- (у )* ‚а типотенува— у 2 +(5 я БУ} га 
= Ух- + бр у? = Е ЕЕ -у=* = 9, Отношен!е же гипотенузы 
къ высотв призиы = 13 : 25, т.е. у: высотв призиы=13 : 25, откуда высо- 


139. 25 . 
та призмы = = ; по сокращения получииъ, что высота = 59. Объемъ же приз- 


ин — произведевио площади основашя на высоту призмы; но НЫ к 


(прямоугольн. треугольника) = = полупроизведеню катетовъ, т.-е. (ч.- = гу) ея 
1292. 2 и 
- } ==. Высота призиы уже намъ извЪстна, она = 59. Слфдовательно, 
2 
объень призмы = и 59 = 63°. Но въ услов1и задачи сказано, что объемъ = 
= 6000 куб. т  Такинъ образомъ, 6’ = 6000, или у = . а и = 10 


дюймовъ. Итакъ, одинъ изъ катетовъ = 10 дюймамъ, другой — = 9 = > т 


13 1 
= 24 дюйм., гипотенуза = И т. 10 = 26 Що & высота призмы =5у= 
— 5.10 = 50 дюйм. 
229. Длина образующей конуса = длина окружности его основан!я == С. 
Опред$лить объемъ конуса. 
Рьщеше. Такъ какъ окружность осневаня = с, а мы знаемъ, что окруж- 





ность = 217, то получаемъ уравнеше 2 == с, отсюда х = 5-. Изъ прямоуголь- 
наго треугольника 5О.А (см. черт. 193, т вып.) инфе: ть 0 — 8.42 — А0?, 


ЛИ 50= 54°— 40: —40'—Ув— (=) (5) -И вЫ у 


27 с) (2 — с : 
у 95, Мы знаемъ, что объемъ конуса = площади основаншя, 





помноженной на треть высоты, т.-е. И=“ Е вивсто хи } 


ихъ значен1я, мы получимтъ а 5 У (2=1-- с) (2 (21—00. о )- 


_ м чьы 
ак 
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230. Боковое ребро правильной О роугольной пирамиды ==7%, апооема вя==я. 
Опредфлить 1) боковую поверхность, 2) объемъ пирамиды. . 

Риюшеме. Изъ прямоугольнаго треугольника ЭВК (си. черт.), въ котороиъ. 
гипотенуза ЭВ==т, катеть БК==и, ваходинъ КВ = УВ? — ВК? (катеть =. 
квадратному корню изъ квадрата ах минусъ квадратъь другого катетл), 
или КВ= Уи — 2. Но кв=2 Ре Уж — сл довательно ВС = 
Уж? — я?. Мы знаемъ, что а поверхность правильной 


пирамиды = произведеню периметра основаня на половину апо- 
вемы, т.-е. боковая поверхность данной пирамиды = 3ВС. 


БК 7? ЕР т. у я я ЩИЕ } 

ны и 5 Уж? —9?. Площаль же пра- 

вильнаго треугольника АВС, служащаго основашемъ пирамиды, 
ВУЗ. 


равна - 





— (т? — из) УЗ. 0бъемь пирамиды, мы знаемъ, 

равенъ произведено площади основаня на треть высоты, слё- 
1 Ы 

довательно, объень пирамиды = (т? —*?) 3.50, тдё 80 





есть высота пирамиды. Ее мы опредёлинъ елдующимь обра- 
зомъ: ОБ, очевидно, есть рамусъ круга, описаннаюо около 


правильнаго треугольника АБС. Сторона вписаннаго правильнаго  треуголь- 
ника = У 3. Но х въ данномъ вписан. правяльномь Л-кЪ есть ОВ. Слдова- 


тельно, ВС=ОВБ. УЗ, но ВО =2 Ут: — п: такииъ образомъ, 2 Ут — п = 
— 2У т? — я? | 
—`ОЪБ. 1/3, откуда  ОВ= 
ОВ. у Я У 
| о 2 т — п \? 
ника БОВ ваходинъ БО= убВ*— ОВ* = ЕЕ Ре. =: 


Слфдовательно, объ- 


А изъ прямоугольнато — треуголь- 





У А: —). ГЗт? — 4т? | 4? _ 7 4? — т? 
= 1 — — — —__ 
й 3 уз УЗ 

| 2 : 
емъ пираииды = площади основашя (20° —- 7?) ]/3, помноженному на 5 ВЫСо- 


1 (т — =?) 3. 1 42 — т? 1 ее 
ты, т.е. Г = У ы СУ (т? — 7) У 4? — 2. 


231. Высота цилиндра = даметру его основавя. Радтусъ основаня==ватету 
прямоугольнаго треугольника, у котораго гипотенуза =5 ф., а другой катетъ = 
—=3 ф. Найти: 1) полную поверхность, 2) объемъ цилиндра. 


Рющенае. Полная поверхность цилиндра равна, какъ мы знаемъ изъ тео- 
ри, 27 -Р Эту? или 2х (1--7). Слёдовательно, намъ прежде всего нужно 
узнать, чему равенъ 7. Согласно условю, г равенъ катету. треугольника, у кото- 
раго гинотевуза=5 ф., а другой катетъ = 3. ф., такимъ образомъ, 7? = 5 — 83, 
аи У5* — 82 = У 25 —9 = У16=4 $. Иткъ, г=4. Высота цилив- 
дра = д1аметру, т.-е. 2 = 8. Подставивъ эти значешя въ нашу формулу, мы 
получимъ, что полная поверхность цилиндра = 2” (1-х) =2. 3,14. 4.(8-+ 4)= 
—=2. 3,14, 4. 12 = 301,44 кв. ф. 

Объемъ же цилиндра = произведен! ю площади основан1я на высоту, т --е. пу”. Й, 
но высота=д1азетру, т.-е. 2 радусамъ, такимъ образомъ У==ти?. 2, во г=4 ф. 
Слфдовательно, объемъ цилиндра = 3,14. 42. 2. 4. = 3,14. 16.2. 4. = 401,98 куб. ф. 


_ 232. Опредфлить объемъ, и т стёнками стеклянной строго цилин- 








дрической трубки, длина которой == у ° фута, радусы же вишней поверхности— 


2 дюйн., а внутренней — 1 дюймъ Е ЛИНИЙ. 
Рюшене. Легко понять, что объемъ, занимаемый стфнками строго ИЛИ 
речэской трубки==объему цилиндра, радтусомъ основавя которато служить внфщ- 
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нй радусъ, `бевъ. а цилиндра, рад!усомъ основаня "ооо И, ад усъ 
внутренней поверхности. Назовежъ 1-ый объемъ черезъ У,, 2-ой объемъ черезъ Я», 
а искомый объемъ черезъ У. Сльдовательно, 7 = 7, — 7... Мы знаемъ, что 
объенъ цилиндра = и основаня, помноженной ва выботу цилиндра; сл$до- 
вательно, И =^. 22. о (+ фута = 9: к), Ил. (к). 9, т.-е. 7, = 86 кб. 
дюйм., У = 26,01т кб. дюйм.; И ==, — 7. = 36 —26,01к = (36 — 26,01). 
. пт=(86 — 26,01) 3,14 = 9,99 Х 3,14 = 31,3686 куб. дюйновъ. 

233. 0бъемъ шара содержить 118, 04 куб. НЫ а длину 

манетра этого шара. 


Рюшене. Пусть рамусъ шара А. Согласно формулЪ, объеиъ шара = 3 т, | 
113, 04. 3 113,04 .8 
Ро Ве . Е ы ый о, 
ИЛИ Е кАЗ = 113,04; откуда. ее = ты ‚а = и =. 








339, 12 339,12 _. у а 
-И 4.314 И 125 т 97 — 3 д. Сл$довательно, даметръ, р 2 
радтусамъ, = 2.3 = 6 дюймамъ, | 


234. Лланетры земли, лувы и солнца пропорщональны ЧиСлаМЪ 1, т 3. 112. 


)бозначая объемъ земли черезъ Т, выразить черезь 7 объены луны и солнца 
(объемы земли, луны и солнца принимаются здфсь за объемы шаровъ). | 
Рющене. Пусть Маметръ земли = 2; тогда даметры луны и солнца соот- 


взтотвенно будуть равны 12 и 1122. Пользуясь формулой объема шара (объ- 


11 


В п) 
емъ шара = ^А” или 5.) можемнъ выразить объемы земли, ее солнца 
“(= 
въ зависимости отъ 2. Объемъ зеили = -— = Т. 0бъемь луны = т ана 
__ 271 ` 73 | 
= 6155т. Подставляя значене а въ выражене объема луны, получимъь объ- 


6, 
11253 — 140492813 
1831 Т. Объзмъь солнца к я. Подставляя вна-. 


® 143 7 : . . 
чен!е (=>) въ выражеше объема солнца, получииъ, что объемъ солнца = 


= 1404928 Т. | 

235. Боковое ребро правильной шестиугольной пираниды = © — 3,17 фут.; 

сторона многоугольника, служащаго ея Оооо, равна а = 0,75 фут. Опре- _ 
ДЪлить высоту пирамиды. _ 

Решене. Пусть БО служить высотой пирамиды ЗАВОРЕЕ (см черт.). 

Соединимъ центрь О шестиугольника 4ВСДЕЕ, служа- 

А щаго основашенъ пирамиды, съ вершиной его В. Прямая 

ОБ, очевидно, есть ращусъ круга, описаннаго около пра- 

вильнаго шестиугольника, и равна сторон его (сторона 

правильнаго шестиугольника, вписаннаго въ кругъ, равна 


_@мъ луны = 


моугольнаго треугольника СОБ мы можемъ опредфлить БО, 
какъ калеть прямоугольнаго треугольника. Мы знаенъ, что 
квадратъ катета равевъ квадрату гипотенузы безъ квадрата 
другого катета; слЪфдовательно, 50? = 55? — ОБ?. Но 
БВ намъ извЪстна, какъ боковое ребро: 9В=3,17; ОВ мы 
опреджлили, = 0,75 ф. Итакъ, 90? == 3,172 — 0,752, или 
830= У 3.172—0,752. Подкоренное количество пред- 
| ставляеть разность двухъ  квадратовъ; слфдовательно, 
эту разность можно разложить на произведене суммы изъ корней на разность 


_ ить корвей, т.-. 50 = У (3,17 - 0,75) (817 — 0,75) = У3,92. 2,42 = 
9,4864 = 3,08 фут. Такииъ образомъ, мы опредфлили, что высота данной. 
правильной шестиугольной пирамиды == 3,08 ф. 





рад1усу этого круга), т.-е. ВО = а = 0,75 фут. Изъ пря- . 


> 


а АЕ о 
236. объем, а ии строто цилиндрической трубки, равенъ 
Е 31.3686 куб. дюйм.; длина трубки == # ==9 дюймовъ, а радусъ ея внфшней 
При — —= В == дюйма. Опредфлить толщину стфнокъ. 
Рушенле. Очевидно, что толщина ст$нокъ строго  пиливдрической трубки = 
— разности радусовъ внфшней и внутренней поверхности. Назвавъ объемь ци: 
линдра, радусомъ основашя котораго служитъ радтусъ внфшвей поверхности, че- 
резъ У», а объемь цилиндра, радусомъ основавя котораго служить радусъ вну- 
тренней поверхности, черезъ >, получимъ, на основаши формулы объема цилиндра 
(объеиь пилиндра = п ?.}), У: =<тА?, а ТУ. =? (х назовемъ рад1усъ 
внутренней поверхности). Сл$довательно, объемъ, занимаемый стБнками цилиндри- 
ческой трубки У==жА?.Й — "22.Л, или = ти (В? — 42). Такинъ ре. МЫ 


и В? 
волучили уравненте т — пр? = ТУ. Отсюда, пуд? = «АА? — ТУ, 1 = Е 
== = ‚ или 21° = А*— 2,24 у в—= . Но В, по условю задачи, == ДЮЙМ. 


УТ== 31,3686 кб. дюйм., а высота й = ‚ 9 дюйм. Подставивъ 1 ВЪ выражение и В? — > 


ЗЕ о 81,3686 Уча: 
значен!е ь букВЪ, получимъ. нь У1— зн ам. п —5896° ее 4 —1 1 = 


== 2,89. 2, 89 = 1,7 д. Такимъ м мы узнали, что рамусъ внутренней по- 
верхности == 1,7 д. а намъ еще опредфлить толщину стфнокъ цилиндри- 
ческой трубки. Чтобы опредфлить послфднее, мы должны изъ радуса внЪфшней 
поверхности вычесть радусъ_ внутренней поверхности. Ражусъь вн шней_ новерх- 
ности = 2 дюймамъ, радусъ внутренней поверхности, какъ мы опредЪлили, равенъ 
1,7 `дюйм. Толщина, слфдовательно, равна 2 д.—1,7 д.=0,3 дюйма. 

237. Стороны квадратныхь основав усзченной пирамиды равны 4 и 3 дюй- 
мамЪ; высота пирамиды=8,7 дюйма. Опредзлить объемъ пирамиды. 

Рьшенле. Стороны квадратныхь основавй данвой усфченвой пираниды ==4. 
и 3 дюйм.; площадь квадрата = квадрату его стороны. Сл®довательно, площади 
квадратныхь основан данной усзченной пирамиды==Т16 кв. дюйм. и 9 кв. дюйм. 


Согласно формулё (объемъ усфченной пирамиды = = В(В-Ь-- У В) при- 


чеиъ В и 6 —соотвфтственно площади верхняго и а основанй) искомый 


объемъ данной усченной сы = а —. о = 
ее = в — 107,8 куб. . 

"ак | образомъ, мы узнали, что объенъ НЯ усвченной пирамиды › = 
—= 107,3 куб. дюйма. 

238. Длина, ширина и высота  праиоугольнаго параллелопипеда относятся 
между собой, какъ 5:3:1; полная поверхность его = 2254 кв. дюйма. Опредф- 
лить ДЛИНУ каждатго изъ трехъ его изифренй. 

Рюшене. Если высоту прямоугольнаго параллелопипеда обозначимъ черезъ 5, 
то, согласно услово, длина его выразится черезъ 52 и ширина черезъ 3х, ибо 
отношеня длины къ ширин, къ высот =5:3:1. Полная поверхность паралле- 
лопипеда, какъ всякой прямой призмы, == рй ея 20, тд р периметръ, й высота, 
а © площадь основашя. Но периметръ основая 52-Е 5д-- За - 3%, 1.6. 165, 
выевота = 2, площадь основашя = 5%. 38%. Слфдовательно, полная поверхность 
даннаго параллелопипеда = 165.2 -- 2.52. 3х = 464”. Но, по условшю задачи, 
полная поверхность. „ланнато параллелопипеда = 2254 кв. д. Такниъ образомъ, 
461? = 2254, или 1? =49, откуда х-=7; Итакъ, высота параллелопинпеда= 
—7 дюймамъ, длина=52 =5.7=85 дюйн. и ширина = 3%=3, 7 = 21 дюйму.. 

239. Стороны прямоугольнаго основаня прямой призмы равны 25 и 14 метр., 
поверхность ея == 1714 кв. метр. Опредфлить: 1) боковую поверхность, 2) боковое 
ребро, 3) объемъ призмы. 

Рющене. Площадь прямоугольника, лежащаго въ основани данной прямой 
призмы, равна 25.14 = 350 кв. метр. (площадь прямоугольника == произведению 
длины на высоту), периметръ: его=2.25 - 2.14 = 78 метр.; слфдовательно, с0- 
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гласно формул (полная поверхность прямой призмы = 4 -- 20. при ченъ р обо- 
значаеть периметръ, № высоту, & © площадь основания призмы), найдемъ: полная 
поверхность данной призмы =784-- 2.350 = 1714; откуда 78 = 1714 —700; 


014 
78} = 1014; й = 5 =13 нетр. А здфеь будеть боковымъ ‘ребромжъ, слёдова- 


тельно, боковое ребро = 153 метрамъ. Для нахожденя же боковой поверхности 
призмы, очевидно, нужно отъ полной поверхности отнять двф площади: основаны; 
& потому боковая поверхность призмы = 1714—1700 = 1014 кв. метр. Теперь 
нанъ остается еще найти объемъ данной призмы. Объемъ всякой прямой призмы 


равенъ произведеню площади основашя на высоту (У =ВБ. Н.). Пользуяеь фор- 


мулой, находимъ объемъ данной призмы = 350. 18 = 4550 кб. метр. 


240. Какимъ числамъ пропоршональны площадь основав!я, боковзя и полная. 


поверхности равносторонняго конуса? (Примфч. Равностороннимъ конусомъ назы- 
вается такой конусъ, у котораго образующая имфетъ ту же длину, что и дтаметръ 
основаня). 

Рошеняе. Обозначимъ рад!усъ основаня равносторонняго конуса черезъ 7; 
согласно примфчаню къ этой задач, образующая конуса=2у. Нлощадь основания 
конуса = 7. Боковая поверхность конуса, какъ мы ок равна произведению 


окружности основашя на половину образующей, т. 





— пуК. Но въ данной 


задачв образующая =27. СлФдовательно, боковая и даннаго равносто- 
ровняго конуса = м7. 27 = 2172. Полная. поверхность даннаго конуса == 2? -|- 
—- п? = 5177. Слёдовательно, найденныя величины относятся между собой, какъ 
17? : 2т7?: Зп7. Сокративъ это отношеше на п7”, мы получинъ 1:2:3. 


Такимъ образомъ, мы узнали, что площадь основагия, боковая и полная по-_ 


верхности пропорщональны 1, 2 и 3. 
241. Дуга большого круга въ 36° равна 0, 6 фута. Опредлить. объемъ шара. 
Рьшене. Если дуга большого круга въ 36° равна 0,6 фута, то ясно, что, 
такъ какъ вся окружность = 360°, то вся окружность большого круга = 0,6 Х 
Х 10=6б6 фут. (въ 10 разъ болфе дуги въ 36°). Слёдовательно; Эли = 6; 


6 т, ь 
откуда и = 5 =—. Но изъ теории извЪстно, что радтусъ большого круга = рз- 


| 4 
дусу шара. По формулБ объема. шара мы знаемъ, что объемъ равняется 5 т7’*, но 


3 
и р ри — 27 108" _ 

т = —. Слфдовательно, объемъ шара = 5* ( М. 5.3 ИЛИ, 10 60- 

56 36 36 

краш. — 3 — 8142 = 98596 — 9,65 куб. фута. 


т 


242. Опредфлить объемъ тБла, произведеннаго вращенемъ квадрата, сторона 


котораго = @ ==5 ф., около одной изъ его сторонъ. 

Рошене. Отъ вращеня квадрата около одной изъ его сторонъ получится 
цилиндръ. Объежь цилиндра по формул = В”. Н, гдф В = сторон8 квадрата, 
т.е. @=эф.,. и Н=а=65 ф. Е ИВдовательно, объеиь полученнаго цилиндра = 
—=^А?. Н = па?. 4 == =т.53 = 3,14. 125 =392.5 куб. ф. Итакъ, объенъ 
тфла, полученнаго отъ вращеня даннаго квадрата, равенъ 392,5 куб. ф. 

243. Плоскость, проходящая черезь высоту конуса, даетъ въ сфчени съ 
нимъ треугольникъ, площадь коего = 2,7 кв. фута. Высота конуса = 2,25 фута. 
Опредфлить его полную поверхность. 

Рошене. Ясно, что плоскость, проходящая черезъ высоту 6 О конуса, даетъ 
въ сзчеши съ нимъ равнобедренный треугольникь ©АВ, гд$ АВ— манетръ осно- 
вашя конуса, а ЮБи ФА-побразуюция его (ем. черт. 193). Согласно условлю, 
площадь этого треугольника = 2,7 кв. фута, а высота конуса (она вифств съ тбиъ 


есть и высота треугольника) = 2,25 ф. Но площадь треугольника = полупроизве- 
В 5 АВ. 
дентю основан1я на высоту, т,-е. 5; > =В0. Слёдов., площадь треуголь- 


ника = ВО. 50; во 50 ==2,25; такимъ образомъ, площ. треугольн. = ВО.2,95. 





По условю, площадь треугольника = 2,7. Итакъ, ВО. 2,25 =2,7. Отсюда ВО =. 


27 
595 — 1,2. Изъ прямоугольнаго треугольника В50, БВ, какъ гинотенуза, = 
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—квадратному корню изъ суммы квадрат: двухъ катетовъ, т.-е. юВ== У ВО? + 50*= 
— У 1,2? + 2,252, или ЗВ = 6,5025 =2,55 ф. Зная образующую конуса и 
радтусъ его основан!я, можемъ, согласно формул [полная поверхность конуса = 
= кий ту? = (К -- 7)], опредфлить его поверхность. © = т. 1,2 (2,55- 1,2) = 
— 3,14 .1,2 (2,55 -- 1,2) = 3.14.12. 3,75 = 3,14. 4,5 = 1413 кв. фут. 

Такинъ образомъ, ны нашли, что полная поверхность конуса = 14, 18 кв. ф. 
| 244. Высота цилиндра = д1аметру его основавя, Рад1увъ основаня = Ё = 
— 5 дюйм. Найти: 1) полную поверхность, 2) объемъ цилиндра. 

Рьшенле. Мы знаемъ, что полная поверхность цилиндра — и (В+), 
гл = А =5 дюйм., а Л, соглаено ео =2А =2.5 = 10. СлБдовательно, 
полная поверхность даннаго цилиндра = 2.5 (10-5)=2.3,14.5. 15 = 
— 471 кв. д. Объемъ же цилиндра, какъ мы знаемъ, равенъ произведеню пло- 
щади основан!я на высоту, т.-е. п7?. й, гдз опять-таки и = 5, & высота == 2и/ = 
= 10. Слфдовательно, объемъ цилиндра=3,14.5*,10=38,14.25. 10=780 куб. 
ДЮЙмМоВЪ. 

245. Опредфлить полную поверхность прямой призмы, у которой боковое 
ребро = 12 вершкамъ, а основавемъ служитъ правильный треугольникъ, имвющий 
сторону @ = 3 верш. 

_ Рошен. Периметръ правильнаго треугольника, лежащаго въ основани дан- 
ной прямой призмы =34. Намъ теперь надо найти площадь этого правильнаго тре- 
угольника. Опустивъ перпендикуляръ (высоту) изъ вершины треугольника на осно- 
ване, мы получимъ прямоугольный треугольникъ, у котораго высота—одинъ катетъ, 


а 
половина сторовы треугольника (5) — другой катетъ, & другая сторона треуголь- 





2 
ника (4) — гипотенуза. Мы знаемъ, что катеть == квадратному корню изъ квадрата 
гипотенузы 06 ь квадрата другого, катета. а высота треугольника = 


Е Я О т о о За? _ м - 


а аи призмы, и ры знаемъ изъ теори, = боковой поверх- 
_ ности -- верхняя и нижняя площади основашя. Боковая поверхность данной призмы = 
= ЗаН, гд$ Н— высота или боковое ребро данной прямой призмы. Полная зке 
поверхность данной призмы = 3@&Н -- лв площади основаня. Площадь основая 
намъ легко найти, такъ какъ намъ извЪстна сторона правильнаго треугольника, лежа- 


Щаго въ основаши о (она, р й=3), и высота (она равна = УЗ). Пло- 
щадь, елЪдов., > У $=— УЗ. Э. 


а 
Цолная поверхность ме Е. 2-4 УЗ. Но ва=3, Н (высота или 


боковое ребро призмы) == 12. Такимъ о полная поверхность призмы = 
—=3.3, 12 -- ПЕР = 108 -- ОИ — 108 -|- 7,794 = 115,794 кв. вершк. 

246. Полная поверхность одного куба = 6 = 5400 кв. дюйм. Полная по- 
верхность другого куба = ©; = 2400 кв. дюйм. Въ какомъ отношени находатся 
объемы этихъ кубовъ? 

Рушенае. Мы знаемъ, что объемы двухъ кубовъ относятся, какъ кубы ихъ 
реберъ. Пусть ребро одного изъ нихЪ = 2, ребро другого — —= у. Полная поверхность 
перваго куба=5 =5400. Согласно формула, б==627; слёдовательно, 62?=5400, 


отсюда 27 =” — 900, откуда 2 = У 900 = 30 д. Полная поверхность 2-го 
куба ==5, — 2400, По формудь, 9, — 6”. Итакъ, 6у? — 2400; у? = 9% = 400, 
зу= У 400=20 д. Такимъ образомъ, мы нашли, что ребро 1-го куба = 30, а ребро 
2-го куба = 20. Мы уже знаемъ, что объемы двухъ кубовъ относятся, какъ кубы 
ихъ реберъ. СлФфдовательно, объему 1-го куба такъ относится къ объему 2-го куба. 
какъ 303: 203 = 27000 : 8000, или, сокративъ отношене на 1000, получимъ, 
что отношене кубовъ = 27 : 8. 


Геометртя. 


> 


Начиная съ настоящаго 16-го выпуска, мы возвращаемся къ 


_ прежнему, подробному изложен курса геометрии (см. замЪчаше 


= стр. 56 выпуска 10). 


о кую-либо ея точку, напр., точку В, 
° проведемъ хорду АВ, а зат мъ про- | 
_ ведемъ прямую ВС, касательную къ 
_ окружности въ точкз В. Тогда об- тар, 
_ разуется уголъ АВС. . 0 


ИР 


я Е о то 


м 


° этотъ уголь заключаеть въ себЪ 
° столько угловыхъ градусовъ (8 113), 
° минуть, еекундъ, сколько дуговых 
_ градусовъ, минуть, секундъ заклю- 

_ чаеть въ себЪ дуга АМВ, которая 


Такимь образомъ, мы должны начать свое изложеше оконча- = 


_ шемъ главы объ измфреши угловъ. 


Во избЪжаше недоразум$ ШИ слвдуюнце параграфы, оть 118 


До 195, мы будемъ обозначать 119а, 120а, 121а и т. д., а главы 
° будемь обозначать такъ: ХПГ, ХИ! и т. д. г 
Итакъ, мы разсмотрЗли, какъ измзряются при помощи дугь  — 


вписанные углы. Разсмотримъ теперь измЪревше прочихъь угловъ, 


и Е. ее ВЪ ре И вн ея. 


ГЛАВА ее 


119а. Теорема. Веякйй /20.45, образованный 20000й 1 касательной, изи- 


р рлется половиной дуги. находящейся внутри этого’ угла. 


Возьмемъ какую-нибудь окружность (черт. Но. и черезъь ка- 


Требуется доказать, что именно 





заключена внутри угла АВС. _ В Ь 
Другими словами, надо дока-_ Черт, 213. 


_ зать, что / АВС измфряется поло- - 


виной дуги АМВ. 
Для доказательства, проведемъ хорду АО, параллельную каса- 


е тельной ВС. Тогда углы АВС и РАВ будуть внутренними на- 
_ кресть-лежащими при параллельныхь РА и ВС и скущей АВ и, 


- схВдовалельно, / АВС == / ВАВ. 


Но уголь РАВ есть вписанный. Поэтому онъ изм$ряется по- 


_ ловиной дуги ОВ, или половиной дуги АМВ, равной ОВ (см. $ 95, 


_ выпускь 6). Слёдовательно, и уголь АВС, равный углу ПАВ, изм$- 


_ ряетея половиной дуги АМЬ, а это и требовалось доказать. 
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120а Теорема. Уголь, вершина котораго лежить внутри круга, изит- 
ряется полусуммой дугь, изз которыхь одна заключена между его сторонами. а 
другая между троболженями этихь сторон. = 

Пусть имЪемъ (черт. 214) окружность, а въ ней уголь АСВ. 
Требуется доказать, что этоть уголъ изм$ряется полусуммой дуги 
. АВ, заключенной между его сторонами АС и ВС и дуги ОЕ, за- 
ключенной между продолжешями этихъ сторонъ (продолжезня про- 
ведены на чертежЪ пунктиромъ). — 

Для доказательства изъ точки Е, которая образована, пересЪ- 
чешемъ продолженя стороны АС съ окружностью, проведемъ пря- 
мую ЕЕ, параллельную СВ (на чертежз ЕЕ—пунктиромъ). Тогда 
уголь АЕЁ и уголь АСВ будуть равны, какъ ОтОтеВИВЫО при 
параллельныхъ СВ и ЕЁ, пересВченныхъ АЕ, 

Итакъ, уголь АСВ равенъ углу АЕЁЕ, 





Черт. 214. у Черт. 215. 


Но уголь АЕЕЁЕ, какъ вписанный, изм$ряется половиной дуги 
АЕ. Дуга же АЕ есть не что иное, какъ сумма дугь АВ и ВЕ. 
‘Вначить, уголь АЕЁ, а также и равный ему уголь АСВ, изм3- 
ряется половиной суммы дугь АВ и ВЕ. 

Теперь, обращая внимаше на дуги ВЕ и РЕ, видимъ, что онъ 
равны, какъ дуги, заключенныя между двумя параллельными хор- 
дами (8 94, выпускъ 6). 

Если это такъ, то уголь АСВ измЪряется половиной суммы 
дуги АВ и дуги ОЕ, что и требовалось доказаль. 

121а. Теорема. Уголь, вершина котораго лежить вн круга, изитряется 
елуразностьюо 0дугь, заключенныхь между его стотонами. 

Пусть уголь АСВ, вершина котораго С лежить вн круга, 
образованъ прямыми (сзкущими) АС и ВС (черт. 215). Требуется 
доказать, что. онъ измЪряется полуразностью дугь АВ н ПЕ, ко- 
торыя заключены между сторонами АС и ВС. 

Для доказательства проведемъ прямую ЕЕ. чараллельную АС, 
Тогда образовавпийся при этомъ уголь ЕЕЮВ будетъ равенъ углу 
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АСВ (какь соотвЪтственные при параллельныхь АС и ЕВ). Но ^ 
уголь ‘РЕВ, какъь вписанный, измфряется половиной дуги ЕВ. 

Замзтимъ, что — ЕВ = АВ — — ДР, и что — АЕ =>. ОН, 
какъ заключенныя между параллельными и (8 94). 

Тогда: —ЕВ = = АВ ОЕ. 

Потому можно сказать, что вписанный уголь ЕЕВ изм%ряется 
_ половиной дуги ЕВ или же полуразностью дугь АВ и ПЕ. Но 
‚ уголь АСВ равенъ углу ЕЕВ; слЪдовательно, и уголь АСВ также 
измЗряется рее дугь АВ и ПЕ, что и нужно было до- 


казаль. 
122а. Теорема. Уголь, образованный двумя касатедьныки, чзивряется тполу- 


_ разностью дугз, заключенныхь между точками касаная. 


_ ной ВТ, измЪряется, какъ мы 


Пусть уголь АСВ (черт. 216) составленъ прямыми Рб и ТС, 
_которыя касаются окружности въ точкахь А и В. Требуется м 
зать, что этотъ уголь а. 
_ полуразностью дугь АМВ и АМВ. НС 
_Будемъ пользоваться т8мъ 

же способомъ доказательства, что 
и въ предыдущихь теоремахъ. А 
именно, проведемъ прямую ПВ, 
параллельную РС. 

Тогда, уголь ОВТ, образо- 
ванный хордой ВО и касатель- 


выше видЪзли (8 119а), половиной 
дуги ОМВ. Но уголъ ОВТ равенъ 
нашему углу АСВ (какъ соотвЪт- 
ственные при параллельныхъ). 
Значить, уголь АСВ также измъ- 
ряется половиной дуги ОМВ. 0 

"Теперь посмотримъ, какими зерт. 216. 
_ дугами можно замЪзнить дугу 
ОМВ. Мы видимъ, что дуга ОМВ получится, если отъь ббльшей 
дуги АМВ отнять дугу АО. Но вЪдь дуга АР равна дуг АМВ 
ибо касательная РС, параллельная хорд% ПВ, дьлить въ точк% ка- 
сашя А дугу ВАО пополамъ ($ 95, вып. 6). 
Принимая все это во внимаше, можно написать такъ: 

—ОМВ = — АМВ— — АО = —АМВЫ—\-АМВ. : 

Такимъ образомъ, замвнивъ дугу ОМВ разностью дугь АМВ 
и АМВ, ей равною, придемъ къ тому выводу, что уголь АСВ 
измфряелся полуразностью дугь АМВ и АМВ. - 





Задачи на построене. 


123а. На основан теоремъ объ измЗреви угловъ дугами 
можно рзшать рядъ задачь. на построеше. 
| Разсмотримъ изъ нихъ важнЪъйпия, основныя. Прежде всего 
_ можно на основав того, что вписанный уголъ, опирающийся, на 
и 


„гимназ!я на дому“, н. 16. 
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даметръ, есть прямой (вып. 10, $ 118), изз конца данной прямой в0з- 
ставить пертендикулярь кз ней, не продолжая самой прямой. Покажемъ, 
какъ это сдВлать. 

Пусть намъ дана, и прямая АВ а 217). Требуется 
изъ конца ея В возставить перпендикуляръ. Какъ вообще возста- 
вить перпендикуляръ къ прямой, мы знаемъ еще изъ первыхъ вы- 
-пуековъ (на основавши $ 41 и $ 45, вып. Ш), но для этого необхо- 
димо будеть продолжить прямую АВ ва точку А. 

Мы же теперь возетавимъ перпендикуляръ, не продолжая 
прямой АВ‚—воть какъ. ^ 

Возьмемъ какую-нибудь точку О внЪ прямой АВ и изь нея, 
какь изъ центра, опишемъ окружность радусомь, равнымь раз- 
стояню между точками В и 0. Тогда эта окружность ветр$- 
тится съ прямой АВ въ двухь точкахь В и С. Изъь точки С про- 

ведемъ черезъ центрь О жаметръ СО. 
Мы сдЪлали всЪ предварительныя построеня. Теперь точку В 
соединимъ съ точкой О. Прямая ВО и есть искомый перпендику- 


а 4 : 





Черт. 217, Черт. 218._ 


ляръ, ибо уголь СВО есть прямой, т. к. онь опирается на. 
дламетрь СО... м 

124а. Пользуясь тЬми же свойствами вписанныхъ угловъ, опи- 
рающихся на даметръ, можно по данной гипотенузь и катепи) построить 
прямоугольный треугольникь. | 

Пусть намъ дана: гипотенуза АВ и одинъ изъ катетовъ 
(чер. 218) АС. Построеше треугольника весьма проето. 

На гипотенузЪ АВ, какъ даметрЪ, мы етроимъ полуокруж- 
ность. ЗатЪмъ изъ точки А радлусомъ, равнымъ данному катету 
АС, откладываемъ на полуокружности дугу СА. и А ‘соеди- 
няемъ съ С и сь В. 

Треугольникь АВС есть иекомый, ибо гипотенуза его равна 
данной, одинъ изъ катетовъ равенъ также данному и, кромЪ того, 
уголь ВСА есть прямой (опирается на. даметрь). 


РЛАВА ХЕ: 
Вписанные и описанные многоугольники- 


Что такое вписанные и описанные многоугольники, мы уже 
знаемъ изъ того сокращеннаго курса, который помфщенъ’вь 10-—13 
выпусвахъ. Знаемъ также и то, что около всякаго треугольника 
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можно описать окружность и во всяк треугольникь можно впи- 
‹ать окружность. 

Въ дополнен!е къ сказанному о вписанныхь и описанныхь 
многоугольникахъ вообще скажемъ о н$зкоторыхь свойствахъ впи- 
санныхь и описанныхъ четыреугольниковъ. | 

Итакъ, прежде всего вписанный четыреугольникъ есть такой 
_ четыреугольникъ, четыре вершины котораго лежать на окружности, 
а описанный это такой, четыре стороны котораго суть касательныя 
къ окружности. 

125а. Тесрема. Во всякомь въинукломь втанномь четьтеугольникь сумма 
противоположныхь 1гловз равна двумь прянымо. 

Пусть выпуклый четыреугольникь АВСР вписанъ въ окруж- 
ность (черт. 219). Докажемъ, что ДС ДА = т и В--иИВ-= 394. 
Углы Си А можно разсматривать, 
какъ углы вписанные. Если же они 
вписанные, то уголъ С измЪряется 
половиной дуги ВАР, а уголь А 
измЪряется ‘половиной дуги ВСП. 

Такимъь образомь, ДСЁХА 
измЪряются половиной всей окруж- 
ности. Такъ какъ вся окружность 
равняется 360°, то, слЪдовательно, 
ИС- ХА = 180° = 94. 

Такое же самое доказательство 
можно примЪнить и къ угламъ 0 
и В. Тамъ также окажется, что | Черт. 219. 
ДО-+ЕВ= 34. 

Обратная теорема. Ёсли в ь выпуклО четыреугольникюь сумма’ противото- 
хожныхь угловь равна двум прямымь, то около такого четыреугольника можно 
описать окружность. . 

Итакъ, мы имЪемъ четыреугольникъ (черт. 219), у котораго 
ИС-+-ГА = и В+ О =34: Докажемъ, что въ такомъ слу- 
чаЪ около него можно описать окружность. 

Возьмемь какя-нибудь три вершины изъ. четырехъ, напр., 
точки А, В и С. Черезъ эти точки (три) можно провести окруж- 
ность—это мы знаемъ изъ предыдущаго.. Проведемъ окружность 
черезъ эти точки А, Ви Си докажемъ, что и четвертая верптина, 
точка О, должна лежать на этой окру жности. 

Дъйствительно, если точка О не лежить на, окружности, То 
она должна лежать или внЪ или внутри ея. 

Посмотримъ, къ чему насъ приведеть допущеше, что точка О 
` лежить внЪ круга. Если точка О) лежить внЪ круга, то уголь 
О, какь лежаний внЪ круга, не измЪряется половиной дуги АВС, и, 
слёдовательно, уголь О не составляеть въ сумм сь угломъ В. 
двухь прямыхъ. Намъ же въ теорем указано, что ХО--ДВ=24. 

Значитъ, наше допущене, что точка 0 лежить внЪ круга, 
нужно отбросить, ибо оно приводить насъ къ нелзпому выводу. - 

Къ такому же нелЗпому выводу мы придемъ если допустимъ, 
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что точка ОР лежитъ внутри круга, ибо также и въ этомь случав 
уголь О, какъ находяпийся внутри круга, не можеть составхять въ 
сумм съ угломъ В двухъ прямыхъ. 

Итакъ, мы убЪздились, что точка 0 не можеть лежать ни внЪ№ 
круга, ни внутри его: слфдовательно, она лежить на Нот, А 
это и требовалось доказать. 

12ба. `Теорема. Вз отанномь выпукломь четыфеугольникь суммы противо- 
положныхь сторонь равны. 

Пусть четыреугольникь АВСП описанъ около окружности 
(черт. 220). Если ВОНИ описанъ около окружноети, зна-. 
чить, его стороны касательны къ этой 
окружности. Намъ надо доказать, что 
ВС- АБ =АВ- ОС. 

Обозначимъ точки касая буквами 
М, М, Рив. Такь какь ВС = ВМ СМ, 
АВ = АЗ-- 0$, АВ =АМ-ВМ и ОС 
= ОР -- СР, то, слЗдовательно, намъ при- 
дется доказывать, что: 

ВМ - СМ + АЗ + 0$ =ВМ + АМ + ПР 

— СР. 

Черт. 220. Вь этомъ же нетрудно убъдиться, 

обративь внимаше на то, что ВМ и ВМ 

можно разсматривать, какъ двЪ касательныя, проведенныя къ окруж- 

ности изъ одной точки. Такими же касательными изъ одной точки 

является каждая изъ слздующихь паръ отрззковъ: СМ и СР; АЗ 

и АМ; ОБ и ОР. 

_ Но мы знаемъ, что двЪ касательныя. проведенныя къ одной 
окружности изъ одной и той же точки, равны. 

Поэтому: 1) ВМ =ВМ, 2) СМ = СР, 3) АЗ=АМ и 4) )5 = 
== ОР. Сложивъ почленно всЪ эти четыре равенства, получимъ: 

ВМ -- СМ АЗ {+ 0$ = ВМ - СР + АМ- БР, 
что и требовалось доказать. 

127а. СльдстНе. Такъ какъ во всякомъ вписанномъ четыре- 
угольникВ сумма противоположныхъ угловь равна двумъ прямымъ, 
то, слздовательно, изъ всВхъ параллелограммовъ окружность можно 
откать только (коло прямоугольника. ВЪдь только въ прямоугольник® 
сумма противоположныхъ угловъ равна двумъ прямымъ. 

Изъ теоремы же объ описанныхь четыреугольникахь можно 
вывести, что из в%л5 параллелограм.мовь только ® ромбъ и квадрате можно 
вдиеать окружность, ибо какъ въ ромбЪ, такь и въ В суммы 
противоположныхь сторонъ равны. 





ГЛАВА ХШ. 
Подобе треугольниковъ. 


128а. Опредфленя. Когда вс углы одного изъ двухь дан- . 
ныхь треугольниковъ (черт. 221) соотвЪтственно равны угламъ _ 
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другого, то ‚стороны, прилегающия къ равнымъ угламъ обоихъ. тре: 
угольниковъ, называются слодетвенными. | 

Такъ, если намъ относительно треугольниковь АВС и А.В,С, 
дано, что 

ДА=ДА, ДВ=ИВ и ДС=иС,, 

то сходственными сторонами 
будуть: АВ и А.,В,; САиС!А,, 


А А 
} 
ЕВС и В.С. 
Два треугольника называются 
_ побобными, если углы одного изх нить 
соотетлтетвенно равны угламз другого 
и стобетвенныя стороны пропорио- 
_ нальны. | | 8 [9 
Какъ понимать въ геоме- 1 
тии выражеше „пропорцю- 
нальны“, мы знаемъ. Если го- 
В С. 


воримъ, что сходственныя сто- 
роны, пропорщональны, это зна- Черт. 221. 
читъ, что отношене одной пары 
сходственныхъ сторонъ равно отношеню другой пары. 

Такимъ образомъ, согласно нашему опредзлен!ю, треугольники 
АВС и А. В,С, (черт. 221) ое подобны при слЗдующихъ необхо- 
димыхь услов!яхь: 


В Ау, В= В, С -* С, 


В 
А.В, ВС, — САь 





Въ дальнзйшемъ мы увидимъ, что достаточно обнаружить 
или знать только нзкоторые изъ перечисленныхъ признаковъ-усло- 
ви, чтобы убЗдиться въ подоби двухъ треугольниковъ. 

Прежде всего, однако, необходимо убЪдиться въ томъ, что 
дйетвительно существують треугольники, которые подобны. Въ 
теоремЪ слЪдующаго 8 мы въ этомъ убЪдимся. 

Теперь условимся насчетъ нзкоторыхъ обозначений и названий, 
съ которыми мы встрЪтимся при доказательств теоремъ о подоби. 

ВсЪ углы подобныхъ треугольниковъ мы будемъ обозначать 
однзми и тзми же буквами, при чемъ обозначеня одного изъ 
‚пары подобныхь треугольниковъь будуть сопровождаться цифрой _ 
при буквЪ, какъ это сдЪлано на чертеж» 221. Такимъ образомъ,. 
намъ легко будетъь отличить равные углы и сходственныя стороны. 

_ Сходственныя стороны въ н®которыхь случаяхъ для большей 
ясности будутъ опредЗляться, какъ лежаийя противо равнызь угловь (нар. 
АС и А.С, ‘лежать противъ В и В,). Вершины равныхъ угловъ 
можно называть также слхобетвенными вершинами. 

129а. Теорема. Всякая прямая, параллельная одной изь стороне. тре- 
угольника и 6 65 остальными двумя его сторонами треугольникь, подобный 


` первому. 


# 
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ЗдЪеь МОГутЬ представиться два случая. 
_Т) когда прямая проходить внутри треугольника и какъ бы 
отсЪкаеть оть него новый треугольникъ и 
2) когда прямая проходить внЪ треугольника и образуетъ. 
новый треугольникь съ продолжевшями двухь другихь сторонъ. 
Г. Пусть прямая ММ (черт. 222) проходить параллельно сторонъЪ 
| | АС треугольника АВС. Тогда образуется 
В треугольникь ВММ, всЪ углы котораго 
будуть равны угламъ треугольника АВС. 
'„ДЪйствительно, уголь В у нихь общ, 
‚углы же М и С, съ одной стороны, Аи 
М, съ другой, равны, какъ и. 
‘ные при параллельныхъ. _ 
Но для того, чтобы доказать, что 
Л С > подобенъ АВС, надо доказать т 
ропорцюнальность сходственныхь осто- 





А 


Черт. 292. ронъ, т. е. доказать, что 
ВМ — ММ = ВМ 


Итакъ, намъ. придется сравнивать стороны одного треугольника 
со сторонами другого, при чемь стороны эти могуть оказаться или 
соизмВримыми или несоизмЪ5римыми. 

Если стороны соизмЗримы, значить, у нихь есть общая И 
Пусть эта общая м3Зра содержится, напр., въ прямой ВА п, а вь 
прямой ВМ ш разъ (мы дзлимъ прямую ВА на части, равныя об- 
щей мзръ, и этихь частей вь ВА п, а ВМ т). Тогда мы можемъ 

ВА п | 

написать: г = и. Изъ точекь дзлешя проведемъ рядъ пря- 
мыхЪ, параллельныхь АС; эти прямыя раздЪлять сторону ВС также 
на п равныхъ частей, а сторону ВМ нам такихъ же частей, ибо если 
мы на одной сторонЪ угла отложимъ равныя части, и черезъ та- 
юя дзленя проведемъ параллельныя прямыя до перес$ченя съ 
другой стороной, то на этой сторон отложаться также равныя части 
(Вып. 5, $ 75). 

Поэтому: ет 

° ВМ т. 

Если же мы проведемъ изъ точекъ двлешя ВА рядь парал- 
лельныхь ВС, то сторона АС также раздЪлится на п равныхь ча- 
стей, а сторона ММ на ш такихь же частей. Значить — = = . 
Итакъ, мы получили слВдуюцйя равенства: 


ВА п ВО п в 


ВМ ш’ВМ м’ ММ 
т.-е. каждое изъ отношешй сходетвенныхь сторонъ равно — — . Слъ- 
довательно, 
ВА” ВО 6 
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Итакъ, мы доказали, что въ случаь и сторонъ 
‚еугольники АВС и МВМ подобны. 
Докажемъ, чтоони подобныивъ случа несоизмЪримости сторонъ. 
Пусть стороны АВ и ВМ не имЗють общей м$ры. Поэтому 
вычислимъ ихъ отношене приближенно съ н$Фкоторою точностью, 


1 
напр., съ точностью до и : Для этого, какъ мы знаемъ, надо раз- 


ДЪлить на п равныхъ частей одну изъ этихъ прямыхъ, напр. ВА 
(черт. 223). Пусть такихъ частей въ отрЪзкЪ будеть боле ш, но 


меньше, чёВмъь ш-- 1. Такимъ образомъ, приближенное отношене 
ВА 1 | 

ВМ — — п (> точностью до 1). 

ли изъ точекъ дфлешя, какъ въ предыдущемъ случай, про- 


_ведемъ рядъ параллельныхь прямыхъ до пересЪчещя съ прямой 






= 


А - 
А С 


- & а; 
Черт. 2823. ‚т 224. 





ВС ипрямой АС, то на нихъ отложится столько же, т.-е. п равныхъ 
_ частей, при чемъ въ отрЗзкахь ВМ и ММ такихъ. частей будеть 
_ боле ш, но мензе, ч6мь ш-1. — | 

Поэтому можемъ также написать: . 


| ибд. отн в то нба Абв 
и а 
(съ точн. доп), 
а несколько выше мы убЗдились, что 


прибл. отн — а 
ВМ 

Отсюда слЗдуеть, что 
| Во АС ВА 


---— — 
—_—__ . 


й6о всЪ отношеня, вычисленныя съ одинаковой точностью, равны 
(вып. 9, 8 108). 

П. Въ томъ случазв, когда прямая, параллельная одной сто- 
рон треугольника, напр., сторонз ВС, проходить внз треуголь- 
ника, она при продолжети двухъ другихъ сторонъ образуеть тре- 

`угольники, которые будуть подобны. первому. Пусть прямая ЕП, 
° параллельная ВС (черт. 224), проходить внЪ треугольника АВС.. 
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«Годолживь стороны ВА и СА, получимъ треугольникь АЕО, ко- 
торый подобенъ треугольнику. АВС, ибо углы ВАО и ВАС равны, 
какъ вертикальные, углы же О) и В—съ одной стороны и Е и С—<сь 
другой, равны, какъ внутренне накресть—лежалше. Въ пропорц- 
нальности сторонъ можно убЪдиться при помощи т%хъ же премовъ, 
каше мы примЪняли при доказательств перваго случая. 

130а. Услов!я подобя треугольниковъ. НижеслЗдуюция три теоремы. 
устанавливаютъ услов1я-признаки, достаточные для того, чтобы тре- 
угольники были подобны. 

_ ЗамЪтимъ, что если изъ двухъ равныхъ треугольниковъ, оДинЪ 
подобенъ третьему, то, конечно, и другой ему подобенъ, ибо два 
равныхъ треугольника НИЧЪМЪ другь оть друга не отличаются, 
кромЪ своего положения. 

Г. Два треугольника, 9 которы ва угла обного изъ нить фавны я 
Угламь другого, подобны. 2 
Пусть, имЪемъ два треугольника АВС и А.В, С;, у которыхь: 


Изъ этого прежде всего ТРЕ чтои (С=ДС,, ибс 





А А, 
С, 0 Ев С, 
В с 
Черт. 225. = Черт. 226. 


суммавсЪхъ трехъ угловь каждаготреугольникаравнадвумъ прямымъ. 

На сторон АВ оть точки А отложимъ прямую АБ, равную 
А.В, а затЪмъ изъ точки О проведемъ прямую ОЕ, параллельную 
ВС. Тогда образуется треугольникъ АРЕ, который будеть, согласно 
только что доказанной теорем, подобенъ треугольнику АВС. 

Теперь сравнимъ треугольникъ,АОЕ съ треугольникомъ А.В; С.. 
У этихъ треугольниковъ равны углы А и А,; затЪмъ уголъ В, 
равенъ углу О, ибо уголь ОР равенъ углу В; наконецъ, сторона АБ 
по отложен!ю равна сторонз А.В; . 

Такимъ образомъ, сторона и два угла одного изъ нихь ока. 
зываются равными сторонз и двумъ угламъ другого, а это зна- 
чить, что треугольники АШЕ и А.В,С, равны. 

Треугольникъ РАЕ, какъ мы доказали, подобенъ треугольнику 
АВС; слздовательно, и т-къ А.В, ©, какъ равный т-ку АШЕ, также 
подобенъ треугольнику АВС. 

П. Два треугольника подобны, есмь деъ стороны одного пропоруюнальны 
двумь сторонамь другого, а углы. заключенные между этими сторонами, равны. 

Пусть, у треугольниковъ АВС и А.В. С, (черт. 226) ДА=/ЛА, 
в АВ _ 40 

А.В АС,” 
подобны. 





Надо доказать, что въ такомъ случаЪ треугольники 
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Будемъ примФнять тоть же способъ показательства, что и въ 
первомъ случа». 

На сторонЪ АВ оть точки А. отложимъ прямую АБ, а затЪмъ 
изъ точки Р проведемъ прямую РЕ, параллельную ВС. Эта прямая 
РЕ отсзкаеть новый треугольникь АШЕ, который, какъ мы знаемъ. 
подобенъ треугольнику АВС. 

Теперь остается установить, что треугольникъ РАЕ равенъ _ 
треугольнику А.В,:С,:. Намъ дано, что ДА=ДА,; кромз того, по 
отложеню А.В, = АР. ЗатЪмъ изъ подоб1я треугольниковь АШЕ и 
АВС мы, между прочимъ, можемъ написать: | 


АВ АС, 
Ар — АЕ.) - 
Изъ услов1я теоремы слздуеть, что 
АВ АС 


А.В, А.С, (2). 

Такимъ образомъ, лЪвыя части этихъ равенствъ равны (ВЪдь 

АР = НХ СлЪдовательно, равны и правня, т.-е. . 
АС АС 
АО А” | 

Числители этихъ дробей равны; значить, равны и знамена 
тели, т.-е. А.С, = АЕ. Такимъ образомъ, у треугольниковь АРЕ и 
А,В.С; стороны АБ и АЕ одного изъ нихъь 
то ВЮ равны сторонамъ А.В, и А.С, 
другого и уголь А==углу А,. Слздова- 
тельно, эти треугольники равны. Поэтому, 
если треугольникъ АВС подобенъ треуголь- 
нику АБЕ, то онъ также подобенъ и тре- 
угольнику А.В. С-. 

Ш. Два треугольника подобны, если три сто- Черт. 297. 
роны одного тропорщенальны тремз сторонамь дру- 
гого. Пусть, въ треугольникахь АВС и А,В,С, стороны одного про- 
порщональны сторонамъ другого (черт. 227), т.-е. 


АВ — ВО 2-9А 
А.В, ВС, С,А-' 

Нужно доказать, что эти треугольники подобны. Какъ и въ 
первыхъ двухъ случаяхъ, откладываемъ на `‘сторонз АВ оть точки 
А прямую АП, равную А.В‚, и затЪмъ изъ точки О проводимъ пря- 
мую РЕ, параллельную ВС. Треугольникъ АШОЕ будетъь подобенъ тре- 
угольнику АВС. Если треугольникъ А.В,С, окажется равнымъ АБЕ, 
то ткь А. В,С, будеть этимъ самымъ подобенъ треугольнику АВС. 
Поэтому докажемъ, что т-кь АШЕ =т—ку А.В,С,. Относительно 
нихъ намъ извЪстно только то, что сторона А.В, одного изъ нихъь 
равна по отложено сторон АП другого. Но такъ какъ т-кь АОЕ_ 
подобенъ т-ку АВС, то мы можемъ написать: 

АВ ВС СА (1). 








—— = 


К: м 


т: 106 


ЗамЪнивъ въ этомъ равенствЪ отрЪзокь АО, равнымъь ему 
отрззкомъ А.В, мы, получимъ то же равенство въ такомъ видЪ: 


и и. 





АВ, ГЕ ВА 
Сь другой стороны намъ дано: 


—— > ——ы—- =— — 


` Такимъ образомъ, вс эти отношеня равны между собой. По- 


сому: 
ВС | 
р В.С. ‚ откуда ОЕ = В.С; 
СА СА к ре 
в, = СА, ‚, откуда ЕА = С:А,. 


Такимъ образомъ, у треугольниковъ АЛЕ и А,В,С, оказыва- 
ются вс стороны одного равными сторонамъ другого. СлЗдовательно, 
они равны. Если же эти тки ие: ‘то тжь А,В,С, подобенъ 
т-ку АВС. 
131а. ара Изъ этихъ теоремь можно вывести рядъ слЪд- 
ОТВИЙ. | 

Ей Во: первыхъ изъ ервби: теоремы слЪдуеть, что два прямоуголь- 
ныть треугольника подобны, ели они ‘интоють по фавному острому углу, ибо 
у нихъ, кромЪ того, имЪется по прямому углу; такимъ образомъ 
они будуть подобны, какъ имЪюще по два равныхъ угла. 

П. Такъ какъ въ равнобедренномъ треугольник два угла 
равны, то два равнобедренныхь треугольника подобны, если имеютё по равному 
углу. Дъйствительно, если т-ки имфють по одному равному углу 
при основании, то они имЗють еще по одному равному углу при 
томъ же основаши и, слВдовательно, подобны. Если же равными 
углами у т-ковъ будуть углы, лежапие противъ основашя, то 
величина каждаго изъ остальныхь угловъ обоихъ. ЕН а 
будеть одна и та же. 

Ш. Всю равносторонни ‘треугольники подобны, ибо углы таких 
треугольниковъ всегда равны. 


. 2. = — ыы. ыы 


Геометричесв!й задачникъ. 


247. Дламетрь круга служить основанемъ треугольника, имющаго противоле- 
жащую вершину на окружности въ точкЪ, въ которой полуокружность дзлится на 2 
части, относящляся между собой, какъ 0,3 : 0,42. Какъ великь каждый изъ угловъ 

треугольника? | | 

Ришене. Пламетръ круга служить основанемъ треугольника, иивющаго про- 
тиволежащую вершину на окружности, т. е. уголъ, противолежаний основаню 
треугольника, вписанный и опирается на концы даметра; мы знаемъ, что 
вписанные углы, опирающиеся на даметръ, =@, или 90°. Слдовалельно, и 
этоть уголь = 4. Сумма вевхъ угловь Л\-ка = 24. Слфдовательно, остальные 2 угла = 
= 24 —4 = 4. Друге два вписанныхъ угла опираются на дуги, которыя относятся 
между собой, какъ 0,3 : 0,42 =30: 42 =5 : 7. Сумма этихъ дугь = полуокружности. 
_ Если допустимъ, что первая дуга = 5 равнымъ частямъ, то 2-ая дуга ==7 равнымь 
частямъ. ВмЪсть 5 -- 7 = 12 рав. ч. Эти 12 равных частей составляють полуокруж- 
ность, или 180. На 1 равн. ч. придется р =1, на 5 равн. ч. 159 х 5 =75, 
- на 7 частей 15° х 7 = 1059. Итакъ, одинъ изъ остальн. двухъ угловь опирается на 
дугу въ 75°, а другой уголь—на дугу въ 1059. Мы знаемъ, что вписанный уголь изм$- 
ряется половиной дуги, на которую онъ опирается. Сл8довательно, одинъ уголь = 
= = 37° = 37307, другой уголь = 5” =5240 =5230/. Итакь, уголь, ле 
жапий противъ основаня— прямой, а изъ прилежащихъ основано угловъ одинъ рз- 
вень 37030’, а другой равенъ 52530". з | 

248. Уголь АСВ между двумя хордами АЕ и ОВ, пересВкающимися внутри 
круга въ точкз С, содержить 52036’. Дуга АВ боле дуги ВЕ въ четыре раза. Сколько 
градусовъ, минуть и секундь содержить каждая изъ этихь дугГЪ? 

Рьшене. Уголь АСВ = 52036’. Вершина этого угла находится внутри кру- 
Га, & МЫ знаемъ, что такой уголъ = полусумм8 дугь, заключенныхь между его сторо- 
нами и продолжешями его сторонъ. Слфдовательно, дуги АВи РЕ (ем. рис. 214), 
_ =5236'’ ха = 105717’. Дуга АВ въ 4 раза больше дуги ОЕ. Если `— ОЕ =1ч,, 
то— АВ ==4 такимь равнымъ частямъ: вмзств, слёдовательно, дуги АВи ОЕ = 
= бравн. ч. Эти 5 равныхъ частей составляють 105512”. На одну часть придется 105512; 
: 5 = 2102'24”', з 4 части = 2102'24” х 4 = 8409'36". Дуга АВ содержить 4 части; 
ыы она = 8499'36”; дуга ОЕ содержить 1 часть, слёдовательно, она = 
== 2102'24”. | 

249. Хорда СА, параллельная д1аметру ОВ круга, стягиваеть дугу, составляющую . 
= долю окружности. Опредзлить величины угловъ трацеши САВО, полученнои 


черезъ соединене концовъ хорды съ концами дламетра, з также--величины угловъ, 
образуемыхь пересзчешемь длагоналей этой ‘трапещи? 

_Рьшене. (Черт. № 1). Намь прежде всего нуно опред®лить, чему равны 
углы 0, А, Ри В трапещи САВО. Углы С и А равны г собой, ибо / А изм5- 
ряется ‚ а уголь С измБряется = в ды 00 
и АПВ равны, какъ иаходяпияся между параллельными хордами, слфдовательно, 
углы А и С равны. Теперь намъ нужно опредфлить, чему равны углы и дуги 
Си) и АпВ. Дуги ОшбС -- АС —- АтВ = полуокружноети или 1805. 


< 
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Дуга СА = == окружности; и. — Сыр - АпВ = 16 


1 
ь — :2. = 


(полуокруж- 
ты А такь какь эти дуги равны, то каждая изъ НИхЪ = 

= 54 окружности. Уголь С, какь вписанный, измфряется половиной 
дуги, на которую онъ опирается, т.е. онъ измфряется 5 окружности -- — АпВ) : 2. 


= окружности, или 5. окружности = 180, — АпВ =а окруж. = 84029730", 


Сумма = 264522’30”. Полусумма = 264022'30”:2 = 
132211715”. Такимъ образомъ мы опредфлили, что уголъ 
Си равный ему Д А содержать по 132911'15”. Углы Ви 
В равны между собой, ибо ХЭ опирается на — СА -- 

АВ; Д В опирается на дугу СА -- Стр; но дуги 
АПР и "Сир, какъ мы выше указали, равны. Теперь 
опредзлимъ, чему равенъ уголь в. о . = (`— СА 


-- — АпВ): 2 = о а окруж- 
ности (3605), =т. е. 360. о 45”. Та- 


кимъ образомъ, мы узнали, что уголь Г и равный 
ему В равны каждый 47548'45”. Остается намъ 
опредфлить, чему равны уголь ОЕВ и равный ему, какъ вертикальный, СЕА 
и С ПЕС и равный ему АЕВ. Уголь ОЕВ, вершина котораго Е находится 
внутри круга, измбряется  полусуммой дугь,  заключенныхь между его. 
сторонами и продолжевшями его м: слфдовательно, онъ равенъ (— ОВ -- 


+ 64) :2 = (180-1195): (А = окруж. = 1195) = 1945':2 = 


= 95037'30”, т. е. уголь РЕВ, и равный ему СЕА равны каждый 95937'30”. Уголь 


— Сир — АпВ 
СЕ, вершина котораго находится внутри круга ‘измБряется — Сир -- — Азв. * 


> 





15 
но дуги Сп) -- АпйВ какъ мы ВЕ выше, составляють =; окружности; полу- 


сумма ИХЪ, слёдовательно — 1 о: = э т. 6. т >. ыы 30”. Стдов. углы 


СЕР и АЕВ каждый = 84929'30””. Итакь, Х А. = Д С = 132115"; ДВ= 
ДВ =4148'5”. Величины неразныхь угловъ, образующихся при пересзчени 
длагоналей, суть 84922'30'” и 9553730”. 

250. Какъ великъ уголъ, подъ которымъ касательная къ окружности пересфкается 
съ продолженнымь даметромъ, если дуги, заключенныя между точкою касатя и 
концами д1аметра, относятся между собою, какъ 1: 

Рищеше. Вершина угла, образующагося оть пересфченля касательной съ 
д1аметромъ находится внф окружности, а мы знаемъ, что таме углы измзряются 
полуразностью дугъ, заключенныхь между ихъ сторонами. Между сторонами даннаго 
угла заключаются двЪ дуги, которыя въ сумм$ составляють полуокружноеть, т. е. 
180°. Эти 2 дуги относятся между собой, какъ 1 : 4. Раздъливъ 180° на 5 равныхъ ча- 
стей, мы узнаемъ, чему равна меньшая дуга; она равна 180°: 5 = 36. Большая дуга = 
= 36 х 4, такь какь она въ 4 раза больше меньшей, она равна 1447. Полуразность 
этихь Дугь = И = = 54°, т. е. и данный уголь заключаеть въ се0% 


54 угловыхь градуса. 
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| Подобйе треугольников. о > 
ее П родолжеенйе). - те 


32а. Теорема. Два треугольника, “стороны _ оторыхь воотвтетвенно_ 
параллельны или перпендикулярны, побобны. Могуть представиться. самые 
разнообразные случаи взаимнаго положення _треугольниковъ СЪ 
соотвЪтетвенно параллельными или перпендикулярными, ОтОраНаМИ. 


Поэтому будемъ доказывать безъ помощи чертежей. 


Итакъ, пусть Д А, д Ви ХС суть углы перваго треугольника, 
ад А, Вид С, суть углы второго треугольника, стороны кото | 
раго параллельны или перпендикулярны (можно примфнять одни — 
и т% же доказательства, какь въ случаз А такъ И_ 


перпендикулярности). сторонамъ перваго. 


Такимъ образомъ, получается, что каждая пара угловъ-—А И ти 


‚Ви В,, С и С, заключена между сторонами соотвЪтетвенно парал- _ 


лельными или перпендикулярными. Изъ предыдущаго мы знаемъ, 


_ что углы съ соотвЪтственно параллельными или ‘перпендикуляр- 


ными сторонами или равны другь другу или ВЪ. ль ‘составля-_ 


_ ють два. прямыхъ. 


& 


Такимъ образомъ, относительно каждой“ пары угловьъ нашихъ 
р могуть быть только тавя равенства: 


И А= ДА; или ДАЧ ДА = - 24 
ВЕ ииив+и в =9а | . (2). 
би би Дб НИ 6=241 


Правый рядъ равенствъ (2) одновременно существовать не ь мо- 


| 





_жетъ, ибо тогда пришлось бы допустить, что’ сумма угловъ двухь 


греугольниковъ равна 64. Это невозможно; слЗдовательно, невоз- 
можно допустить, чтобы каждая пара угловъ треугольниковъ съ 
соотвЪтственно параллельными или ерпендикулярными сторонами 
равнялась въ суммЪ двумъ прямымъ. Носмотримъ теперь, кавщя три 
равенства могуть одновременно существовать (три равенотва, Е. 
что ры пары угловъ). Группа равовотвь: 5 


ДА ДА, = 24 га 
(ВЕ В. = 24. 
дб=доС 


также не можеть существовать, ибо и въ данномъ случа сумма 








— о 


_ углов» `двухь треугольников окажется. равной боее чмъ четы- 
_ремь прямымъ, что, конечно, невозможно. СлЪдовательно, нельзя 
также. ‘допустить, чтобы. треугольники съ соотвЪтственно параллель-_ 
_ НЫМИ ИЛИ перпендикулярными сторонами имЪли по одному равному 
_ углу (( С = СС, какъ вь только что указанной групп равенствъ).. 
Такимъ образомъ, остается допустить, что треугольники им%- 

+ ЮтЬ. по два равныхъ угла, т.е. надо допустить, что возможна 
такая грунпа ЕЕ | | 


о Аа 
дб= д (С.. 


„ДЪйотвительно, въ этомь случаЪ сумма угловъ двухъ тре- 
‚ угольниковъь можеть равняться четыремь прямымъ. 
Нетрудно видЪть, что если д В = ДВидД С = С, то 
ДА = ДА, (60 сумма угловъ каждаго треугольника = 24). 
Такимъ образомъ, углы треугольниковь съ соотвтетвенно 
параллельными. или перпендикулярными Е МЕ нахо- — 
_ даться только въ такихъ соотнбшеняхъ: 


} 


аа - 2 Аь 4 ДВ = Ави дСы 26, 


Если же во углы треугольниковъ АВС и А.В.С; оказываются _ 
о _ соотвфтотвенно равными, слёдовательно, треугольники эти подобны. 
_ Приночани. ое и. что когда стороны одного тре- 





‚Черт. 228. 


: утольника соб МеОтВенНо оракеелы Или перпендикулярны сто- 
‚ ронамъ другого, то слодетвенными сторонами будуть именно эти яарал:. 
‘дельныя или зерпендикулярныя стороны (см. черт. 228). | 
133а. Теопема. Прямоугольные треугольники подобны, если гитотенуза и 
_ катеть одного соответственно пропорцональны гипотенузь и катету другого. 
„Пусть у прямоугольныхь треугольниковъь АВС и А, В! С! (пря- 
‚мые углы В-и В!) гипотенуза и катеть оого пропортюнальны 
7 т. и катету дВУтОтО,. т.е. 


| —. "АВ САО 
— ао дао (Черт. ть 


| 


ыы [ 





_ Докажем, что эти ‚треугольники. ‚ подобны. а о 

На сторон. АВ изъ точки В- отложимъ. прямую МВ, равную. 
_В:Аь а затёмъ изъ точки М проведемъ прямую ММ, параллельную _ 
_ АС. Получится новый греугольникъ МВМ, который, какъ.мы знаемьъ, 
будеть подобен, но НР Чтобы ее что и а. 





и 


_Черь 229. т 
`НИКЪ Аве о троугольнику ` АВС. достаточно. доказать, что 
т-кь А.В: С: равень т-ку МВМ: Е" 
` Относительно этихь двухь т-КОВЪ у насъ есть ‚ обдующы дан- 


ныя: во-первыхъ, они имЪють по о углу (Ви Ви, и, в0- -вто- 


ри МВ = А.В, по отложено. 


_ вести: | 
| Ан АС. 
МВ. ММ” 
_Заыфиивь ВЪ этомъ равенотв», МВ р ему АВ позучивы 


ВВ — т: © -- 

_ Изъ уловы же теоремы намъ О. что - Е 
АВ АС и 

5 ме — Е о ее | ры ее 

Таким образомъ, ‘оказывается, что о. часть 1-го и 2 -Го 

равенотвъ. равны: поэтому равны и правыя части; значить — 
| АС АС : 
= дс, `отвуда ММ = пе. 


Итакъ, прямоугольные т-ки МВМ и АВ С а по ‘равному. 
‘катету (МВ = А.В!) и по равной гипотенузЪ (МУ —А,С,). Значить, 


”. Аи ый ое 9 я 
. == * - | Е. Аи 
. к у ь Зо > и. а, ее, 
. > . : < Е 
— Га к > «< 
к. _ к. — _ 


„ 


Кром того, изъ ПоДеОЯ Т-КОВЪ АВС. и МВМ. мы можемъ ВЫ- 


т-кь МВМ равенъ т- ку А.В,С;; поэтому т-къ А! ВС: ть тре- 


`угольнику АВС. 
134&. Теорема. Вз подобных реугольник ов слоботвенния тороны пропор- 


_ ональны стодственнымь высотаиз., стодетвеннымь бисеектриса.мь + слодственныме — 


мебанамо. Сходственныя высоты это тЪ, которыя опущены на сход- 


ственвыя стороны, а. сходственныя биссектрисы И ря г 


_ проведены изъ вершины къ сходотвеннымъ сторонамъ. 
__ Вакъ мы видимъ, эта а состоить изъ трехъ ‘частей. БУ 
демъ доказывать ихъ отдЪльно.. 

1. Пусть въ треугольникахь АВС и А. В:С;, которые а 


опушечиы онсоаты (черт. 28а) ВН и В.Н,. Образовавцеея при этозь 


--“ и: ь. в. Фр 28 „ТТ ® 7, ‚$ -. + ь. Ра 
С а 44 т м д За “7, к ’.. ЧК. 
а я Е ЧА 2 еси 


5$ \ Е ов й ЕЕ ‚ У О АА ==. 
< * “< ы. в - — _ - [-. — 
к < : 3$ В ` `ч ; Е х в > х 5. _ у * 
Вы | “ =. “. м =» - м ^ у >54. . ^ _ - га - 
` . 2-х у ы оч р . — ь - С - 0 : х 
` аще. > ЗА - . . С у а 
а. ТЕ >< Ах пе у 55, < з р 
т ма = _ = . ‹ $; р ‹ «>. ‘9 
\ 5 5 _ - и “ -^ ь "4 КС И, 1 < : * о . 4 * 
` к Фы ых ^ > = ь ——_—ы—щ—— 
у с < - г м о ‹ 
} = - х : 


с“ ех 


ЕТ 


_ прямоутольные треугольники `АВН. и ВЕ а. ибо ‚ ИМЪЮТЬ а 
ое по ре о углу. А и А, хе о 132. ие Е 


е 
"Черт 230. 





- глы. же —. И ть ‘равны, такъ, какъ, ‘согласно условию теоремы, т ки. 
- _ АВС иА ,В:С, `подобны. = ей 
_Изь ее Т-КОВЪ 'АВН И. АВ. Н, соб 
Е ВН - АВ. 
п: о р ВВ. | ПАВ 
о 





о ра | о. а ее 
Новому: | ей : 





— ВН в ВО А : 
ы В Ч — _А, В: Вл с а | 
=. к биссектрисами подобныхь. р АВС. и“ 
А будуть ВМ и В.М, (черт. 231). | | © 
— о ОЕ АВ. и о будуть также ВОт ибо. 











Черт. 231: 


у нихь уголь А одного = углу А, другого, велЪдетве подоб1я т-ковъ 
_ АВС и А:В:Сь и, кромЪ того, / АМВ = / А.М. В,. Что. / АВМ = 





: а > — 232. 


Е ее А.В: М, ясно изъ того, 910 /АВМ-ТИВаГАВМ. В 
‘углы Ви В, равны вслфдотые подобя т-ковь АВС и А.В В 
Если же т- ки АВМ и А.В, М, подобны, то 


м ом 


Е 





ле >. / 6..9.” ^ *>- ПРЕ: $ ПЖ ЧИ > бек 7 $ ‚= ты А Аб * -* А ой те г” 
2 м . 5 == . у у 5-е . а & =» ° = > 
з _ : и . - = х . м а ь 2 + . , 8:5; 5 
Ая “я ‹ я 5 . ы ом , . ч $. г ЕТ. —2 "У ; С 
Ия | “ не | } . 168 р - . р. >“ . а у 
. = р = 7 2-44 . . : . у 
? р у \ м д—ФШШ— у т а с: у 
г. => } о — ты . . `. у _ + г . 


ПЕ Пусть. меданами подобных треугольниковъ АВС и АВС - 
(черт, 232) будуть прямыя ВМ и `В... Тогда треугольники АВМ 


АВ АМ 
и А.В, №, 
1В: будуть подобны, ибо у НИХЪ: и А — А, А, АВ, ых. 
а АС и 
такъ `какъ а не чаы = ОН при Аб и А, въ точкахь — 


5 — 


Си С, раздълены меданами ‘поводам =. т 
_Изъ подоб1я же т-ковь АВМ и а, а что 


ВМ Ее ее 

о 

`Доказанную теорему можно также разсматривать, какъ. слЪд- 
стве основныхъь теоремь подобя о ты 


Х р 


ГЛАВА. хе: 
Пропорщенальныя линии. 


р 135а. Теорема. ели кажля- - либо де пряныя пересткатся: рабо пдрая 
дельныхь пряныт, то эти параллельныя прямыя откладывають на нить про- 
порональныя части. Е при (черт. 233) надо понимать такъ, что. 
| если прямыя АВ и СП пересЪчены 
рядомъ параллельныхь прямыхь 
ЕЕ, ЕЕ;, ММу, ММ,, то отрЪзки ЕЁ, 
ЕМ и ММ прямой АВ соотв тствен- 
но пропорщональны отрзкамъ ЕЕ, — 
ЕМ, ИМ, прямой СР. ео 

что это такъ. 
Доказать, что отрёзки одной 
‚ прямой соотвЪтетвенно пропорцю- 
: ь ‘Ро нальны отрЪзкамъ другой — это зна- 
_ Черт. 233. — _  ЧитЬ доказать, что отношеше двухъ_ 
р _ 5 Какихъ-либо отрёзковь АВ равно 
отнотенио соотвфтствующихь  отрЪзковь прямой СО. Намъ НЪТЬ. 
необходимости доказывать это относительно каждой. пары такихь _ 
отрзковъ. Такъь какъ способъ доказательства для каждой пары. 
_одинъ и тотъ же, то достаточно доказать эту теорему относительно, 
_ напр. отр®зковъ ЕЁ и ММ ее АВ и. и В. и М.М, 

прямой СО. — 
| _Итакъ, докажемъ, что. 





ЕЕ, ВЕ 
` М.М. том з 

те доказательства, проведемь ИЗЪ ТОЧКИ в. прямую Е 9х 
_ параллельную НЕ, а изъ точки М, прямую М;$, параллельную ММ. 
Тогда у насъ образуется два треугольника Е. ОЕ’ и М,ЭМ, кото-_ 
рые будуть подобны, ибо у нихь`всЪ углы равны. Углы же у нихь 
равны, потому что Е.О параллельна М:5 (такъ какъ объ онЪ па 
р третьей прямой АВ), а 5»Х, параллельна ОЕ. 


- г “ ^` Ух "п = ие % . 8: % . Ух 5. < $ ^ : 4 
2 ыы, о 3 ‚АХ * > з а У 
т ет. 3. К: г >. я ие ЛАЯ >) ` 
Уи | И А, 2 НАУК \2 { м1 4 
к св 2. ы к \ 9%, - = гк чЬ 
- _ в -- аи АРЕиЗЫеИ < 
5: 5 АЕ: я ег и, о ы ы 


_ На основаий же подобя ЭтихЬ ‚ треугольников молено напн- 
_сать, ‚что: о 
а Я | - И В, ый _ во. 

- о Мм МВ 5 


а какъ четыреугольники ЕЕЕ, О и им, суть параллело- 
‚ трамы, то: 


Е. 0 — ВЕ И м. мк. 
Е:0 
^ Потому отношеше 10° м5 МЫ можемъ  замЪнить равнымь ему от- 


+ _ношенем Е Тогда получимъ: 

: РА 
__ М ММ’ 
Что. и требовалось, доказать. 
1Зба. Теорема. Де праныя, оддия 135. одной точки, пересткаеныя 
. ‚ рядомь параллельныть прямых, разсокаются ими на пропориональныя части. 


_ Такъ какь двЪ прямыя, исходяця. изъ одной точки, образують 
уголь, то можно сказаль, что сто- | 


_ роны угла разсЪкаются на про-_ 
_ порщюнальныя части рядомъ па- 
‚раллельныхь прямыхъ, 

кающихъь эти стороны. _ 

— Пусть, напр., сторона АВ и 
СВ угла АВС (черт. 234) пере- 

_ сЪчены рядомъ параллельныхь 
‚ прямыхь ОО,, ЕЕ, ЕЕ.. в 
_ Надо доказать, что въ та: 
комъ случа отрЪзки ВП, ТЕ, ВВ. и 

_ одной изъ сторонъ пронорц!- Черт. 934, 

_ нальны отрззкамъ ВПО., О.Е, - ь 

` ЕЕ, другой, т.е. что отношеше двухь какихъ-нибудь отрзковъ 
первой группы равно отношению соотвВтствующихь отрЪзковь вто- 

_ рой. Возьмемъ, напр., отношеше отрЪзковъ ВО и ЕЕ, съ одной сто- 

Е те и отношеше отрЬзковъ ВБ; и ЕЁ, съ другой, и докажемъ, ру 


ВО _ ВР 
ЕЕ ВЕ, с 


_Для доказательства проведемь прямую Е М, параллельную АВ 
Тогда получимъ треугольникь ЕМЕ;, который будетъ подобент, 
_ треугольнику ВОП., ибо вс углы у нихъ равны (стороны Е.М и 
_ МЕ, соотвЪтственно. параллельны сторонамъ ВВ и ОО}: 
| - Изъь подоб1я же треугольниковъ, ‘между прочимъ, елЗдуеть: 


вр Вр, 
ВМ. ВВ, ^ 


_- Такь какь четыреугольникъ КЕЕ,Е, есть о то 
_ ЕЕ. 

„ Подставивъ въ найденное равенство на, мето Е.М равное ем) 

ЕВ ‚ полузиамеь: 





Ё—* „ ах" 


. С < 5 = , иль ик. Ве = 
5-2 - _ . у - а г ©. ® 
. - т а 2 = ей а Е ьУ 
2 К " - < - ‚ я — 

;" . =. 

[ > > я >> „ 
$ ^ < „-. ,. и 
$ = р . | $ 

———— . 
` 


что и требовалось доказать. а 
| _ Предоставляем самимъ ‘учащимся доказать обратную теорему, 
‘которая читается такь: Воли ческолько пряныть отеткаеть на’ ‚сторональ 


угла пропоруаональные отрезки, то эти АЯ и енд собой. ‘СлЪ- - 


дуетъ доказывать оть противнаго. = 
| _ 137а. Нижесл5дующая теорема. является я обобщающей |. ох 
чаи пересфчешя сторонъ угловъ рядомь прямыхь. параллельныхъ. 


_ Она устанавливаеть. зависимость не только между. ее сто-_ 
-. ронъ угловъ, но между отр№зками параллельныхь прямыхь. — 


| Теорема. Лрллыя, исходящая изь одной точки, разетокииотся. рабом парал- 
_дельныхь прямыть на ‚пропоруональныя” части, @ сами же параллельныя прямыя 
| при этомь также разебкиютея на пропоу- 


какой-нибудь точки. 0 исходять. НЪ- 


пересЪкаются нЪсколькими же пря- 





‘отрЪзковъ ОВ, или ОС, или ОП, а, съ 


| другой стороны, ‘отношенше › двухь траков АБ ты. отношенйо 


_ ДВухЬ отрЪзковъ АО, или А.П. 


Докажемъ сначала первую часть, т.-е. что ее" чёмъ будемь : 


доказывать о только. относительно одной какой- ть пары), а г 


и тс треки —— = 


АА. ее о о: 


брата вниман!е на  прямыя ОА и ОВ, которыя `ИСХОДЯТЬ г ИЗ. 
одной точки, мы, на основаши ОЕ и. можемъ на- _ 

















писать: Ве | ть ) 
| ОА, р О" 
А.А ВВ 
_ Далзе, на томъ же основаши, _не обращая 1 внимая на ‚ прямыя > 
ОВ и ОС, можемъ написать: : те а 
ОВ; _— 0, а 
| В ее. | | 
и, наконецъ, Е | | 2 и 
т. 9. > ОВ. р. Я = 
ке 9 =) ке Е 


СТавь вы ео ВС 1 е— тр’ Е 


можно все это выразить такъ: 


уональныя части. _СлЪдовательно, тре-_ 
буется доказать, что если изъ одной. 


сколько прямыхъ - `(образують_ углы) - 
ОД, ОВ, 0С, ОР (черт. 235), которыя. 


мыми параллельными АО, АВ, АБ, 
то; съ одной стороны, отношеше двухь. 
_  _ Какихъ-нибудь отрЬзковъ ОА равно. 
Черт. 585. е _ отношению двухъ. соотвтетвующихь ы 














к. о А а — 06, - 0% ее 
ыы — — > А В ВВ. Е. о.0. ы 


И. первая часть теоремы доказана. 
_ Теперь. остается доказать, что отрЪзки параллельныхь прямыхъ 
ГАО, АБ: и АБь также пропорцюнальны. Возьмемъ, напр., отно- 
_ Шен траков АВ и со прямой АВ и докажемъ, что: 


ее в В 


С > 


ыы — Сы, - ©, 
Е а. какь ‘треугольники ОА.В, и ОА, подобны треуголь- 
| нику. `ОАВ (ибо прямыя АВ и а: ‘параллельны основан!ю — см. 
_ 129а. т и : о. 
. —- — АВ. `0А_ к АВ. АВ. - ОА 
ь ав. — и: 0 > 
| ОНО также ИЗЪ подобИ, пругольниковь: о» ОС, В: и :0ср | 
о _ треть что; 
Е | св. 09 . ов. ‘бр 
и - 2: 00. О ор, ° | | 
 акь какъ, кромфтого, изъ о Петков: ОАО; ОА, 
и ль слфдуеть, о: 
м ОА _ Ко —_ 
> АВа ср. АВ о с 
А\ АВ а“ АВ Е, * 


р 


я. А.В, о `С0, и АВ: А.В, = 60:6... 


_ Ольхавь. ВЪ ЭТИХЬ ДВУХ. пропорцихь перестановку среднихь | 
ВИ членовь, получимъ:- | 


АВ: ср = и С, или бр. в о 


_АВ: ср = `АьВ,: С.0ь, или = ты 
| АВ _ А 
| [979% ^ бр» а 
` что и ` требовалось доказать, 
_ 38а. Теорема; _Виссектриса 
_  вщуитренняго угла треугольника раз- _ 
_ оокаеть противоположную стотону 
_ на 08а отрюзка, которые соотвтут- 
_ отвенно пропориональны двум 0ту- 
гимь сторонам треугольника. СлЪ- 
_ довательно, нужно доказать, 
_ что если прямая АР (черт. 236) 
_ есть биссектриса, о. 
АВС, в 


ф.-65 





Во. > АВ 


оС АС ИЕ Черт. 296. 


Е 





- аж Е > к С ож 


Для доказательства, продолжимъ. ‘прямую ВА за точку. кА И 
проведемъ изъ точки С прямую, параллельную АР, до пересЪчен!я = 
въ точкЪ Е съ продолжетемъ прямой ВА. Тогда будемъь имзть — 
двЪ прямыя ВЕ и ВС (исходяция изъ одной точки В), которыя пе- 
_ресЪчены параллельными прямыми. АР и ЕС. ЕВ на основаши _ 

_ теоремы 136а, можемъ О 
о 
_ Такъ какь АБ есть `биссектриев, то уголь 1. = = углу. 2. `бь. | 
` другой стороны, уголъ.2 равенъ углу 3, какъь углы ‘внутренше на- 
кресть лежапце, и уголъ 1 равенъ углу 4, какъ соотвЪтотвенные 
при параллельныхь АР и ЕС. Стьдовательно: 


и. дл 42 = 48 = 44. — а ме 
и. того, что и — 4, слдуеть, что треугольникъ АСЕ | есть. 
равнобедерный, т.е. АЕ = АС. Подставивъ въ С 0: на, мВсто — 
прямой АЕ пра АС, получимъ: = Ее 
ОВ АВ 
Вс" АС: ° | 
о 139а. `Обратная теорема. сли прямая, иепобящая 435 вершины треугодь- | 
ника, двлите оротивоположную сторону на таке два отуртозка, которые сравни- 
тельно пропотииональны бвумь другим сторонам а то такая прямая 


есть биссектриса внутренняго угла. 
Итакъ, но доказать, что если: 


НЕ 
ос те. 


то прямая АП есть биссектриса треугольника АВС (черт. 237). 
р доказательства допустимъ ‘противное, т.-е. что‘ биссек- 
: _ триса будеть не АХ, а ка- 
А Е ее _  Кая-нибудь иная прямая, ис-_ 
| ходящая изъ вершины А, _ 
‘напр., АПО.. Тогда, согласно 
прямой теоремф, эта, биссек- 
_ триса АГ, должна дфлить 
сторону ВС вь отношени 


— 


‹ = >> 





В — Я. - АВ Точкой же, двлящей 


Черт. 237 АС” 
а ВС въ ‘данномъ. отношенщи, 


| ‚будеть точка ПО, а не тв | 
СлЪдовательно,; прямая АО, не можеть быть биссектрисой, ибо 
биссектрисой ` можеть быть только такая, исходящая ИЗЪ точки. А 


прямая, которая ДЪлитЬ ВС въ отношени а талой прямой . 


‘является только АП... | 
| 140а- Теорема. Ёсли’ бисектриеа онешняго ‘угла треугольника перестьидете | 
‘архоли ше протисополежной стороны те А то она переедет 2 6 _ 


< 


} ВН ‘точкть, ‚которой разетоянёя 07 коне» этой стороны, соотиттетвенно т 
о деумь Оругимь сторонамь треугольника. 
_ Пусть. биссектриса_ р. угла, а АВС (черт 
` 88) будеть прямая АР 
_ (выше уголъ ХА 
образуется, если мы Е | - 
 продолжимъ сторону _ о: 
_АВ- за, точку А). Вели . 
мы продолжимъ сто- 
_ рону ВС за точку С, то 
` биссектриса внЪшняго. 
_ угла пересЪчеть про- 
_ дояжеше ВС въ точкз _ 
._ Надо доказать, что 





_въ такомъ случа: 
ОВ. > АВ Е Черт. 2387: 
- ЭС. но. 


Дия доказательства изъ точки С  проведемъ прямую СЁ, пз- 
° раллельную АВ. Тогда образовавицеся треугольники ВА и ОСЕ 
_ будуть подобны ($ 129, вып. 16). 
Изъ о этихъ треугольниковъ бет: 
| 54 РВ АВ 
00 - в. © | 
в _Такь какъ АЛ есть биесектриса, то д1= 2; Кром того, /1= 18, | 
_какъ внутренне накресть лежание при параллельныхь АВ и ЕС. 
° СОлфдовательно, [2 == (3, т.-е. треугольникь АСЕ равнобедерный и 
_Аб= ЕС. ЗамЪънивь въ равенствЪ (1) ЕС на АС, получим 
ОВ АВ 
9 АО’ 
что и требовалось доказать. | 
141а. Обратная теорема. Ёсль прямая, исходящая изь вершины треуголь- 
_ НИКа, переслькаеть продолкеще противоположной стороны в такой точкь, раз- 
_ стояня которой до концовь этой стороны пропориональны двум бругимь то- 
_ ронамз треугольника, то эта прямая есть биесектриеа вниняго угла. Пред- 


- лагаемъ доказать эту теорему самимъ учащимся. Способъ доказа- 
тельства такой же, какъ и въ 8 138а.. 


{4 


- `Задачи | на, построенее. 


_На основав теоремъ о  пропорщюнальныхь лишяхь можно 
‚рать рядъ задачъ на построеше. Разсмотримъ здЪсь наиболзе 
› элементарныя` (простыя) изъ нихь.. | 
_  142а. Задача. Разделить данную прямую АВ ‘на части пропор уонамьно 
_ данным прямым: т, пит. (черт. 239). 

`Рюшене. Изъ точки А проводимъ прямую АХ, которая обра- 
° зуеть съ прямой АВ нЪкоторый уголъ. Величина угла и величина, 


В 2, —ъ 


О ее ПИТЬ: => <: ум ча - с 2“ м ах 
Е" 354 у < РЯ М, Е чя 4 + - К 
и жа ‹ ы: ЛУ А Е рез РА: Сато 
* у . а - ИЗ». — Ул ь ма 4 ых ру В Е а 7 
= ЕЕ ух Ах р а о 
5: х г. 4..8 


— — ие. — ры: ЗИ У: же" 
= : ;- А -2 
- Ар . у 





= 
29-4 


ной АХ произвольна.. _Ватьмь | на а прямой" `АХ ‹ ‘откдалывавыь по 
слЪдовательно части АМ = 1, мм = ий МР р. О 
Точку. Р соединяемъ съ точкой. В. и затьмъ т ИЗЪ. точекъ м и м. ы 
 ‘проводимъ прямыя,. параллельныя РВ. _ Эти параллельныя. ‘прямыя _ 
о - В АВ ВЪ точкахъ- р и С. Въ точкахь р и С пря- 


ы Ех. . + -- = 


| 


> 1 
. { 
“ . 
. 
ыы -- р > 
> . у 
. 
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у 
С _ 
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А Е о В 2 
а 
Е - 
< Е Ом ыы 
Р`... 
№. 
Черт. 239. р о. 


мая АВ и будееь. раздълена на части пропорщюнально п пи р. 
Дьиотвительно, такъ какъ рая РВ- мо и МС а то 


м 


— 


— 


АС:Со:0В= АМ: МК: МР = -т:п:р. 
—— Итакь, данная прямая. `равдълева. на части, пропорщональныя. т 
даннымъ отрЪзкамь: ш, пи р. ть С 
143а. Задача. Аз трем данным пряным ( ныне) а рис построить | 
четверти зропорлиональную (черт. 240). Эту задачу надо понимать. ВЪ 
томъ смыелЪ, что требуется найти такую четвертую. ты № 
которая удовлетворяла бы пропорци а:ь ОХ. г 
Решене. Отроимъ произвольный уголь кОЕ. и откладываемъ 
на одной. его сторон, напр., на сторонЪ ОЕ; послфдовательно ОА =а_ 
и АВ =Ъ, а на другой сторон, т.-е. по ОЕ, откладываемъ Е - 
Затьмь соединяемъ точку А съ точкой С прямой АС 1 И ие 


изъ точки В прямую АБ, параллельную АС. 
Тогда прямая СШ и будеть о пропорщюнальной, ко- 


торую мы обозначили черезъ х. 


т _ ДБйотвительно, такъ какъ ВО и АС параллельны, то в. ее 
с 
о в о 


144а. Задача. Построить треугольнике, знал сми у его. основаня 1. выбОтЫ 
и два 1гла. Обозначимъ высоту. ‘искомаго треугольника’ черезь В, а 
основане ЧереНЯ а и пусть намъ. дано, что. сумма. ИХЬ Вана 8, Т.- 6. 
_В-а= | | | 


Кром» того, намь даны два ув, т.е, другими словами, Е тру 


( 


а 





там ие м в и 6. 
_ Анализ построеная. (см. 1 ВЫП. — _Првдпозоваь что задача ть. 

_ Бена, т.-е. искомый треугольникъ т 

_ проугольшикь. _АВС - (черт. 241). 

^ этомъ- треугольникЪ, а. Е 

. въ У = даннымъ и, Е — 


ки 








3 и ВС—а. = 

_ ’Изъ точки и В, п. 
АВ проводимъ прямую В)С,, в - 
ПА ВС. Эта параллельная отоЪ- 
_каеть треугольникь АВ,С:, который _ — 
| Судоть подобенъь треугольнику АВС — : Черт а. 
{см. 8 129а, вып. 16). Такой треуголь- | 





| се углы искомаго. треугольника. А т у которыхь 
° углы соотвЪтетвенно равны, — подобны. 5 
Пусть у этого подобнаго т АВ,С,. высота АН, а 
в ‘основане В:С=а. 

| — р `Изь. подобя_  треугольниковь ` АВС и АВ, С между прочимъ 





езьдуеть, что: м. м" —. 
во. - Или. — 
Е В: — и АН: ан т: - 
Г - На. основаши ‘свойствъ. пропорщй можно это. о ‘пред: - 
ставить ВЪ такомъ. ид ее 5 
Е — ^ ее ав. — В. 


. : : . а а. это п. равенство, МЫ ВИДИМЪ, что а + В воть 
величина извфетная, именно равная $, а, и В, сутьтакже извЪстныя _ 
‚ величины, такъ какъ ОН. являются. стороной и высотой треуголь- 
ника, подобнаго. ‘искомому. А такой подобный треугольникъ, какъ 
мы выше указали, легко построить: именно такимъ треугольникомъ 
_ будеть любой, у котораго углы соотвЪтетвенно равны даннымъ 
м ВО. Пусть сумма а, Е В, = 81. Такимъ образомъ неизвЪетною 
_ величиной оказывается В. Найти же прямую В очень легко. ДЪло, 
° ючевидно, сводится къ. тому, чтобы къ тремъ даннымъ прямымъ 5, 
сви. построить четвертую имъ пропоршюнальную (см. выше 1428). 
‚ т Построена. 'Тавимъ образомъ построеше таково. Строять пред- 
_ зварительно какой- либо треугольникъ АВ.С,, у котораго углы равны 
_ даннымъ угламъ. Въ этомъ треугольник проводять высоту АН, =В,. 
Затьмь строять сумму А.В и АН.. Нрямую, представляющую ихъ 
сумму, можно обозначить для кралкости черезъ 31. - 
°—  Валфмъ отдЪльно строять четвертую пропорщюнальную прямую. : 
_ кь даннымь (извЪетнымъ) прямымь $, $, и В:. Эта четвертая пря- 
° мая и будеть В. Откладываемъ отъ точки А прямую АН, равную В, 


— 


ма 


ы 


Пик, который быль бы. ‘вообще подобен. искомому, можно п- 
строить отдЪльно, безъ помощи этого. ‘послЪдняго, ибо намъ из- 


И г черезъ точку Н проводимь. ам ‚ВС, параллельную В, С. ‘тре 
Угольникь АВС и ‘будеть искомый. | 


ГЛАВА. Хх. т 
_ Подобе ‚многоугольников. А 


145а. Фирадьяена- Два многоугольника называются и 
если ‚углы одного соотвЪтственно равны угламъ другого и сход- 
ствепныя стороны пропорцюнальны. Сходотвенными. сторонами и. 
здфсь будуть тЪ, которыя прилегають къ равнымъ. угламъ. Само _ 
собой разумЗется, что подобными могутъ быть только’ многоуголь- 
ники, имъюще одинаковое число сторонъ. Не можетъ быть рЪчи, 
поэтому, о. подоби, напр., четыреугольника и пятиугольника. До- 
казывать въ отдзльныхЪ случаяхъ подобе многоугольниковъ намъ 
будеть значительно легче теперь, когда мы ‚усвоили важнЪйппя 
теоремы о подоби треугольниковъ. с 
[46а. Теорема. Два иногоугольника подобны. если они состоятз_изз оди- 
‘наковаго чили тре угольниковь подобных ц одинаково расположенные 10 стно-_ 
щеню ’другь кь другу. Объяснимъ, какъ надо понимать эту теорему. 
Е. что намъ. даны два Па и и 





Черт. 242. ` м 


А.В.С,0.Е,, которые состоять изъ одинаковаго числа треугольни- 
ковъ, налр., изъ трехъ (черт. 242). Если всЪ треугольники соотвЪт- 
ственно подобны, т.е. треугольникьъ АЕО подобенъ треугольнику 
А.Е. 0,, А РАС подобенъ ДР:А,С, и Л САВ подобенъь Д С, А.В, и, 
кромЪ того, расположены въ одномъ и томъ же порядк%, то, с0- — 
гласно теоремЪ, они подобны. Постараемся это доказать. 2 
Для того, чтобы данные многоугольники оказались подобными, 
‚падо убЪдиться въ томъ, что: в С ный о 
ДА=ДА - ао, я 
СВ В м. 


юн е АВ, В, ©: В, ВА: 


ДЕ == ДЕ х 





и 
ыы 


__ т какъ = АВС и д ав С, вы то. Ве и: потому же 
нее д в Углы же А, С, р соотвЪтетвенно_ равны угламъ А,, С, — 
— и), такъ какъ и тЪ и друге составлены изъ трехь  ботВтотЕениа 
_ равныхь угловъ ‘подобныхь треугольниковъ. Теперь остается дока- 
_ зать, что сходственныя стороны пропорщюнальны. 


ма Такъ какъ треугольники АРС и Ау: подобны, то можно 
2% написать, что. 


Е и (9 к 

а изъ ‚ подобя т-КОВЪ АЕО И ААВ: 
Аи Аб 

Замфнивт ВЪ первомъ ровных: отношеня и —— рав 


А.В: АС 
‘ными `ИМЪ отношешями ИЗЪ равенствь 2 и 3, а. 





А.В: —- В.С, = ср, ВО ПА 
`Вначить, теорема доказана. ^ 
_ 47а. Теорема. Отношене_ перииетров 1) подобных иногозавльниковь — 
_ равно отношенаю сходетвенныхь стороне. Намъ даны два. подобныхь много: 





Е 243. 
+ 
угольник? ^ АВСЬЕ и АВ С, Е! (черт. 243). Если же они подоб- 
НЫ, ТО: 


а т м В. а ‚ Предположимъ 
ав в. бо ‚ что знаме: 


— 


натель каждаго изъ этихь равныхъ ОТО. есть число 4. Тогда; 
*) Напомнимт, что перимотромъ называется сумма сторонъ многоугольника, 


„Гамназя иаудому В, 14% - | 18 


м.“ _ 


ыы . $ р .-+ ы * ить. КА д —Т 2, а -< 14 `. — * 
м, О к - » мА . г рещь- 1 Уч . 
и” в: м < | тоя ‹ 5” = - чека У “+ 
| 1 7 8 г | : У ке а - 7 
— х = "А. 9-Е ть г. 
ИЯ ый : у. < | |. $. { 
РЕ ь — еки а = >. 
> - ; 


А.В, 
ВЕ 
ны 9 
г о | 
СО, и Ч о 
о 
`ВА и, РЕ 
а а 
Сложивъ почленно равенства, находянцяся въ правой сторонъ, 
получимъ: в и Е ы | 
АВ -- ВС--СЬ +- Е + ЕА = А; В,. 9 + В,С, .а + С... а 
Е Р.Е, .Ч-- Е, А, -4 или (А.В, Е В.С, + С,2, + В.Е, ие Е.А, 9. 


_ Откуда: 


и 


= Фоткуда АВ — А,В,.9, 
`В = Вега ^^ 


0 = б0.0._ 


АВ 





АВ+ ВС--ОРЕОЕЕА 80. 
ы А. В-ЕВ:О О.В. В, А, | ь ’АзВ: а ВАС! | 


Какъ мы видимъ, лвая ‘часть этого равенства представляетъ 
‘собой отношеше периметровъ данныхъ треугольниковъ, а правая 
есть отношене сходственныхъ сторонъ. | ВЕ | 


Повторительные вопросы и отвтъты. - 
1) Ч$мь измфряется уголъ, образованный хордой и касательной? Половиной 
дуги, заключенной внутри угла. 2) Опредзлите помощью дугь величину угла, вершина 
` котораго лежить внутри круга.—Онъ измфряется полусуммой дугъ, заключенныхь 
между его сторонами и ихъ продолжетями. 3) Каюе углы изм$ряются полуразностью 
дугь, заключенныхь между сторонами угла? Уголъ, вершина, котораго лежить вн® 
круга, и уголь, составленный двумя касательными. 4) Что такое вписанный 
четыреугольникъ? Такой четыреугольникъ, вс вершины котораго лежать на окруж-_ 
ности. 5) Свойствс впис чнаго четыреугольника? Сумма противоположныхь угловъ 
_ равна двумъ пря ымь. .) Около какихъ параллеллграмовь можно описать окруж- 
ность? Только около прямоугольника. 7) Укажите зависимость между сторонами опи- 
саннаго четыреутольника.—Суммы противоположныхъ сторонъ равны. 8) Можно ли во 
_ всяюЙ параллелограмъ вписать окружность? НФть, только въ ромбъ и квадрать. 
9) Вавя стороны треугольниковъ называются сходственными? Т$, которыя прилегають 
къ равнымъ угламъ. 10) Какле треугольники называются подобными? У которыхъ углы 
равны, & сходственныя стороны пропорциональны. 11) Условля подобля треугольниковъ? 
а) Еслидва угла одного соотвЪтственно равныдвумъ угламъ другого, Б)если дв стороны 
одного пропорциональны двумъ сторонамь другого, а углы между ними равны, с) 
гсли три стороны одного соотв$тственно пропорщональны сторонамъ другого. _ 
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ры НЫУ 


_ 251. о. И окружность на лв части. относяпяся, _какъ ь т: .Б. Опрз-_ 
дфлить величины угловъ, ‘опирающихся на эту. хору И иУБЮщихь, ‚вершину на 


_ окружности. 


Ришене. Углы, ими вершину на окружности, р. вписанные и измбря- Е 
тся половиной дуги, на чоторую опираются. Хорда раздфлила окружность на дв _ 
_ дуги, которыя относятся между собой; какъ 7:5. Если мы предположимь, что одна _ 
_ дуга заключаеть 7 равныхъ частей, то другая дуга заключаеть въ себ$ такихь 5 равныхь — 

_ частей, вмзетв 12 равныхъ частей. Вся окружность = 3609. Эти 12 равныхъ. частей 
составляють цфлую окружность, т.-е. 360%. На одну равную часть, слВдовательно, - 
‚ приходится 360° : 18 = 50°. А дуга, имвющая 7 равныхь частей, = 30 х7 = 210. 
Такимь образомь, всв вписанные углы, опирающиеся на хорду, изиёряются, — 
съ одной стороны, половиною большей дуги, съ другой стороны, половиной меньшей _ 

й дуги, 1..6. всяюй изъ угловь, опирающихся на эту. 

‘хорду по одну сторону ея, будеть содержать т: "— ыы 
-105°, а по другую сторону — 150%: 2 = 75°. 
252. Опредзлить, сколько’ градусовъ, минут И 
`секундъ содержить каждый изъ вписанныхь угловъ. 

АВС и СЛЕ, (черт. 1), вели величины ихъ относятся ^ 

между собою, какъ 15,: 19, ивсли дуга АВОЕ содержить — 
_ 1149436". и 
ь Решеше. Дуга. АВОЕ-1740 36". СиВдовательно, . 
дуга АСЕ = 360 — 1749456” =1859555'24”. Чтобы 
‘опредзлить величину угловь АВС и СЕ, намь не- 





Черт. 1. 
ея _  ^  0бходимо узнать величину дуги АС и дуги СЕ въ отдфль-. 
ео ности. Сумма ЭТИХЪ ие Отношене ихъ, 
‚ равное отношению. опирающихся на НИХЪ УГЛОВЪ, - о — СЕ 
= 185955'24” 1 о 103053'54”, — Аб = 103055’ ых — 8201730". г: 


АВС, какъ ый уголъ, измряется- половиной те на которую онъ опи- 
рается. Дуга АС, на которую опирается уголь АВС = 8291'30"'; слёдовательно, 
“уголь этоть = 8251730" : 2 = 4190'45”". Уголь СОЕ опирается на дугу СЕ, которая 
равна 10355354”. Какъ вписанный, онъ а половиной этой дут, слБ- 
довательно, Д СОЕ = 103555'54": ое 51956.57”. - 
253. Дуги, заключенныя между сторонами описаннаго Ул, относятся мент 
собой, какъ 3:7. Бакь великъ этоть уголь? | 
| Решене. Онисанными углами наз. таке углы, стороны Которыхь суть касатель- 
ныя къокружности. Такимъ образомъ и въданномъ угл стороны будуть касательными. - 
Слфдовательно, уголь получается такой, у котораго вершина находится внз окруж- 
ности. Мы знаемъ; что такой уголъ измвряется полуразностью дугь, заключенныхь — 
между его сторонами. Но дуги, заключенныя между а: угла, СОСтаВЯяЮтЬ 


— окружиость, те: 360: отношение ИХЬ, _ ИЗ а Зв слно, — 3. Савдовательно, если 


_ боышая д дуга = Те _то меньшая дуга = == >. Вифоть — р: Е тр. Окружность | 


= = 360. о аа а 96 на 17 ‚ МЫ к т большей 


— _ дуги: т 15 — = 360%: —= 2520; Меньшая дуга составляеть > большей, т.-е. 


_ 2 — — ие ее ДУГЬ, Такимъ образомь, намь о Данный уголь, 


_ измбряется полуравностью дугь, заключенныхь меду. его сторонами, т.-6. 
—_ 2528 —. 1088 1440 
ее ы - = 12. Итакъ, уголь этоть = 72°. 


Задачи 1 на построене. 


а. ое: а по данной сторон а, по данному углу Ви Данной 
_ разности остальныхь двухъ сторонъ @ (черт. 2 и 3). 

Рошен. Чтобы решить эту задачу, проведемь линшо ВА, равную д, при т В 
построимь уголъ, равный данному В. Вакъ строить уголь, мы изъ основныхь‘правиль 
_ во тори знаемъ. Построивъ при точкВ В уголь, равный данному В, мы продолжимь 
`_ полученную ‘порону та на’ неопрехзленное пе Оть вершины ‘угла В. 


р 3 я ‹ | тя 





Черт. — ея Черт. 3. 


на этой сторон отложимъ часть ВС, равную разности @. Точку 0 СОбДИНИМЬ СЪ ТОЧКОЮ 
А. Затвиъ при точкВ А построимъ уголь САР, равный углу ОСА; о сто- 
. ропу продолжимь до’ пересвченя съ ВР. 


_ Треугольникь АСП будеть равнобедренный, ибо, по построению, уголь ОСА == 
= углу РАС. СлЬдовательно, СР и ВА равны, какъ лежащая противъ равныхъ угловъ. 
Теперь разсмотримь треугольникь ВА. Сторона ВА =а по построено, уголь, 
- ЭВА = Б, тоже по построеню, остальныя дв стороны ОВ и РА въ разности дають 
_  @, потому что ОВЫПА можно замвнить ОВ. — С), такъ какъ мы показали изъ равно- 

| `бедреннаго треугольника, что СР и РА равны, а В—С0= ВС, ВС жепо отложению = 
_ =. СлБдовательно, искомый тругольникь будеть ВРА; этоть треугольникъ. о 
такъ, что одна сторона ВА = а, уголь при вершин В В, а 9В — РА 


а (0 = а, т.-е. треугольникь построень по ` данной сторонз, по данному углу и 
по ты другихь двухь сторонъ. 


Геоометртя.. 





ГЛАВА ХУк. 
(Проболженае). 


_ Численыя соотношенй. между. элементами. греугольниновь в 
`  - Четыреугольниковъ. 


148а. Еще въ началЪ курса мы выяснили нЪкоторыя соотношен!я 
между отдёльными элементами треугольниковъ. Такъ, ”напр., мы 


_ доказали, что одна ей меньше ЕЕ и больше разности двух 


_ другихь сторонъ. 


Такимъ образомъь мы установили какъ бы. т. предзла для 
‘каждой стороны. Въ нижеслЗдующихъ параграфахъ мы установили 
вполнф точныя соотношеня мову сторонами треугольниковъ и 


` четыреугольниковъ. 


Такъ какъь мы знакомы уже съ измВрешемъ отрёзковъ пря- 
мыхь, то имфемъ возможность выразить стороны треугольниковъ 


въ видЪ опредфленныхъ‘ чисель. Если мы, напр., будемъ доказы- 


вать, что квадратъ гипотенузы равенвь суммЪ квадратовъ. катетовъ, 
то надо будеть это понимать такъ, что квадрате числа, которое выря- 
жаеть гипотенузу, равняется суммЪ *вадратовь чшель, выражающихь 
катеты. Конечно, вс стороны должны быть измфрены одной и 
той же единицей (аршиномъ, метромъ, вершкомь и т. д.). При 


_ доказательств теоремъ, относящихся еюда, мы будемъ пользо- 


у “ 


_ ваться, главнымЪъ образомъ, свойствами подобныхь фигуръ. 


Основнымъ соотношешемъ является соотношенше между сторо- 


_ нами прямоугольнаго треугольника. Еще самые древше народы, оче- 


видно, знали о томъ, что если одна сторона треугольника выра- 
жается числомъ 5, другая 4, а третья 3, то такой треугольникъ 


_ есть прямоугольный, при чемъ гипотенуза, ‘конечно, =5. Если мы 


возьмемъ квадрать каждаго изъ этихь чисель, т.-е. 25, 16 и 9, то 
увидимъ, 916 925 = 16 9, т.-е. что квадратъ числа, выражающаго 
тинотенузу, равенъ ее  квадратовь чиселъь, выражающих 


`^ катеты. 


ПозднЪе. греческий геометръ И адасоре о (В УТ ЗЪЕВ 
до Р. Х.) доказалъ, что такое соотношение существуетъ относительно 
всякаго прямоугольнаго треугольника. | а | 

- Теорема Пиеагора является одной изъ самыхъ важныхь теоремъ_ 
всей геометри: она является какъ бы основой геомётрическихъ 


а _ вычислений. Для того, чтобы доказать эту теорему, намъ надо 


= 


90 _ 


Я 





доказать предварительно друпя теоремы о соотношени между нЪ-. 

которыми другими элементами прямоугольнаго же треугольника. — 
149а. Теорема. Если из5 вершины прямоугольное, треугольника опустить 

перпендикулярна гитотенузу, то 

1) э%0т в есть средняя пропорчинальная ео) Раки 
гилютенузы; 

2) каждый катетз есть средняя пропорщональная между гипотенузой ц 
„отриюзкомь гитотенузы, прилегающим Ко этому катету: 

1) Пусть треугольникь АВС есть прямоугольный (черт. 244) 
при точкз А и прямая АХ есть перпен- 
дикуляръ, опущенный изъ вершины А 
на гипотенузу ВС. Докажемъ, что этотъ 
‚перпендикулярь АТ есть средняя про-_ 
порцюнальная между я. Ви 
ОС, т.-е. что 


ВО: АР = АП: ос. 

Прямая `АШ раздЪляеть треуголь- 
никь АВС на два треугольника АВО и 
АОС, которые подобны. Подобны они по- 
тому, что ихь углы, обозначенные на чертежь одними. и тЪми же 
числами, равны, ибо составлевы соотвзтетвенно и 
‚ сторонами. 

На основани же подоб1я этихъ преттольниове можно написать 
рядъ отношени. Но мы возьмемъ только тЪ, которыя намъ не- 
обходимы для доказательства вышеуказаннаго соотношевя. Сторо- 
намь ВО и АО треугольника АВО соотвЪтствують стороны Аи 
ОС треугольника АТС. Поэтому: 


ВО: А = АО: ОС, 
что и требовалось доказать. 
2) Теперь докажемъ вторую часть теоремы, т.-е. что 
ВС:АВ = АВ: ВО и ВС: АС = АС: ЪС. 
Треугольники АВС и АВЬ подобны, ибо у нихь равны углы, | 


обозначенные пиНрой 2, и, кромЪ того, оба они прямоугольные. 
Поэтому: 





ОЗ: 


Черт. 244. 


| ВС: АВ:АВ: ВР. 
Точно также подобны треугольники АВС и АОС (потому что» 
- они прямоугольные. и углы, обозначенные цифрой 1, у нихь равны) 
Изъ подобя же слЪдуеть, что: 

> ВС АС=АС: БС. 

50а. Теорема Пиеагора. Кеадралть гипотенузы фавень сумлиь твздра- 

товь катетовь. Мы уже разъяснили, что это надо понимать такт, 
.что квадратъ числа, измьряющаго гипотенузу. равенъ о квад- 
ратовъ чиселъ. измвряюшихъ катеты: - 


Чри доказательствЪ этой теоремы будем» пользоваться только 
что выведенными соотномтен ями. 


м 


^^ Пусть нара < имен прямоугольный нью АВС 
| _ орт. я Докажемъ, чо | 
и | _ ВС? = АВ + АС. 

| _Проведя перпендикулярь изъ А на гипотенузу `ВС, мы, на 

основанйи предыдущей теоремы, можемъ написать (каждый катетъ. 
есть средняя ПЕНА — о и прилегающим 
ВО 

ВС: АВ= АВ : ВО и ВС: АС = АС:ОС. 

| Такъ какь произведев!е крайнихь членовь пропорщи равно 
‘произведено а. членовъ, то оба эти равенства можно на- 


писать такъ: 
АВ* = ВС. вр. 


| АС: — ВС.ОС. 
_ Сложивь оба эти равенства, получимъ: 
| АВ: -р АС: =ВС.ВО--ВС.ОС. 
ЗатЪмъ, выведя за скобки въ правой части равенства ВС, 


получимъ: 
| АВ: -- АС* — ВС (В+ 50). 
 ТакЪ какъ ВО + С есть не что иное какъ ВС, то 
АВ:-- АС* = ВС.ВС или АВ: -- АС = ВС, 
т.е. сумма квадратовъ ‚катетовъ равна квадрату гипотенузы. | 
[51а. Теорема. Еадраты катетовь относятся, какь прилезающие кз нинь _ 
_ отрезки гитотенузы. Возьмемъ прямоугольный треугольникъ и про- 
_ведемъ, какъ и въ ‘предыдущихъ случаяхъ, перпендикуляръ АБ 
(черт. 244). Написавъ, на основайи предыдущаго равенства: 
АВ: —=ВС. ВР и АС: = ВС .ЪС, р ихъ почленно. Тогда 


полузимъ: 
АВ ВС.ВЬ 
`АС: = ВС.ЪС Или, по ораНЫ правой части на ВС: 
_ АВз ВО 


`АС: = ФС; 310 и и доказать. 


52а. Замфчане. Если обозначить черезъь а. число, _ которое 
_измЪряетъ гипотенузу, черезъ в и с числа, 
и °  которыя измряють катеты, черезъ Ъ; и 
| с, Числа, измёряюция отрЪзки гипоте- 
нузы, и чэрезъ В число, измВряющее вы-. 
соту, то, на основаи вышедоказанныхь 
теоремъ, можно написать слВдуюнция со- 
отношен1я относительно прямоугольнаго 
ин С треугольника (черт. 245). | 
Черт, 245, | 





| 1) 62 = Ъ, с. 2) Ь? — ‘аБ.. | 
и 
| ВЕР, 2 2 — 
3) @=ас.. 4) 2 = № 2. =. | 
Такимъ образомъ, пользуясь этими соотношешями, мы можемъ 
_рёшать рядъ задачь на вычислеше. Укажемъ проствйиие изъ нихъ. 





$ . эк — к < хо ее | 
. -92 ; - з и 1 з ис ; 


- п Е 1. Определить. катеть прямоугольного - треугольник, зная, что 
гилотенуза его равна 10 метрамь, а другой катеть 6. метрам. 

Обозначимъ искомый катеть черезь Ъ метровъ. Такъ какъ Ь 
эти элементы выражены въ однЪхь и тЪхь же единицахъ оо») 
то, на основан теоремы Пиоагора, можно, написать: | 


ом = 10; 52-86100; откуда: 
| в = 100 — 36 = 64, или Б=8 (метровъ). 
Точно. такъ же‘можно а о. по а: ка- 
тетамъ.: Не ава к | 
„При нь. -2. На а. а, сторона котораго равна. 5. МЕ- 
тра. Пусть дагональю квадрата АРСВ (черт. 246) будеть прямая 
АС. Тогда изъ прямоугольнаго ее: АРС можно написать: 
АС? = АО 92. — 
Такь какъь АФОВ 66ть не. то Ар=ЬС. Тогда, 
АС = АТ -- АБ 2 АТ». 
_ Откуда АСЕ АБ АБ >> | | 
Дано, что сторона даннаго квадрата равна 5 метрамъ. ‚бтвдо- 
вательно, АО =5 о а это число въ НЯ ее 
ство, получимъ: | | Е 
_Аб=5у 2. метровъ: 


[53а. Сльдетви. Изъ Е ОВ ‘можно вывести 
рядь. слъдетви. ‹ еб 
Е Такъ какъ всяк вписанный ОЕ. опирающийся на, дламетръ 
круга, есть‘ прямой, то всЪ точки полуокружности, етягиваемыя 
этимъ даметромь, могуть разсматриваться какъ вершины прямыхь 
угловъ. Поэтому, опустивъ изъ любой точки этой полуокружности, 





ть 246. о о 247. 25 | Черт. 248. 


нанр.,’ изъ точки В Центр: на ламетръ и соединивъ 
точку С съ А и В! (черт. 247), можно, на’ ‘основан теоремы 149а, 
сказать, что пертендиюиярь, опущенный изо какой-либо точки окружности 
(по объ стороны баметра,) на даметрь, ‚есть средняя пропорлиональная между 
отрезками баметра. Такъ, напр., прямая СР. есть средняя пропорцю- 
‚ нальная между АП и ОВ, т.-е. ОВ: СО = СО: АБ, или же по свой-_ 
ству пропорщй: С02=ОВ. АЛ. 
_ © Ц. Н& томь же основаши можно сказать, что хорда, АС, ко- 
`торая ‘можеть. о какъ катеть м ие 


реа АСВ, есть Го 248) средняя пропориональная, . между. 


— АВи Ар. Точно также хорда СВ есть средняя. пропорщональная _ 


_ между АВ и ОВ. Такимъ_ образомъ  20р0а, сосбиняющая хюбую точку — 
_ тружности с5 концами данетра, есть средняя. ИНО а. д 
_ нетромь и отрезкомь его, прилегающим Ха: ЗОО. р 
154а. Задачи на построене. Выведенныя выше а указь-- 
_ вають намъ тв способы, помощью которыхъ можно построить пре, 
пропоруональную прямую жду двумя данными прямыми. _- 
_ Покажемъ, какъ выполнить это построение. Пусть, напр., намъ. 
‚ нужно построить среднюю пропоршональную между данными ко- 


_ нечными прямыми а и Ъ. Существуеть два способа: 


Первый стособъ. На нъЪкоторой прямой откладываемъ одну за дру- 


_той 06% данныя прямыя: а и Ь. Пусть АВ =а и. ВС =Ь (черт. 249). 


Около прямой АС, какь около даметра, описываемъ полуокрул ность 
и изъ точки В проводимъ прямую, перпендикулярную къ АС. - 
Нусть эта прямая перес$четь окружность въ. нЪкоторой точк$ 2. 
Тогда прямая ВЬ и есть искомая средняя пропорщональная. 
_ ДЗйствительно, на основави сл$детыя [Г предыдущаго А 
графа можно написать: 
АВ: ВО =ВЬ : ВС. Или, замфнивъ АВ наа и ВС на В: 


2: ВР ВО:Ъ, или ВБ? = 85. 


‚ Второй способь. На нЪкоторой прямой (произвольной) отклады- 
ваемъ большую данную прямую а. Пусть АВ =а. ЗатЪмъ на пря- 
мой АВ (т.-е. а) оть точки А откладываемъ другую данную пря: 


В. 
| о. 


Черт. 249. я Черт. 250. 


З 





_ мую Ъ. Пусть она займетъ положен!е АС (черт. 250). Описываемъ 
около АВ, какъь около даметра, полуокружность и изъ точки 0 
возставимъ перпендикулярь СР (до пересЪченя  еъ окружностью 
въ точкЪ О). Проведя, наконець, хорду АО, которая и будеть иско- 
мой средней пропорцюональной, мы, на основати слЪдетвя П пре- 
дыдущаго параграфа, можемъ сказать, что АО есть средняя пропор- 
цональная между прямыми АВи а: т.-е. ыы данными а и Ъ: 


т а: А) =АШО:Ь, откуда == 25. 


(55а. Численныя соотношеня между элементами всякаго. тре- 
угольника. Теорема Пивагора, устанавливаеть численную зависимость 


о 


между сторонами прямоугольнаго треугольника. Усвоивъ основа- 


тельно эту теорему и слЗдетвя ея, мы можемь перейти къ раз- — 


смотрЪн!ю зависимости между сторонами ‘не только прямоуголь-. 
наго, но и остроугольнаго, тупоугольнаго треугольника. 

По теорем Пиеагора слЪдуеть, что сторона, лежащая противъ 
прямого ‘угла (т.-е. гипотенуза), равна сумм% квадратовь двухь 
другихъ сторонъ. Такая зависимость, конечно, вполнЪ точна, и опре- 
дЪленна, и всегда, зная дв стороны В треугольника, 
мы сможемъ найти и третью. 

_ Въ остроугольныхъ же и тупоугольныхь треугольникахт 1 такая 
зависимость выражалась до сихъь поръ совершенно неопредленно. 
Мы только и могли указать, что сторона, лежащая противъ тупого 
угла, есть наибольшая, а противъ остраго—меньшая, чВмъ противъ 
прямого или тупого, и что во всякомъ случа сторона эта меньше 
суммы двухь другихъь сторонъ и больше ихъ разности. | 

Теперь установимъ такое болЪе опредЪленное соотношене 
между элементами остроугольнаго и тупоугольнаго треугольника, 
которое дало бы намъ возможность, зная величины двухъ другихъь 
сторонъ и еще н3зкоторыхь элементовъ (напр., высоты), опредЪлить. 
величину стороны, лежащей противъ остраго угла или тупого. Во 
всЪхъ доказательствахъ мы будемъ постоянно пользоваться теоремой 
Пивагора. 

_156а. Теорема. Во всякомь треугольник квадрать стороны, лежащей 
лротивь остраго угла, ревень ‘сунмь ‘квадратовз Овухь другиль сторонь безь 
убвоеннаго произведеня одной изз этитз сторонз на отуезокь этой же стороны. 
9тз вершины остраго угла до основазая высоты. 

Пусть намъ данъ треугольникь АСВ, у котораго уголъ А есть 
острый. Тогда сторона СВ есть сто- 
рона, лежащая противъ р угла 
(черт. 251). 

Изъ точки С опустимъ высоту 
СР на гхорону АВ. Условимся, что 
числа а, 6, с суть ть числа, которыя 
 измзряють три стороны треуголь- 
ника, а Ь, число, которое измзряеть 
отрЪзокъ Ар. 

ОБ. ыы " слЪдовательно, доказать, 
что 
= 0 -- с: — 26}., 
5 Разсматривая ое. треугольникъ СОВ, мы видимъ, 
что а является гипотенузой его. Поэтому 


а? = СО ОВ®...... (1). 

Обращая внимаше, затфмъ, на прямоугольный треугольникь 
АС), замЪчаемъ, что СО есть одинъ изъ его катетовъ, и поэтому: 
СО: = АС: — АР», или СБ == 02 —5;2,.... (2). 

_ Наконець, ие отрЪзокъ ОВ, мы видимъ, что 
’ОВ=АВ-— АО, или`ОВ =6— В.. 





Черт. 


о = и и 
ОВ = ый — 6, + аа В 


_ Подставимъ теперь въ равенство (1) найденныя значеня СО 
и ОВ. Тогда получимъ; 


а = (68 — 1) + (© — 205; +5 1) = 5 — В — о + 


= 


или, по приведени подобныхъ членовъ: 


Г аз = + с — 96, 


то-есть мы получили то самое выражеше для 22, которое и нужно 


было вывести. 
Примфчане. Въ разсмотрнномъ только что а уголь В 


_ быль также острый. Но, конечно, можеть представиться и такой слу- 
чай, когда ДА будеть острымъ, а уголъ В тупымьъ (черт. 252). Въ 





черт. #52. Черт. 253. 


_ такомъ треугольник высота, опущенная изъ С, упадетъ не на АВ, 


ана ея продолжеше, и отр%зокь АО, оть вершины остраго угла А 
до основашя высоты, будеть больше стороны АВ. 

Однако, и въ данномъ случаЪ выведенное соотношене межд; 
сторонами а, Ъ, с и отр$зкомъ В, (который въ данномъ а АО) 
остается върнымъ. | 

Въ самомъ дЪлз, изъ прямоугольнаго т ВС о 


| ть что аз = СО? -- ВП. 


ААВ ы Не 


а ия 
в; 7; 
— 


Но СТ», являясь въ то же время катетомъ треугольника АСР. 


_ равно 52 —:1; отрВзокь же ВО =, — с, а ВО» == (Ъ, -— с)? = 5,2 — 


— ь -- 62. Поэтому — | у 
= 58 — Ъ,2 +- Ъ,2 — 2Ъ,с - с* = №2 — 2Ъс + с = Б* - с — 2Ъ;с, 


эт.-е. За та, же формула, 


157а. Теорема. Во всякомё треугольник квадрате стороны, лежащей про- 
тивё тупого угла, равень сумм квадратовь двухь другить стороне, сложенной с 


 удвоенныма’ произведенемь одной изз этить сторонь на отртьзоко той исе сто- 
_ роны оть верщины тупого угла до основаная высоты. 


Пусгь намъь данъ треугольникь АСВ (черт. 953), у которах 
уголь А есть тупой, а сторона СВ лежить противъ этого угла. 
| Мы должны доказать, что, если мы опустимъ изъ точки © 
_ цермендикулярь СР (который упадеть на продолжение стороны ты 
ибо уголь А тупой), то 


. М2 и М> 
м 96. $ 
> Ву «= 
——ы—55——4 
- - — 


Ее вые, 
ее. а, ь. ис суть числа, „измфряющя стороны СВ, СА и АВ, а а 
_ число, измфряющее отрьзокь. АР (оть. вершины тупого не до. 
высоты. 
Будемъ доказывать тъмъ же 2 опооббомуь, какь и предыдущую 
теорему. Прежде’ всего обращаемъ. внимане на то, что а есть ги- - 
потенуза треугольника ОСВ.: Поэтому | 


д < ОБЕ а) 
Нрямую же СО можно’ разсматривать, какъ катеть ое: 
ника РСА и, слВдовательно, 


СО: = = 5—2, 
Наконець, прямую в можно замЪнить равной ей мон эт- 
р$зковъ РА-Н АВ, т.е. 
ОВ =с-Ь,, а рву сз -- 26, +. 


Подетавивъ найденныя. величины Си ОВ ВЪ о (1), 
получимъ: Пе 


83 = (5: — а) (ее 20, В а то, 
или, по приведени ООН членовъ: — 
| аз — В + о + - 
что и требовалось доказать. 

158а. Замфчане. Теорема, и. а также дз. вышеприве- 
денныя теоремы указывають, что 

1) квадрать стороны, лежащей противъ прямого угла, ревень 
сумм ‘квадратовъ двухь другихь сторонъ, | 

2) квадрать стороны, лежащей противъ остраго угла, меньше 
суммы квадратовъ двухь другихъ сторонъ, и 

3) квадрать стороны, лежащей противь тупого угла, больше 
суммы квадратовъ двухъ другихъ сторонъ. 

Этими признаками можно воспользоваться для того, и по 
даннымъ сторонамъ треугольника опредФлить, какой изъ угловь 
треугольника прямой, тупой или острый. 

Такъ, напр., если намъ дано, что три стороны даннаго тре- 
угольника измЗряются числами 5, 7 и 8, то мы можемъ, не. измЪряя 
самихъ угловь, опредЪлить, напр., уголъ, лежаций противъ сто- 
роны, которая равна 8. 

Для этого стоить только сравнить квадрать РОЙ стороны, т.-е, 
64, съ суммой квадратовъ двухъ другихь сторонъ, т.-е. 25 -+ 49. 

Такъь какъ 64 < 95-1 49, то, слфдовательно, уголь, лежаний. 
прохивъ стороны, равной 8, есть острый. _ 

Другой прил. Стороны треугольника суть: 3, 4 и 6. Такь 
какъь 36 > 9 -| 16, то уголь, лежащ: противъ наибольшей стороны, 
есть тупой. Наконецъ, если стороны треугольника равны 10, 8 и 6, 
` То такой треугольникъ есть прямоугольный, ибо а — = 8 -|- 6* или. 
100 = 64 - 36. 

не Вычисленге высотъ треугольника. На основания теоремь о сто- 


97 
ренЪ, лежащей противъ.остраго и тупого угла треугольника, можно 
опредвлить высоть такого треугольника. Именно, это возможно въ 
томъ случаЪ, когда даны стороны треугольника. Путь напр., 
имфемъ треугольникь АВС (черт. 254), 
стороны котораго`намъ даны: АВ = с, 
ВС =аи АС =5. Вычислимъ по этимъ 
даннымъ высоты этого. треугольника. 
Такъ какъ вычислене воЪхь трехъ 
высоть производится однимъ и т5мъ же 
способомъ, то покажемъ, какъь вычи- 
слить одну изъ нихъ, напр., высоту, опу- 
щенную изъ вершины А на сторону ВС. 
Обозначимъ эту высоту черезъ В, а отрЪ- 
зокь ВО черезъ с:. Высота В, какъ катеть прямоугольнаго треуголь- 


ника АВО, равна разности квадратовъ гипотенузы и другого ка- 
тета, т.-е. 





а 
Черт. 254. 


В — 06. 0). 

Разсматривая это равенство, мы видимъ, что с* есть величина 
‘данная, извЪстная, а сз есть величина неизвЪстная. Поэтому для 
того, чтобы получить выражеше высоты В, намъ во постараться 
опредЪлить с;. 

Возможно ли опредЪлить этотъ отрфзокъ? ЗамЪтимъ, что С: 
_ есть не что иное, какъ отрЪзокъ стороны ВС, оть вершины угла 

(остраго въ данномъ случаЪ) В до высоты. Если же это такъ, то с, 
_опредЪлить очень легк>. Для этого достаточно воспользоваться фор- 
мулой квадрата стороны АС, лежащей противъ остраго угла В, а 
именно: | 

Ь = а? -- сз — 2ас.. 

Въ этой формулВ неизвЪстнымъ будеть только с:, которое мы 
можемъ, конечно, легко опредзлить изъ этой же формулы. Пере- 
неся членъ, содержаний неизвЪстное, въ лВвую сторону, а извЪстныя 
въ правую, получимъ: 
2ас, = а -- с — Ъз, откуда 


а2 -- с2 — Ьз 
28 х 


Е. 


| орт 
СлЪдовательно: 


`Подставивъ кайденное значеше с; въ первое равенство, полу- 
чймъ такое выражеше для высоты: 


Не — (о ) ‚’ 


откуда 


р а Уе-— (9—8) и. Е )' 


Замтимъ, 150 правая часть этого равенства содержить 
вЪ себЪ только данныя величины: а, 6 и.с. Такимь образомъ, мы. 
ло даннымъ тремт, сторонамъ треугольника вычислили высоту его, 


„Гимназ!я на дому“, в, 18, $ 





оз 





эпущенную на сторону а. Точно такимъ же образомъ можно полу- 
чить формулы для высотъ, опущенныхъ на Ъ и на с. 

Формула для высоты выведена нами въ общемъ видЪ. Поэтому, | 
если будуть даны численныя значешя  сторонъ, то надо будетъ 
прямо подставить на мЪето а, Би с ихь численныя значевя. 

Приморз. Опредзлимъ высоту треугольника АВС (черт. 255), 
опущенную на сторону ВС, зная, что АВ=18 метр. ВС=14 метр. 
и АС=15 метр. ЗдЪеь: 

| | 15=5, 14==а. И. 18=с. 








Поэтому: 
“. 142 132 — 15? \2 
т 18| 2.14 ) 
ЕВ У 15° ге а 
И Аба 
в = У 165 — (>=), 
в = 169—255, 
откуда 


в=144=12 (метровъ). . 

Нижеслздующая теорема даетъ намъ возможность по даннымъ 
сторонамъ опредзлить медану. 

60а. Теорема. Сумма квадратовь лагоналей равна сумм квадратось 
-сторонь параллелограмма. | 

Пусть имЪемъ параллелограммъ ВАСО, у котораго дагонали 
суть: ВС и АХ. Надо доказать, что 

ВС? -- А: = АВ? -- АС*-- СО -- ОВ? (черт. 256). 


` Для доказательства’ опустимъ изъ точекь А и С высоты 


Я 





Черт: 255. ые ь 2 Черт. 256. 


АНи СН, .Такъ какъ сумма угловъ параллелограмма, прилегающихъ 
къ одной его сторонз, равна двумъ прямымъ, то если / АВП 
будеть тупой, то Д СВ. острой. ДИ 
Поэтому дагональ АГ можно разематривать, какъ сторону. 
треугольника АВУ, лежащую противъ тупого угла. СлЪдовательно,. 


— 


о: 
АТ: = АВ’ + ВТ + 2ВО. НВ ...... (1). ^_ 
Въ свою очередь, магональ ВС можно разсматривать, какь 
сторону треугольника ВС), лежащую противъ остраго угла его, и 


значитъ 
| ВС: = С0-- В — 280. НО ...... (2). 


Сложимъ оба эти равенства; 


АТ — АВ: + ВО? ЭВ. НВ 
ВС: = С0*-- В —2ВО. НО 
АТ: ВС:—= АВ-ЕВО:2ВО.НВ--С*-+-ВО*—2ВО.Н,О. ... (3). 


ОтрЪзокь НВ равенъ отрЪзку Н.Г, какь соотвЪфтетвенные ка- 
теты равныхь прямоугольныхь треугольниковъ АНВ и СН;О. Эти 
послздые равны: у нихь равны углы АВН и СЛН,, какъ соотв®т- 
ственные при параллельныхь лин!яхъ, а гипотенуза АВ равна гипо- 
тенузЪ СО, какъ противоположные стороны параллелограмма. По- 
этому выражене 2ВО.НВ = выраженю 2ВО.Н!О. Слъдовательно, 
въ правой части равенства члены -- 2ВО.НВ и —2ВО.Н:Ш взаимно 
уничтожатся. Тогда равенство это получить такой видъ: = ой 

АР»- ВС: = АВ? -- ВР? -- С0*-- ВБ». 

Такъ какъь ВО=АС, какъ противоположные стороны параллело- 
_ трамма, то послБдыйй членъ правой части о равенства 
можно замЪнить АС?, Тогда 

АР? -- ВС? = АВ? -- ВР» -- СП? - АС, 
что и требовалось доказать. — 

[61а. СлЪдетв!е. Раздълимь обЪ части еле равенства 

на 2 (черт. 256): 
АО" ВС? __ АС*--СО--ОВ-РАВ ..... д (1) 
5 2 


Такъ какъ. АС=В) и АВ == СЮ, то 


ВО А НА: (2) 


Съ другой стороны, 
АМ =^> 


{длагонали ‘параллелограмма пересЪкаются пополамъ). 
Поэтому: 
АО =2АМ. 

 Подставивъ во второе равенотло на мЪото АР равкые_ ему 

2АМ, получимъ: 
2 2 
о АС АВ и 
ЗАМ: + © = АС: -|- АВ И 
Если мы будемъ разематривать только преугольникь _ АВС, 
то АВ, АС и ВС будуть его ›сторонами, а АМ будеть его ме- 
даной. Поэтому послЪднее (3) равенство можно прочесть такт: 
сумма квадратовь двух сторонь треугольника равна удвоенному квадрату мебаны 


проведенной кз третьей опоронл, сложенному 5 половиной Е. тов. 
стороны. | | 

162а. Вычисдене _ меданъ треугольника. Указанное слфдетве 
даеть намъ возможность въ томъ случаЪ, когда намъ даны сто- 
роны треугольника, вычислить его меданы. 

Пусть, нанр., надо опредълить медану АМ треугольника АВС, 
опущенную на сторону ВС, если даны стороны треугольника: 
ВС=а, АВ =си АС=Ь (черт. 957). На основани послдняго 
слздетв1я’ можемъ написать, обозначивь медану АМ черезь шт: 

ото? | 2 = с -- 62; 22—62 = 112 = о 

Откуда: 





вы. 

Численный прилибрь. Пусть дано, что сторона, на которую прове- 
дена медана, равна 10 мет., а двЪ друпя стороны суть 6 и 8 м., 
т.-е. здЪсь: а = 10 м., 6 =6 м. и с=8 м. Подставивъ эти значення 
въ нашу формулу, находимъ численное значене для меданы, 
а именно: 


ту 8-2. 6*— ен 100 = 


] ВНЕ 
== 100 = 5 (метрамъ). 


1 63а. Теорема Птоломея. Весьма важное соотношеше между д1аго- 
налями вписаннаго четыреугольника и его сторонами устанавли- 
вается нижеслздующей теоремой, которая извЪетна въ геометр!и 





В нм С 


фо... .-.-- -а---------- $ 


Черт. 257, Черт. 258. 





- 


подъ назвашемъ теоремы ре. `(Птоломей — гречесый гео-_ 
метръ). 
Теорема. Во вииеанномь четыреугольникь произведеме благоналей равно 
суммь произведен противоположных сторонз. 
Пусть четыреугольникь АВСР вписанъ въ окружность ар. 
—_ ге доказать, что въ такомъ случаъ у 
АС.ВО =АВ.СО-- ВС. АБ. 


° Для доказательства отложимъ на сторонЪ СО въ точкЪ С уголъ 


а 


ЕСР, равный углу ВСА. Тогда получимь треугольникь СПЕ, 
который будеть подобенъ треугольнику ВСА по слздующимь 
основатямъ. 

Уголь ЕСО одного изъ нихь равенъ ушу ВСА другого, по по- 
_ строен; кромЪ того, углы ихь, обозначенные цифрой 9, равны, 
какъ вписанные углы, опираюнщеся на одну и ту же дугу ВС. Изъ 
‚ подоб1я же этихъ треугольниковъ, между прочимъ, слздуеть: 
АС: СО = АВ: ЕО, 


Евр = Оо. АВ..... (1) 


Теперь разсмотримъ треугольники АСР и ВСЕ. Они также по- 
‚ добны, ибо у нихь углы равны. ДЪйствительно, уголь ВСЕ равенъ 
углу АСР, такъ какъь каждый изъ нихь составленъ изъ равныхь 
частей: уголь АСЕ является общимъ, а д ЕСО = ДВСА по по- 
строеню. 

ВромЪ того, углы СВЕ и САБ. равны, какъ вписанные, опи- 
раюпщеся на одну и ну же дугу СО. Изъ подобя же этихь тре- 
угольниковъ слБдуетъ 

АС: ВС = АБ: ВЕ, 


откуда, 


- откуда | 
ОВ ВО А. @ 
Сложивъ почленно эти равенства, получимъ: 


АС.ЕР = СО.АВ 
АС.ВЕ = ВС. АО 


АС (ЕР + ВЕ) = СО. АВ+ВС. АБ... 


Разсматривая лЗвую часть послЪдняго равенства, замЪчаемъ, 
что ЕР + ВЕ есть не что иное, какъ ВО. Поэтому: 


АС. ВР = СО.АВ + ВС. АБ, 


что и требовалось доказать. 
164а. Задача на вычислен!е. Теорема Птоломея даетъ возможность 
намъ ршить очень интересную задачу на вычислеше. Именно, 
пользуясь этой теоремой, можно 10 двум 
_ дбаннымь сторонамь вписаннаго треугольника и 
_ дадуеу круга вычислить третью сторону. Пусть 
_у вписаннаго треугольника АВС (черт. 
259) еторона АВ =а и ВС =Ь. КромЪ 
того извЪетно, что радусъ круга, въ 
который этоть треугольникъ вписанъ, 
_ равень В. Искомую сторону АС обозна- 
чимъ черезъ х, | 
Изъ точки В проведемъ даметръ 
ВО, а точку О соединимъ съ А и С. 
_ Тогда получимъ четыреугольникъ АВСО, Черт: 259. 
_У котораго АС и РВ суть дагонали. 
Поэтому, на основан! теоремы Птоломея, можно написать 


АС.РВ=АВ. СО + ВС. АР. 
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Откуда 
< &В.СВ-ЕВС. АО | 
АС а Бы бои (1) 
или, такь какъь АС =х, АВ = а, ВС и РВ =Э5, 
а, СО-Ь. АО - 
нЕ 28 


СлЗдовательно, нужно опредЪлить С, и АБО. Но СО, какъ 
катеть прямоугольнаго треугольника, = / ВВ*— ВС? = ев)? = 
= У 48? -Ъ2. Точно такъь же АО = УИ 4В—а?. 

Поэтому, подставивъ въ первую формулу значеня Рид), 
т такое выражеше для х: 


— а/48:— 8 +1 + БИ 4—2 


ГЛАВА ХУР. - 
Свойства сфкущихъ и касательныхъ. 


[65а. Теорема. Ёсли черезь одну и ту же точку, взятую внутри круга, 
проведемь чиесколько 100%, то произведеме деухь отрезков» каждой торды есть 
число, постоянное для вс0т5 10705. 

Эта теорема устанавливаетъ, такимъ образомъ, зависимость 
между всякими хордами, которыя можно провести черезь одну и 
ту же точку. В 
Намъ, однако, достаточно доказать эту зависимость между 

| двумя только хордами, проведенными 

С черезъ одну и ту же точку внутри круга, 

а затЪмъ, конечно, можно будеть это 

доказательство примЗнять къ каждой 

парЪ хордъ, проведенныхъ черезъ эту 
же точку. - 

° Итакъ, пусть имъемъ кругь (черт. 
| 260) и внутри его точку М, черезъ ко- 
В торую проходять хорды АВ и А, В.. 

о Въ точкЪ М каждая изъ этихъ хордъ 
дълится на два отр3Ъзка, и. нужно дока- 
| вать, что произведене отрЪзковъ одной 

Черт. 260. хорды есть число, постоянное для от- 
рЪзковъ всякихъ другихъь хордъ, прохо- 

дящихь черезъ ту же точку М, т.-е. что оно равно, напр., произве- 
деню отрЪзковъ другой данной хорды. Нужно, значить, до- 
казать, что 





<> 


О ---.------А 


АМ. МВ = А, М. МВ, | 

Для доказательства проведемъ вспомогательныя хорды А.В и 
АВ;:. Тогда получимь два треугольника А.МВ и АМВ,, которые 
будуть подобны. Подобны же они будуть потому, что уголъ А, 
одного изъ нихъ равенъ углу А другого, какъ вписанные, опираю- 
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щеся на одну и ту же дугу, и уголь В по тЪмъ же основашямъ 
равенъ углу В.. 
На основан же подобя можно написать, что 
о АМ: АМ = МВ, : МВ, 
откуда 
АМ. МВ = А.М. МВ,,. 
что и нужно было доказать. 

[6ба. Теорема. сли (35 точки, взятой внь круга, проведены кз нему 
носколько сокущихь, то произведене каждой съкущей на ея вношнюю часть есть 
величина, постоянная для вело этихь сокущиль. 

Надо, слЪдовательно, доказать, что 
если изъ точки М (черт. 261) проведены 
нЪъеколько сЪкущихъ, напр., сЪкупя МВ 

и МВ,, то 


МВ. АМ = МВ, .МА.. 


Проведемъ вепомогательныя хорды 
ВА, и В.А. Тогда получимъ треуголь- 
ники МВА, и МВ, А. Треугольники эти 
подобны, ибо углы у нихь равны. Въ 
самомъ дфлЪ, уголь Му нихь обиий, а В 
ДВ= ДВ,, какъ вписанные, опираю- 
ицеся на одну и ту же дугу. 

На основани же подобя можеме 
написать 






МВ: МВ, = МА, : МА, Черт. 261. 
откуда 
-МВ.МА = МВ, .МА,, 

а это и нужно было доказать. 
167а. Теорема. Ёсли 35 одной точки, взятой внъ круга, проведены кз 
нему сюкущая и касательная, то О сокущей на ея внешнюю часть 
равно квадрату: касательной. 
Пусть изъ точки М проведены къ кругу (черт. 262) сВкущая 
МВ и касательная МТ. Надо доказать, что >: 
МТ: = МВ. МА. 


Для доказательства проведемъ вспо- 
могательныя хорды АТ и ВТ. Тогда об- 
разуется два треугольника. Мы будемъ 
разсматриваль большой треугольникъ 
ВМТ и малый АМТ. Эти треугольники 
. подобны, ибо углы ихь соотвЪтетвенно 
равны. ДЪйствительно, Д АВТ = Д АТМ, 
ибо оба они измЪряются половиной од- 
ной и той же дуги: АВТ, какъ вписан- 
ный, а Д АТМ, какъ образованный ка- 
сательной ТМ и хордой АТ. 

ЗамЪтимъ, кромЪ того, что сторон 
МТ треугольника ВМТ соотвЪтствуеть Черт. 263, 


М 








г - 


сторона АМ треугольника АМТ (063 эти стороны лежать противъ 
‘равныхъ угловъ), а сторонз МВ трение ВМТ — сторона МТ 
треугольника АМТ. 

Принимая это во внимаве, мы, на основанш подоб]я, можемъ 
написать 

МТ: МА = МВ: МТ, 
откуда 
МТ: = МА. МВ. 

Эту теорему можно выразить и такъ, что хасательная является 
средней пропориональной между. всей т 1 ся внешней частью, что слЪ- 
дуетъь изъ пропорщи: 

МВ: МТ = МТ: МА. 


168а. СлЪдетв!е. Такъ какъь произведене сЪкущей, проведен- 
ной изь точки внЪ круга, на ея внЪшнюю часть есть величина, 
постоянная для всякой сВкущей, проведенной изъ той же точки 
(16ба), то, если изз одной точки вне круга проведено несколько сокущить и каса- 
тельная, произведенле любой изь этиль съкущихь на ея внышнюю часть. равно 
квадрату касатедьной. | 


Повторительные вопросы и отвтъты. 


1!) Какая теорема считается основной. для всфхъ численныхь соотношенй 
между элементами треугольника? Пиозгорова теорема. 2) Опредфлите гипотенузу 
ВЪ зависимости оть катетовъ.—Квадрать типотенузы равенъ сумм квадратовь 
катетовъ. 3) Укажите зависимость между стороной, лежащей противъ остраго 
угла, и двумя другими сторонами.—Квадрать такой стороны равень сумм ква- 
дратовь двухъ другихъ сторонъ безъ удвоеннаго произведеня одной изъ этихъ 
сторонъ на отрЪзокъ этой стороны оть вершины остраго угла до высоты. 4) Какую 
основную задачу можно рышить на основани этой теоремы? Вычислить высоту въ 
зависимости оть трехъ сторонъ. 5) Укажите зависимость между латгоналями и 
сторонами параллелограмма.—Сумма квадратовъ щатоналей равна сумм квадра- 
товь сторон параллелограмма. 6) Теорема Птоломея? Во вписанномъ четыре- 
угояьник$ произведене д1агоналей равно суммЪ произведений” противоположныхъ 
сторонъ. 7) Укажите зависимость между отр®зками хордъ, проведенныхь черезъ 
одну и ту же точку внутри круга.—Произведеме отрззковъ каждой хорды есть 
число, постоянное для всвхъ хорд. 8) Какова зависимость между касательной и 
окуЩими, проведенными изъ одной и той же точки внЪ круга? Произведене 
о сЪкущей нз ся ВНЗШЕЮЮ. часть равно ыы касательнл” 


Залачникъ по геометрии. 


255. Центральный уголь, составленный двумя радтусами, равенъ 120° 30’ 24”. 
Вычислить уголь между касательными, проведенными черезъ концы этихъ рад1усовъ. 
Рюшене. Уголь, составленный двумя касательными, измвряется полураз- 
ностью дугъ, заключенныхь между точками касаня: слБдовательно, чтобы вычи- 
слить этоть уголъ, необходимо опредфлить дуги, заключенныя между точками 
касатя. Одна изъ этихъ дугь, менышая, есть та самая, на которую опирается 


данный намъ центральный уголъ, значить одна изъ дугь (меньшая) равна 120% 


30’ 24”. Сумма же обЪихь дугъ есть окружность, слдовательно, вторая, большая, 
равна 360° —120? 30’ 24” = 239 29’ 36”, а разность этихъ дутъ равна 239° 
29’ 36” —120° 30° 24” =118 59’ 12”, откуда искомый уголь, измряющиея 
полуразностью этихъ дугь, равенъ 59° 29’ 36”. | 

256. Между однфми и тзми же точками А и В проведены двф дуги раз- 
личнаго радтуса, обращенныя выпуклостями въ разныя стороны: — АМВ = 87 
НУ е — АМВ=12° 40’; средины ихъ Ми М соединены съ А. Вычислить уголъ 
- ^ Рюшенае. Соединивъ точки А и В (черт. 1) прямою АВ, мы имЪемъ хорду, 

стягивающую одновременно дуги 4МВи АМВ. Уголь МАМ =/МАВ-ИМАВ. 
Паждый изъ этихъ угловъ, какъ вписанный, измёряется половиною дуги, на ко- 

торую онъ опирается: д МАВ 
измзряется половиною дуги 
МВ, а / МАВ- половинок - ь аа 
дуги МВ. Но — МВ сеть по- Е. 
ловина дуги АМБ, такъ какъ __, В 
- М— ередина дуги, т.-е. — МВ 
равна 87 20”: 2 =43° 40", 
слфдоват. х МАВ=43° 407: 
2 = 219 50’. Такъ же полу- 
чимъ, что. Д №МАВ =12° 40’: у 
52:0 == 180 10’. Откуда 
ДМАМ = 21850’ 18° 10’= 
=. 

257. Лань четыреугольникь АВСП (черт. 2), зъ которомь углы Вир 
- прямые; ллагональ АС’ образуеть со стороной АВ уголь въ 50°, а со стороной 
АБ — въ 60°. Вычислить острый уголь между дагоналями четыреугольника АС 
и ВО. 

Рюшене. Если въ выпукломъ четыреугольникв сумма противоположныхь 
‚ угловъь равна двумь прямымъ, то около него можно описать окружность. Въ 
‚ Данномъ намъ четыреугольникв противоположные углы В`и О прямые, т.-е. въ 
сумм составляють 24, сл5доват., около него можно описать окружность. Опи- 
шемъ. Тогда уголь АЕ, образов. дагоналями, какь уголь, вершина котораго 
лежить внутри круга, изм$ряется полусуммою дугъ, изь которыхъ одна заключена 
между его сторонами, а другая—между продолженями сторонъ,.т.-е. будеть изм$- 
ряться полусуммою дугь АР и ВС. Д ВАС равенъ 50° и измЗряется поло- 
виною — ВС, на которую онъ опирается, слФдовательно — ВС = 50°. 2 — 1000. 
На — АО опирается Х АСР. Опредьлимь сначала Д АСП: въ треугольник» 





АСО Д А = 60°, / О—прямой, слЗдовательно 7 АСР = 180° — (60° -- 90°) = 


—>. 


198. 


—180° — 150° = 30°. но Д АСР измБряется половиною дуги АД, слдоват., 
- АБ = 30°. 2 == 60°, откуда уголь АЕЛ = о — 80°. Эт и 
есть искомый уголь, такъ какъ онъ острый, т.-е. меньше 90°. 

258. Дана окружность, внутри которой помфщается другая (центры обЪихъ 
окружностей разные). АВС и АРЕ (черт. 3)— хорды большей окружности; онЪ 
касательны въ точкахъь Би Ш кь меньшей окружности; Бт) — меньшая изъ 
дугь между точками касавя; С®@-— дуга между концами хордъ. Вычислить дугу 
СтЕ, если дуга Вт) = 130°. | 

Рющеше. Уголь ВАШ, какь описанный, измряется полуразностью дугъ 
Вт. и Втр); — Втр = 130%, &а — Вт О == 360° — 130% = 230°, откуда 


я _ — 50°. Съ другой стороны, присматриваясь къ 


2 
чертежу (№ 3), мы видимь, что уголь ВАР является вписаннымъ по отношению _ 
къ большей окружности и.опирается на дугу этой окружности СиЁ, откуда 
`` Оп =50°.3 =100% к о: 

259. Въ равнобедренномъ треугольникв АВС срединой высоты ВД служить 
точка О: изь точки О, какъ изъ центра, описана — МОМ рамусомь ОР. Вы- 
числить дугу МОМ, если извфстно, что уголь А при основанти равнобедреннаго 
треугольника, = 70° 50“. 

Рющене. Если опишемъ всю окружность О, дуга которой есть МОМ, то 
очевидно, что описанная окружность пройдеть чрезь вершину В, такъ какъ ра- 

диусь ОР — половина высоты БД. 
Описавъ окружность, мы видимъ, что 
3 _ утоль АВО (черт. 4) лежить на 
окружности и измБряется, какъ впи- 
санный, половиной дуги МОМ; д 
АВС=180° — 70° 50’. 2=180° — 
— 141° 40’ = 38° 20°; слвдовательно, 
‘искомая дуга. МОМ = 38° 20’. 2= 





— 76°. 40”. 
: с 260. Въ вписанномъ четыре- 
угольник8 АВСО дагональ АС пер- 
. | я пендикулярна кь дагонали ВО и 


ДЪлить послЪднюю пополамъ. Вычи- 

слить углы вписаннаго четыреугольника, если Д БАШ равенъь 109° 36’ 18”. 
Ришене. Разсматривая дагональ ВЛ какъ хорду, мы видимъ, что д1аго- 

наль АС — маметрь описанной окружности, такъ какь онъ перпендикуляренъ 
къ хордВ (магонали) ВД и дБлить ее пополамъ, а это послзднее — свойство 
даметра, перпендикулярнаго къ хордф. УбЪдившись, что АС — щаметръ, мы 
найдемъ, что Х В, какъ уголь, измвряющийся полуокружностью, равенъ 180°: 
:а = 90°; Х О потёмь же причинамь равенъ 90°; Х ВСР = 180° — 109° 36' 
18” = 70° 83’ 42”, такъ какъь въ выпукломъ четыреугольникв сумма противо- 
положныхь угловъ равна двумь прямымъ. 5 
261. Въ трапеши АВСР боковыя стороны АВ и ОШ продолжены до 
взаимнаго пересъчеюя въ точкз О. а) Вычислить ОО, если АВ-=10 лин, 
СР =15 линй и ВО = 8 лишй; 1) вычислить ВО, если сторона АВ = 


— 19 дюймовъ и С0:60=5 3 ©) вычислить СЛ, если АВ: ВО = 17:9. 
а Ср—С0=8 вершкамъ. | 


Ришене. а) Прямыя ОА и ОШ, исходяция изъ одной точки О и пере- 
сЪкаемыя параллельными прямыми ВС и АГ (он. параллельны какъ основания 
трапеции), разеЪкаются ими на пропорщональныя части: ге =: о ы 
откуда СО =3.4 = 19 лин. | 


во 00 в0 6 | 
ав обе т с, 0 ВА 


| 5х ВВ АВ 
6) Составивь пропорщю т; = ро И подставивъ вместо ВО соотвЪтетву- 


12.6 
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И бр | | 
щее отношеше <, получимь: ср =; 1.-6. если мы отрёзокь ОО раздёлимь 


на 9 равныхъ частей, то такихъ частей въ отрзкь СГ будеть 17, на 17— 9 = 
= 8 частей болфе. Зная, что СР — 00 = 8 вер., мы находимъ, что 1 часть = 
—=8:8 =1 вер., а такъ какъ въ отрфзкВ СГ такихь частей 17, то ОД 
равна 1.17 = 17 в. = 1 а. 1 вер. | 

262. Въ трапеши АВСГ боковая сторона АВ раздфлена на отрзки 
АМ = 10 мет. и ВМ = 12 мет. и изъ точки М проведена прямая, параллельная 
`осповашямь, до встрЪчи въ точкВ М съ боковой стороной СО. Вычислить СО, 
если СМ = 18 мет. ы | 

_Рошеше. ДвЪ прямыя АВ и СО, пересЪкаемыя рядомъ параллельныхъ 
ПрЯМыхЪ: АР, ММ и ВС, пересЪкаются ими на пропориональныя части: 
Де =1ь, икуда МР =3.5=15 мег, а СР = 18 м. 15 м. = 33 мог. 

263. Дань треугольникь АВС; ВР — биссектриса угла В. Вычислить: 

а) отрёзки АД и ГС, если АВ =2 лин., ВС =3 лин. и АС = 4 лин.; 

Ъ) сторону ВО, если ОС: Ар=8:5 и АВ = Зе. вер.; 

6) сторону АС, если АВ: ВС =2:Т и ОС — АБ = 10 дюймамъ; 

4) стороны АВ и ВОС, если периметръ = 20 д., АД =4,5д.и ОС =3Зд. 

_ Рьщшене. а) Биссектриса ВЛ дЪлить противоположную сторону треуголь 

ника АС’ на два отр$зка АД и ГС, пропорщональные соотвётственно . двумъ 


другимъ сторонамъ треугольника: АБ и ВС, т.-е. а = =. подставивъ вмВсто | 
-- численное отношене этихъ сторонъ и зная, что отрфзки АД и ОО вь сумм 
составляють слорону АС, мы вычисляемъ отрёзки АД и АС: — : — Ар - 
= Об=а-З = с: 1 часть = — Ар ==. 2=> 6—1 лин. 





4 12 2 
Об = .З=з=а = 2,4 ли. | 
О п 
а 


в) АС —сумма отрфзковь ОС и АГ; поэтому найдемъ предварительно 
численныя величины этихъ отрфзковъ. Отношене ихъ равно отношению сторонъ 


т разность ихъ намь также извфстна; сл5довательно: = 5: ДС -- АР= 
9—0 ИЦ ба РО. АЕ: 
а Аб =00-- АО =14 д. 4 д. =18 д. 
“ АСб= Ар ОС = 4,5 д.-- 3д. = 7,5 дюйм.; вычтя изъ периметра тре- 
угольника длину стороны АС, получимь сумму сторонъ АВ и ВС: 20 д. — 7,5 д. = 
— 12,5 д.; стороны АВи РЕ относятся, какъ отрёзки АД и ОС, слфдовалельно: 
Яр АР 9 АБ. 459. я Е ее а: 
—95. 3 =7, д.; ВС = 28,5. 2 =5 дюйм. 
264. Ромбъ АДЕЕ вписанъ въ треугольникъь АВС з 
(черт. 5) такъ, чтобы сторона ромба АЛ лежала, на, сто- 
ронф треугольника АБ, а вершины Е и Е находились 
соотвЪтственно на сторонахъь треугольника ВС и АС. 
Вычислить отрёзки БЕ и ЕС, если АБ = 7 фут., ВС = 
—=6 фут. и АО =5 фут. | 
Рюшенае. Проведемъ мысленно вспомогательную д1аго- 
наль ромба АЕ, которая, но свойству ромба двлить /А въ 5 
_ ‘пополамъ, но такь какъ / А одновременно — и уголь 
ромба и уголь треугольника, то магональ АЕ слу- Г. 
жить одновременно биссектрисой угла А треугольника # Я < 
о АВС. Пользуясь свойствами биссектрисы, лзлящей 
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противоположную сторону на отрфзки, пропоршональные двумъ другимъ сторонамъ _ 


треугольника, мы находимъ: 1) г —=ча=е) 2). То = 12; 3) 6:12 ='/; 
ВЕ == _ = 99 = 3,5, фут; 5) ЕС =. 5 = 5/5 = 9145 = 2,5 фут. 
И 265. Данъ треугольникь АВС (черт. 6), въ ко- 
торомъ сторона АВ=15 лин. и АС=10 лин.. АДЬ— 

биссектриса угла 4; РЕ—отр$зокъ прямой внутри тре- 

угольника, параллельный сторон$ о АВ. Вычислить 


АЕ, ЕС и ПЕ. 
Рене. Изъ свойствъ биссектрисы треугольника 
А - ы мы находимь отношене отр$ёзковь ВР и ПОС; ово 
ВВ (АВ 3 
Черт. 6. Но Е а = 
р | равно 2 = ча=щ = СА и СВ это двз пря 
мыя, Исходящ'я изъ Одной точки С, разсЪкаемыя параллельными прямыми 
АВ и ГЕ на пропорщональныя части, т.-е. —_ = та. Зная численное отно- 


‚ ВО 
шенте 7. и сторону АС, представляющую сумму отрфзковь АЕ и ЕС, мы Нд- 


ходимь послёдее: 1) _ = — 2) 3-52=5, 5)10: 5=2л., 4) АВ=2 .3=6 лин., 


5) ЕС=2.2=4 лин. Такь какь прямыя, исходящия изъ одной точки и пере- 
сЪкаемыя рядомъ параллельныхь прямыхъ, разсвкаются ими на пропорцтюналь- 
—. Бе и сами Оълять эти параллельныя на протороальныя части, то 
Яв = та; Подставивъ численныя значения величинъ, входящихь въ послЬдиюю 


‚ пропорщю, мы вычислимь ДЕ: РХЕ== = = =6 1. 


266. Стороны треугольника относятся какъ 4:5:2; периметрь подобнаго 
_ ему треугольника равенъ 55 метр. Вычислить стороны второго треугольника. 
_Рющене. Стороны второго треугольника, подобнаго первому, также относятся 
какъ 4:5: 2, т.-е. если одна, сторона раздёлена на 4 равныя части, то такихъ частей 
во второй сторонЪ будет 5, а въ третьей 2, а всего: 4-|- 
--5--2=11 частей; зная, что периметръ равенъ 55 метр. 
и заключаеть въ. себЪ 11 частей, мы находимъ, что на одну 
часть приходится 55: 11==5 мет.; откуда 1-ая сторона = 
—0. 4=20 мет., 2-ая=5.5==95 мет., 3-ья=5. 2=10 м. 
267. Три высоты йа, №ь и № треугольника АВС 

(черт. 7) перес5каются въ точкЪ О. Опредфлить: 
а) й., ели АВ=10 метр., Ар=3 м., А0=4м.; 
5) АС, если й,=14 м., АО=бм., АЕ=3 м.: 
с) ОС, если ОБ=4,5 м., ОЕ=6м., ОВ= 64/9 м. 
_ Рющеше. а) Прямоугольные треугольники АЕВ 
Черт. 7. и АПО подобны, такъ какъь у нихъь острый уголъ 
А общй, углы Ри Е равны какъ прямые, а два 
треугольника подобны, если два угла одного треугольника соотвётственно равны 
двумь угламъ другого. Изъ подобля вышеупомявутыхь треугольниковъ можно на- 


-. АЕ у 
писать СсЛВАуюЮЩуЮ пропорцию: а 0} подставивъ числен. значенмя, нахо- 


АР.АВ 3.10 : 
димъ, 910 АЁ = у = = м. | 


) Треугольники АЁС и АОЕ подобны, такъ какь они прямоугольчы и 


имфють общий острый уголь А. Изь подобля треугольниковъ — о 


АЕ. АО 14.6 ет Е не 
откуда АС = — п = ее — #8 м. | К. | 
6) Треугольники РОС и РОВ подобны, такъ какъ они имфють прямые 


углы ОРС и ОРВ и / ЕОС= / РОВ, какъ вертикальные. Изъ_ подобля 
‘треугольниковъ — И 00 — 97-08 6.8 — 948502 мот 
0 ОБ Не - 
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268. Данъ треугольникъ АВС. Опредзлить длину лиши ДЕ, проведенной 
‚ между боковыми сторонами параллельно сснованио на разетояши 2 санг. оть 
него; если извфстно, что основане треугольника равно 30 сант., & высота, опу- 
щенная на основане,—12 сант. | 
Рюшене. Проведя прямую ОЕ внутри треугольника параллельно его осно- 
ванцо, мы отсфкаемъ оть него другой треугольникъь ДВЕ, подобный первому. Въ 
подобныхь треугольникахь сходственныя стороны пропорцональны сходствепнымъ 
_ высотамъ. Высоту второго треугольника ДВЕ легко опредфлить, такь какъ мы 


_  ЗНаемь, что прямая 22Е проведена на разстояви 2 сантим. оть основаня, откуда 


высота треугольника ДВЕ равна 126. —26. = 10 сант. Слдовательно, уу = 


__ ВО, (высота А БВЕ). АС. ВО: 
— ВО (высота Л АВС)’ Во 


269. Дань треугольникь АБС (черт. 8). На продолжени стороны АВ. 


— 95 бан. 





откуда ДЕ = 


Е. отложенъь отрфзокъ В.А,, составляющий 4/’ АВ, и на продолжении стороны ВС— 
° отр$зокъ ВС‚, равный 4/7 ВС. Черезъ вершину В проведена прямая ЕО черезъ. 
_ стороны АС и 4.С;, перес5кающая первую въ точкз ДР, а вторую въ точк® Е. 


Опредвлить, длины отрЪзковь ВД и ВЕ, если ЕР равна 44 вершкамъ. 
Рьшене. Треугольники АВС и А.ВС, подобны, такъ какь / АВС = 
—= / 4.БС., какь вертикальные, а стороны, содержащая эти углы, пропорцо- 
С 


нальны, ибо в = чи ве. = 1, ИМ в Ва. Изь подобля этихъ 


треугольниковь вытекать / А= ИА: и / С = С С,. Теперь докажемь по- 

добле треугольниковь АВР и А.ВЕ, которые подобны, такъ какь /А=/А4, 

(по доказанному) и /АВО=и/ АВЕ, какь вертикальные. Изъ подобя этихъ 
| АВ 


О ан Вр и ВЕ, ра 
треугольниковь мы выводимЪ: 5 = р = 4, ЗН8Я сумму и ВЕ, равную 


44 вершк.; и ихъ отношеше, мы вычисляемь ВЛ и ВЕ: 1) 7--4=11, 2) 4:11=4. 
3) Вр=4.1=28 вер., 4) ВЕ=4.4=16 вер. | 
270. Вь тралеши АВСГ (тд ВС и АШ основашя) проведена длагональ 


_ АС; улы АВС`и АСР равны. Требуется вычислить длагональ АС, если ВС = 


— 12 савт., а АД=81 салт. - : 
Решене. Длагональ АС дВлить трапецию на два подобныхь треугольника 

АВС и АСЬ; они подобны потому, что ДАВС=ХАСР (по условшю), а 

/ ВСА=И САО, какъ внутренне накресть лежащие при параллельныхь АР 


;. | АС 
_ и ВС и сфкущей АС. Изъ подобя этихъ треугольниковъ мы выводимз: ва = 


= ха; Подставивъ численныя значешя, мы получаемъ: АС* = ВО.АШ = 12.21 
или АС = 11257 = 2.9 = 18 сантим. 

| 2171. Данъ параллелограммь АВС (черт. 9); М- 
точка на продолженши стороны АВ, №—точка пересЪче- 
шя *) ОМ и АС. Вычислить ВМ, если извЪетно, что 
АВ=8 ант. и АМ: МО=3:1. 

Разшене. Треугольники АММ 

и СМО подобны, такъ какъ Х 
- АММ= ХСМО (какъ вертикаль- 
ные) и ХОСМ=иМАМ (какъ. 
внутренне накресть лежашие при 
парал. АР и БС и сБкущей АС). 
Изъ подобля треугольниковь вы- 

‚АМ _ АМ 
ВоДИМЪ: ст = мо; замЪтивъ, 
что Ср= АВ, какъ противопо- 
Черт. 8. ложныя стороны параллелограмма, 





————д 


-*) У себя въ тетради при р$шевйи этой задачи поставьте. эту букву М. 
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а. Е - АМ > 3 АВ.3 _ 
и ус = т; МЫ можемь чаписать: лу — 7, откуда И = 3.8= 


—74 сант., а ВМ=24 6.—8 6.=16 Сант. 


272. Стороны одного четыреугольника равны 10 сант., 15 сант., 20 сант. 
и 20 сант.; въ подобномъь ему четыреугольникВ сумма наибольшей и наименьшей 
сторонъ равна 28 сант. Вычислить стороны второго четыреугольника. 

Ришене. Периметры подобныхь многоугольниковь или суммы двухъ сто- 
ронъ (наибольшей и наименьшей, какъ въ дачномъ случа) относятся, какъ сходств. 
ро откуда, т черезъ а наибольшую сторону о четыреутоль- 


ника, мы имъемъ: > откуда =— _ сант.; 1а- 
5 = О о ь ты а 
15 
кимЪ же образомь опредЗлимъ остальныя три ре В =; 6 = = 
4. 20 — РИ о Е 
= Та «ана О — в = 16 сант.; 3) ю = == = 8 сант. 


213. Вычислить гипотенузу, если одинъ изъ катетовь=6 сант., а приле- 
жалий къ нему отр®зокъ гипотенузы, получаемый Оть ДЪ- 
ления гипотенузы на два отрфзка высотой, опущенной изъ 
вершины угла, =3,6 сант. 

Ришене. СР — калеть прямоугольнаго треугольника 
ОВОС (черт. 10), но такъ какъ, согласно теоремы Пивагора, 
квадрать гипотенузы равенъ суммЪ квадратовъ катетовъ или 
квадрать катета равенъ квадрату гипотенузы безъ квадрата 
другого калета, то мы имЪемъ: С*= ВС*—ВП?*= 6*—3.6*= 
—=36—12,96=33,04, т.е. Од= 33,04 = 4,8 сант. Высота _ 
СШ, опущенная изъ вершины прямого угла на гипотенузу 
АВ прямоугольнаго треугольника АВС, есть средняя про- 





а. порщональная между отр%зками гипотенузы ВО и АЛ, от- 
2 
куда: Ср АР.ВЬ: 4,82 — 3.6. АР; АБ = 4 оаил. 


слфловат. АВ = ВО -- АР = 5,6 с. -- 6,4 с. = 10 савт. 


214. Катеты относятся какъ 3:7, а высота, проведенная на гипотенузу, 
равна 4 вершкамъ. Вычислить отрЪзки гипотенузы. 


Рюшеше. Мы знаемъ, что прилежапие отрЪзки гипотенузы относятся, какь 


3 
квадраты катетовь; отношение катетовь намь извфетно: оно равно =, сльдоват., 


3 \2 
отношене квадратовъ катетовъ или отношене отрзковъ гипотенузы равно (=) = 


9 
= 35. Т.-6. если одинъ изъ отрзковь мы раздълимь на 9 равныхь частей, то 


такихь частей во второмь отрззкЪ окажется 49. Обозначивъь черезь х каждую 
изъ равныхъ частей, на которыя мы раздзлили отрфзки тгипотенузы, будемъ 
имВть первый отрЬзокъ= —=9х, а второй==49; такъ какъ высота й=42 в.— средняя 
пропорщональная между отрзками гипотенузы, то 42*=9%. 49% или 9.492 = 
| 428 42 
42? откуда =? = 945 ШИ 2 = У од = 57 
отр$зокъ=2.9=18 в., & второй=2.49=98 в. 
_ 215. Отр%зка НОеНИЗЫ, получаемые оть проведетя высоты на, гипотенузу, 

относятся, какь 4:9, а высота=18 сант. Вычислить гипотенузу. Отв. 39 сант. 

Указание. При рЬшени этой задачи руководствуйтесь объяснентемъ рьшентя 
предыдущей. 

276. Катеть прямоугольнаго треугольника равенъ 6 сантим.; отрЪзки ги- 
о получаемые при проведеши высоты на гипотенузу, относятся, какъ 

: 3. Опредълить гипотенузу. 

Рлишене. Обозначивъ второй катеть черезъ би замЪтивь, что квадраты ка- 

- тетовъ относятся, какъ прилежащие отрфзки гипотенузы, а отношене послёднихь 


1 6? 1 62 
въ данномъ вамъ случаЪ равно >, мы иИмЗемь: = 5 ИЛИ 5 = 3. откуда 


—8 вер.; слФдовательно, первый 
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= 36. 3 = 103 с.; слБдовательно, с? (черезъ с мы обозначаемъ гипотенузу) = 
= 36 + 108 = 144 или в = /144 = 12 сан. | 
277. Ватеты треугольника суть 4 вант. и 3 сант. Опредзлить длины отрЪз- 


ковъ гипотенузы, полученные при проведени лини, дфляшей прямой уголь по- 
поламъ. | 


Рене. Обозначимь искомые отрззки черезь и у, тогда имфемъ: а 


о тех | 
_= я (биссектриса дБлить противоположную сторону на отрёзки, пропорцональ- 
ные двумъ другимъ сторонамъ). Изъ свойствь пропорщи мы знаемъ, что сумма 


предыдущаго и послфдующаго перваго отношеня такь относится къ своему по- 
слЪдующему, какь сумма предыдущаго и послфдукщилго второго отношентя отно- 


х = 
_ сится къ своему послздующему, т.-е. и = т. -.- (1); нох-Ну, какъ сумма 
отрЪзковъ, составляють гипотенузу и равны корню квадратному изъ суммы квадра- 


товъ катетовъ, т.-е. 2 у = У 9-16 = 5 сапт.; слфдоват., въ равенствв (1) 
мы вмЪето 5 -- у можемъ поставить равнозначущее выражене 5 сант., откуда 
аа 90 6 6 

т == а. или у == =. сант. Такь какь 2--у=5 сант. и у=2- сант., 





9 
1 
то = салт. 


278. Данъ треугольникь АВС (черт. 11), сто- 
роны котораго измЗрены одной единицей и равны 
_АВ-—8, ВС-—10 и АС-—12. Сторона АС служить лла- 
метромъ полуокружности, пересвкающей стороны АВ 
и БС въ точкахъь Ди Ё. Вычислить длину внутрен- 
нихъ отрфзковь АД и СЕ. 

Рюшенще. Проведемь вспомотательныя прямыя 
АЕ и СЛ. Углы АШС и АЕС прямые, какъ впи- 
санные, опирающиеся на дламетръ, и вспомогательныя 
прямыя АЁ и СП, слБдовательно, перпендикулярны 
соотв тственно кь АБ и ВС и служать высотами. Черт. 11. 
Замзтивъ, 910 стороны АВ и ВОС пежать противь 
одтрыхъ угловъь С и А, напишемъ слёдующ я два равенства: 


ВС? = АС? + АВ? — 2 АВ. АБ АВ? = АС? В0*—2 В(. ЕС 
2 АВ. АО = АС? +- АВ? — ВС? 2 ВС. ЕС = А(? +- В(*— АВ? 

















сы А 0? -- АВ? — ВС? _ 4 0?-- В 0? — АВ? 
АР = 2АВ | Не. Ва 
128-182 — 10? 122 - 10° — 8? 
- АВ— = ЕС = ге 
| А 04 Е . __ 144 10—64 _ 180 о 
т 16 ети у = 20 т. ВОт 


Примчане. Какъ узнать, взрно ли наше предположеше, что стороны АВ 
и ВС лежать противъ острыхъ угяовъ, или какъ убЪздиться, что данный тре- 
угольникъ остроугольный? —Треугольникъ будеть остроугольнымь, если квадратъ 
любой изъ его сторонъ меньше суммы квадратовъ двухъ другихъ сторопь; въ 
дазномь треугольник мы имзЪемъ: 


АВ? < ВС? АС? или 64 < 100 + 144, 
В(? < Аб? -- АВ? или 100 < 144 + 
АС? < ВС? -- АВ? или 144 <100 + 64. 


Слфдовательно, всв три угла острые. | 

279. Кь окружности, радусь которой равень 44 дюйм., проведены двз 
касательныя изъ одной точки, удаленной оть центра на 125 дюйм. Опредьлить 
разстояте между точками касатя. 

Руишеше. Изъ точки С проведены двЪ касательныя С.А и СБ’ (черт. 12) 
_ КБ окружности О, ращусь которой извстенъ. Соединивъ О съ точками А и В 


р: 


радлусами 0.4 и ОВ, получимь четыреугольникь ОАСВ; вокругь послфдняго 
можно описать окружность, ибо противоположные углы А и В прямые и соста- 
вляють въ сумм, слЬдовательно, 24 (прямые они потому, 
Что составлены касательными и радусами, проведенными 
ВЪ точку касаная). Изелфдовавь четыреугольникь 0.АСВ. 
и замвтивь, что около него можно описать окружность, 
мы воспользуемся для рьшевя поставленнаго въ услови 
задачи вопроса теоремой Птоломея (1634), по которой 
произведене д1агоналей вписаннаго четыреугольника равно 
сумм произведешй противоположныхь сторонъ. 

Стороны АО и ОВ четыреугольника ОАСВ намъ 
извъетны, такъ какъ онЪ одновременно—радтусы окруж- 
ности (). Вычислимь третью сторону четыреугольника— 

‚ АС. Изъ прямоугольнаго треугольника 0.АС мы выводимъ: 


Черт. 12. АС = 002—107; подетавивь вмфсто АО численное зна- 
ченте радлуса и замЗтивъ, что 0С — разстояше точки, изъ 
которой проведены касательныя къ окружности, оть центра, 

будемъ имвть: 4С = ]/ 1252 — 44* = /15695 — 1936 = 13689 = 117 д; 
В(= АС, какъ касательныя, проведенныя къ окружности изь одной точки; 0бо-. 
значивь вторую дагональ четыреугольника (разстояше между точками касания). 
черезъь 2, можемъ написать, согласно теоремы Птоломея: х. 0С = АС. ОВ-+ 
-- ВС. 40, 0 АС. ОВ = ВС.. 40, слёдоват., #; 00=3 АО. ОВ; «= 
_ 2 АС. ОВ 2.11.44 68 
О 
280. Изь точки, лежащей вн круга, черезь центрь послЪдняго проведена 
сфкущая, внзшай отр$зокь которой равенъ 31/5 д.; изъ той же внфшиней точки 
проведена къ кругу касательная, равная 8 дюйм. Вычислить длину радтуса круга. 
. Рошен. Произведеше сЪкущей на ея внфшай отр®зокъ есть величина 
постоянная, и эта постоянная величина равна квадрату касательной; обозначивъ 
2 
сЪкущую черезь 1, мы имфемь: 1. 3/5 = 82 или 4 =. г —. —20 дюйм. 
Вычисливь сЪкущую, не трудно опредълить ея внутреннюю часть, или д1аметрь 
круга, ивычтая изъ всей сВкущей ея внъшей отрЪзокъ: 20 д. — 31/5 д. = 164/5 д; 
если 16 “/5д. — маметр., то радусь круга 16/5 д. : 2 == 82/5 д. = 8,4 д. 


С 








Я о и. 


Глава ХУПЕ. 
Приложене алгебры къ геометрии. 


$ 169а. Сущность алгебраическаго метода въ гвометрти. Чистый гео- 
уетрическай способъ рашенля теометрическихь задачъ, т. е. Иостроене искомыхе 
величинЪ” (ли, поверхностей и тБлъ) по извзетнымь даннымъ, въ большин- 
_ тв случаевь, съ трудомъ примбняется, а часто, велфдотвие сложности вопроса. 
даже невыполнимь: рёшающий долженъь быть одарень большой находчивостью, 
чтобы “легко усмотрЪть связь между данными величинами и искомыми и нз 0с- 
новаши этой связи найти способъ для выполнемя требуемаго задачею по- 
етроевшя. | 

КромВ того, такой способъ шения геометрическихь задачь не даеть’ 


Намъ возможности изелю0овать эти задачи, т. в. опредзлить зависимость иско-._ 


мыхьъ величинъ оть данныхь и найти‘ условя возможности или. невозможности 
рзшеня даннаго вопроса. 

Алгебра даетв намъ. превосходное и весьма удобное. средство для Веня 
геометрических задачь путемъ анализа: получаемый отв$ть можеть быть 0606- 
щенъ, а потому и изслфдовань: притомъ такой. способЪ рфшеня даже весьма 
ложныхь задачь доступень каждому болВе или "мензе знакомому съ ‘началами 
алгебры и геометрии: наконецъ, достаточно одного внимательнаго взгляда на 
‘окончательную формулу, служащую для предфленя | величины, чтобы НАЙТИ 
‘©пособъ геометрическаго построеня послёдней. 

Такъ какъ алгебраическая дЪйствя производятся надъ ВВМ, предста- 
вляющими 6060й числа, то для возможности рёшеня алгебраическихъ вопросовъ 
помощью алгебры мы должны вов протяжевня (лини, ‘поверхности и объемы) 
выразить предварительно числами, или для общности, буквами, & затВмь уже 
ввести ихъ въ алгебраическое вычисление; для выраженя же протяжешй чи- 
слами, мы ихъ должны изифрить, т. е. найти ихъ отношеня къ другимъ протя- 
жешямъ, однороднымь съ первыми, принятыми за единицы мзры. 

$ 170а. ДЪлеме прямой въ среднемъ и крайнемъ отношенти. 
Чтобы выяснить, въ чемь именно соетоить премь рьшешя геометрических 
` вопросовъ помощью алгебры, рёшимъ слёдующую задачу. 

Данную прямую АВ=а таздьлить в среднемь и крайнем отношени. 

Раздьлить величину въ среднемь и крайнемь отношён!и— значить раздвлить 
8 На такя двф части, чтобы большая изъ нихъ была среднею пропорлиональною 
между всею величиною и ея меньшею частью. ^ 

Задача будеть рёшена, если найдемъ одну изь частей на которыя тре- 
буется раздьлить данную прямую. Будемь находить большую, т ©. 1 986Ъ, 
которая должна служить среднею пропорщональною. Попробуемъ предварительно 
вычислить искомую нами часть, а потомь уже выполнимъ требуемое задачею 
построене. Тогда блаебраически задача ршается слёдующимь образомь. Обозна: 
чимъ` Всю длину данной прямой черезь 4, искомую большую часть через» 2 
вторая часть данной прямой тогда выразится‘ черезь @—2, и согласно требо- 


ы аа задачи мы получим СТБд, пропорции: 


ии (ах), 
Откуда: | 


| . ром Ау ЗЫ ` А ТТ `* Зв, ^- . м’ соя . ее, х*`ь 9 2 =. 2%” О Овал '& 
С = СХ } о МЕ №. 26 с и: УЧ - РА редут СФ не АЛ 7 А А 
5 ‚ Ве Г К ААА ке: а у * УИ 7 та ` $795 п м м. А, ее 3 жк ль ЧА рот! : 5 " 1 
АТ У А ее ко 18 в ; И ‚ А ОЗЕР "ГРА м’: ое — 
НН кА о че. ИН Вт ь $ И К, В» и р т } 
4. я - у к я; ———— че. 4 
чт © ры и жа ‚. № \ Ви в ` НЕ Ре: _ 

№. 1% 4 . у ку . | 


и. аа 
т 22 -- ах—а? = 9 ИВА х 
Рашивъ это квадратное уравнеше, находимь корни его: 


д НУ - И) 


_` Отбросивъ второе рёшене, какъ отрицательное, возьмемь только первое, 
‚ положительное, которое для удобства можно представить въ слздующ. видь: 


а ат а 
[2 А ее 
Е у ( о ) в | т 
Показкемь, что это единственное, найденное  алгебраическимь путемъ, значе- 


ч\- р. а \3 | 2 $ 
‚ ме для г возможно. (-=-) " “< ( -5- + а) ибо вторая часть неравенства 





а. \* * Е та \з 
нь (=) оо. в в, ощум (=) -- 9? <= отнявъ оть обфихь ча. 
стей послВдняго неравенства по ты мы этимь не нарутщимъь его и будемь имВть, 


и а 2 _ а | 
что у (=) Е 4? —=<> а — 5) или, взявь вь первой части. неравен- 


ства равнозначащее `значенте 2, Получимъ: 4 < @; отсюда мы ВИДИМЪ, что 
_ найденное нами значене для 2 возможно, ибо оно меньше а, какъ часть мень-_ 
ше плато. | 


Сльдовательно, задача имфеть одно возможное ршеше. Теперь, когда МЫ. 
помощью алгебры, вычислили значене 51 въ зависимости оть данной величи-. 
НЫ 4, и, изолВдовавъ найденное значение, нашли его возможнымь, мы приету- 
паемъ къ геометрической, непосредственной части нашей задачи, къ построению 
геомстрическимь путемъ найденной формулы. Присмотримся къ формулв, выража- 
ющей значене х. Разсматривая отдфльно часть этой формулы, именно выражене 
и) --@, мы замъчаемь, что оно представляеть с0бою длину гипотенузы 
Такого прямоугольнаго треугольника, у котораго одинъ катеть равенъ @, а 
_ другой— -. Вз самомъ дЬлВ, если возьмем такой треугольникь, то квадрать 
гипотенузы въ немъ (теорема Пиеагора) равенъ сумм квадратовь катетовъ, т.е. 


з | 
(5). -- 4, или гипотенуза == у (=) 22. Построивъ такой треугольникъ. 
мы найдемъ прямую, выражаемую формулой у (=) -- 42. Вычтя изъ гипоте- 


`нузы полученнаго прямоугольнаго треугольника = ‚ МЫ ПОЛУЧИМЬ ИСКОМУЮ ДЛИ- 
ну <. ЗатБмъ, нанеся эту длину на данную прямую, мы двлимъ послёднюю въ. 
среднемъ и крайнемъ отношеши. 2 | 
Такимъ образомъ, построенте найденной фор _ 

мулы выполняется слвдующимь образомъ: ты 
Джлимъ данную прямую АВ (черт. 263) по- | ` 
_поламъ, изъ В возставляемь перпендикулярь В0= 
половин АВ. Соединивь А съ С, мы будемъ имЪть 
° прямоугольный треугольник, у котораго- гипоте- 


,, 2, | 
- НУЗ8 = (-5-); -- 0. Изь точки. С, КаКЪ ИЗЪ 


’ центра, раллтусомъ СВ, равн. ?/, АВ, мы описываемъ 
окружность, пересзкающую АС’ въ 10чкз Д, и по- 


Ия | - 2 - 
_ пучаемь АД = И ( >) ие аа——. Описавъ изъ А, и 
_какъ изъ центра, дугу радусомь АЛ, пересвкаю- 





| Черт. ре 
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щую АВ, мы оудемъ бт точку т Въ виторой прявал АВ плите в ъ сре И 


немъ и Крайнем отношенти. Ух 
$ 171а. Ивъ рёшенля предыдущей задачи ВИДНО. Что. ватебраическуй методъ 
даете намъ возможность орентироваться въ отношешяхъь данных задачи къ. 


_ шкомым. Выразивь эти отношеня въ вилф уравнешя или формулы, опредз- 


ляющей эти связи, мы изслюдуемь получивиияся формулы, т. ®. опредфляемь, с0- 
отВЪТСтвують ЛИ он возможнымь построевямъ и сколько построешй возможно, 
Затвиъ. втрошие- формулы, т. в. находимъ построенемь такую линю или по- 
верхность, которой численная величина ‘выражается этой формулой. - С 
`Нокажемъ, какъ можно посредствомь циркуля и линейки построить” н?- 
которыя простьйпия. алгебраическя формулы, выражающея соотношеня геоме- 
трическихь величинъ. 
”  Условимея обозначать черезъ а, В, с, 4... _ данныя аа & черезь 1, У, 


2.. величины неизвЪстныхъ (искомыхъ). 


- 6 173. Ршен!е` простЪйшихъ задачъ: Возьмемь а г 


5 ВЬ 910й формул — четвертая пропорнтональная къ тремъ даннымъ величинамъ с, 
а и. ДЪйствительно. изъ данной формулы выводимь: сх = а6, откуда, согласно 
свойству пропорции, что произведене крайнихь равно ри среднихъ, 


‚ ИМЪемъ: 


с:а=щ0: т. 


СлЪдовательно, х найдется способомъ, указаннымь нами для построеня 
четвертой пропорциональной. 

$ 173а. Третьею пропорлйональною къ двумъ даннымъ прямымь 6 и а н3- 
зывается четвертый членъ пропорщи, въ которой три первые члена суть 6, аи 
ау т. е. такая прямая х, которая о пропорции: 6:а=а:х 


и виражается формулой х = Очевидно, что ‘построеше третьей про 


порцюнальной къ дДвумЪ а. есть только частный м построеня 
четвертой пропорщональной къ тремъ прямымъ. 
а. 6. с. а... 
8 1748. Построить = ки ива, бе. ‘Ч. С д... Ланныя 
прямня, при этомъ число множителей числителя на _ единицу м числа мно- 
ме знаменателя. 
‚ На основани предыдущей: задачи (построене четвертой пропорцональной * 


_КЪ т ремъ даннымь прямымь) можно построить прямую <, соотношене которой 


съ данными прямыми а, В и се выражается пропорщей: 
с:а=б: т, 


откуда 
@ 


(99 
Нетрудно обобщить этоть случай построеня“х. 


= 





| а... 
Для построейя 5 = = разобъемь дробь на множителей Так: 
| Я Е 
== е мы Ах 9 хосе 


Положимъ, что ее Тогда у найдемь, какъ четвертую "прапораоаан 

ную къ в, @и Ь. Найдя у, а ИМЬтЬ: ак | : 
а са 
==9. г. 9" а де т. 9. я 

Подобно’ этому найдемъ четвертую `пропоршональную К прямым у, в 

И Ш обозначивь ее о 2, получимь: 
С 
2 — ит з 


24 
откуда = ——* 


Е 


^ Поотутая такимъ Ориь МЫ получаемъ Для х дробное выражене, со- 


_ держащее въ числителВ только два множителя, въ знаменателв же одинъ, а 
‚ Потому х можно построить, какъ И пропорщональную къ тремъ даннымъ 


} прямымь. 


$ 


ГЛАВА ХУШ. 
Правильные многоугольник, 


[75а. ОпредЪлен!я. Правильной ломанной линей мы называемъ такую 
ломанную лин, отрЪзки которой равны и составляють равные 


‘углы, при чемъ изъ каждыхь трехь послЪдовательныхъ отрЪзковъ 
первый и трешй расположены по одну сторону оть второго. Первые два 


признака, которыми геометр1я опредзляеть правильныя ломанныя 





Фиг. 1. Черт. 264. ‚ Фиг. 2. 


лини, ясны учащимся. Пояснимъ на примфрныхъ чертежахъ (фиг. 1 
и 2 черт. 264) и трети признакъ. Ломанная лия АВСПЕЕ (фиг. 1)— 
правильная, такъ какъ она удовлетворяеть воЪмъ тремъ предъ- 
явленнымъ кь ней со стороны геометрическаго опредЪлевя требо- 
ванямъ: а) отрЪзки ея АБ, ВС, СГ... равны между собою, Ъ) углы 
В, С, О, Е также взаимно равны и с) если взять три’ послЪдовал. 
отрЗзка АВ, ВС и СО, то первый и третй отрЪзокъ, АВ и ОП, 
расположены въ одну сторону оть ВО, т. е. они направляются внизъ; 
то же самое мы будемъ имЪть, если возьмемъ послЗдовательные 
отрззки ВС, СР и ПЕ. А вторая ломанная 4161001 Е1Е1 (фиг. 2), 
удовлетворяя первымъ двумь признакамъ (равные углы и отр3Ъзки), 
не имЪеть послЪдняго: отрззки 41В' и (11! отходять въ разныя 
стороны оть отрЪзка ВС". 

Поавильнымь многоугольникомь мы называемъ многоугольникъ, огра- 
ниченный правильной ломанной лишей, т. е. такой многоуголь- 
никъ, всЪ стороны и вс углы котораго равны между собою. Пра- 
вильными многоугольниками, наприм., будуть капорате, равностороннай 
треугольник и друше. 

176а. Теорема. Ёсли окружность разделена на т равныть частей и пфо- 
ведены торды, соебиняющия точки дьлетя, и косательныя ко окружности в 
этихь ‘точкать 00 ить взаимнаго пересьченя, то: 

1°. Образовавшейся вписанный многоугольникь есть иногоугольникь правильный. 

20. Образовавилйся описанный инозоугольнике есть Ноно правильный. 


_ „Гимназя на дому“, в. 19. 10 


146 _ 
Окружность раздфлена на ® равныхъ частей, такъ, что — АВ = 
= ВС =... (черт. 265). Подъ и можно подразумЪ вать произвольное 
число, но ббльшее 2-хь. Проводимъ хорды _ 
АВ, ВС, СП... и касательныя @Н, НК, КМ... 
Докажемъ сначала первую часть тео- 
ремы, что вписанный многоугольникъь 
АВСЛЕЕ правильный. 
Стороны вписаннаго многоугольника 
АВСРЕЕ равны между собою, какъ хорды, 
стягиваюпия равныя дуги. Углы же его 
равны, какъ углы, вписанные въ равные 
сегменты, ибо всяый изъ нихь вписанъ въ 
`° Черт. 265. сегменть, соотвтетвуюций двумъ послз- 
‚ довательнымъ дзлешямь окружности. 
ИмЪя равныя стороны и равные углы, образовавиийея вписан- 
ный многоугольникъ, очевидно, будеть. правильнымъ. | 
Теперь докажемъ, что и второй многоугольникь @НКММГ 
(черт. 265), образованный касательными, есть также правильный. 
Треугольники АСВ, ВНС... суть треугольники равнобедренные 
и равные; ибо углы при точкахъ А, В, С... равны, такъ какъ каждый 
изъ нихь, будучи образованъ касательною и хордою, изм$ряется 


половиною я-ой части окружности, и, кромЪ того, стороны АВ, ВС... 
равны, какъ хорды равныхъ дугъ. Треугольники эти дають: 


а=иИНЫ=дДК=ИМ.. и 
ЯН =НК = КМ... 





Итакъ, вс углы многоугольника @НКММГ равны между оо- 
бою, и всЪ стороны’ его также равны между собою; слБдов ательно 
онъ правильный многоугольникъ. 

177а. ЗамБчанв. Вышеизложенная теорема показываетъ, что в 
данную окружноеть можно икать, цли же оком нея описать правильный 
многоугольник» даннаго числа ` сторон. 

Если хотять имфть совместно % впанный и отеанный правильные 

| _ иногбугольниюи одинаковаго числа сторонъ, то 
__  поступають такимъ образомъ: дВлять окруж- 
ность наи (1>2) равныхь частей и, соеди- 
няя точки дЪленя хордами, вписывають мно- 
гоугольникь (черт. 266) АВОДЕЕ; опускаемъ 
изъ центра окружности 0 перпендикуляры на 
стороны вписаннаго многоугольника и про- 
должаемъ эти перпендикуляры до ветрЪчи съ 
окружностью въ точкахь М, М, Р... 

Эти точки, дзля равныя дуги АВ, ВС. 
СУ... на равныя части, раздфлять, очевидно, и окружность на и 
равныхь частей. Проведя касательныя къ окружности въ этихъ 
точкахь, опишемъ, на основаши предыдущей теоремы, правильный 
многоугольникъ объ и" сторонахъ. Легко доказать, что при о 
ромъ построеши: 


` 
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19, Стороны отиганнаго иногоугольника параллельны соотвтутетвеннымь сто- 
фонамз виканнаго многоугольника. 

20, Вершина опиканнаго И соответствующая еф вершина 
вдисаннаго $ центрь окружности лежать на одной прямой. 

И вь самомъ дзлВ, то 

19, Стороны ВС и В! параллельны, ибо онЪ перпендикулярны 
къ одной и той же прямой ОМ, а два а къ одной 
прямой параллельны. 

20. Касательныя МВ! и В№М должны аа на а 

трис№ угла МОМ. | 

78а. Теорема. слу дань правильный иногоугольниь 06% п сторонать, то 

16. около него момено отикать окружность, 

‚ 20. в него можно вткать окружность. 

Докажемъ сначала первую часть теоремы. Победы. окруж- 
ность черезъ какмя-нибудь три сосзде!я вершины 4, Ви С (черт. 267) 
правильнаго многоугольника АВОГЕЕ. 
Докажемъ, что окружность пройдеть че- 
резъ четвертую вершину О. Для дока- 
зательства опускаемъ изъ центра 0 пер- 
пендикуляръ ОН на сторону ВС и соеди- 
няемъ 0 съ Аи Ш. Перегнемъ чертежь 
по лини ОН; такъ какъ углы при точкЪ 
Н—прямые, то НВ приметь направлене 
НО и точка В упадеть въ (, ибо ВН = 
НС (дщаметръь, перпендикулярный къ 
хордЪ, или перпендикуляръ, опущенный 
изъ центра на хорду, дВлить ее попо- Черт. 2617. 
ламъ). Такъ какъ уголъ АВН равенъ углу 
НОР по условшо (какъ углы правильнаго многоугольника) и сторона 
ВА равна СФ (стороны прав. многоугольника), то она, ВА, приметь на- 
правлеше СГ, и точка А упадетъ въ 0. Отсюда слЗдуеть, что Ор 
равна радлусу 04, и разсматриваемая окружность проходитъ черезъ 
точку 0. Подобнымъ же образомъ можно доказать, что окружность 
пройдеть черезъ остальныя вершины ЕЁ, РГ... Для этого достаточно 
опустить перпендикуляръ изъ 0 на хорду СЛ, потомъ на ДЕ ит. д. 
перегнуть чертежъ сначала по перпендикуляру, опущенному на 
СЛ, потомъ по перпендикуляру—на ГЕ ит. д. и повторить т№ же 
разсуждетя, которыя мы употребили, доказывая, что окружность 
пройдеть черезь вершину Р. Доказавъ, что окружность пройдеть 
черезъ в вершины правильнаго многоугольника, мы этимъ са- 
мымъ доказали, что 0010 зравильнаго. многоугольника можно отжать 
окружноеть. 

Теперь докажемъ вторую часть теоремы. Такъ какъ стороны 
вписаннаго многоу—ка АВ, ВС... по доказанному выше, суть рав- 
ныя хорды описаннаго круга, то перпендикуляры, опущенные изъ 
центра 0 на хорды, будуть равны между собою, такъ какъ въ 
одномъ кругЪ или въ равныхъ кругахъ хорды, стягивающя равныя 
_ дуги, одинаково удалены оть центра. Отсюда слЗдуетъ, что если 
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изъ точки 0, какъ центра, радусомъ ОН, опишемъ окружность, то 
каждая изъ сторонъ многоугольника коснется своей срединой этой 


окружности, которая, слВдовательно, и впишется въ данный много- — 


угольникъь, что и требуется доказать. 

179а. Опред$леня. Дентром5 правильнаго многоугольника назы- 
вается обиий центръ 0 окружности вписанной и окружности опи- 
санной. Точка эта, находясь ‘на равномъ разстоявщи отъ веЪхь 
сторонъ и отъ всзхь вершинъ, представляетъ точку ветрЪчи бис- . 
сектрисъ 1) везхь угловь и перпендикуляровъ, возставленныхь ко 
вс®мъ сторонамъ въ ихъ срединахъ. 

Райусомь правильнаго многоугольника называется радусь опи- 
саннаго круга; апбеемою этого многоугольника называется радусъ 
круга вписаннаго. Такъ, наприм., ОВ будеть радусонь правильнаго 
многоугольника АВОРЕЕ (черт. 267), а ОН—его  дтовемой.. 

Угломь 10% центрь, или центральнымь углом правильнаго много- 
угольника называется уголъ, образованный двумя посл дователь- 
ными радусами. Уголь АОВ, наприм., будетъ центральнымь угломъ 
правильнаго многоугольника АВСРЕЕ. Цеипральныть 921085 в5_ иного 
угольниюе столько, сколько стотонь. Вс центральные углы равны, между 
собою, такъ какъ они соотвЪтствуютъ равнымъ дугамъ. Сумма 
всЪхь центральныхь оугловъ, какъ сумма угловъ,  раеполо- 
женныхь вокругь общей вершины 0, равна 44. Если обозначить 
черезъ и число сторонъ ‘правильнаго многоугольника, а слЪдова- 
тельно, и число его центральныхъ угловъ, то каждый изъ цен- 
тральныхъ угловъ будеть равенъ: 





44а __ 360° 
вот 
Такъ, наприм., центральный уголь правильнаго восмиутоль». 
3600 
ника равенъ: -;_ =459. 


[8 0а. и 19. Два правильных Е: одинаковаго числа сто- 
ронё) иногоугольника подобны. 
90. (упороны эти многоугольников относятся, какз ит радбеусы или апо- 
вемы. 
Пусть даны правильные многоугольники АВСРЕЕ и А!В!01)*- 
А а ЕЕ" (черт. 268), обладаю- 
| пцеодинаковымъ числомъ 
сторонъ, т.-6. одноимен- 
ные; О и 0! иха. центры, 
ВО и В*0' ихъ ращусы и 
ОК и ОК! ихь`аповемы. 
Докажемъ сначала 
| что эти многоугольники 
Черт. 268. подобны. 





+) Изь равенства прямоугольныхъ треугольниковъ ОЯВ и ОНВ (черт. 267)- 
(ОБ—общая сторона, Ох = ОН) слЪдуетъ, что. ДОВ = ДОВН, т, е: что’ пря 
мая ОВ, соединяющая центрь сз вершиной какого-нибудь ‘угла правильнаго 
многоугольника, есть биссектфиса этого угла. 


АМ . . . АН Мы = 
; "И д 


_ Углы одного изъ данныхь намъ многоугольниковъ. равны 
_ угламъ другого, ибо величина угла правильнаго многоугольника за- 
| висить только оть числа его сторонъ; число же сторонъ въ обоихъ 
многоугольникахъ, по условю, одинаково; слЗдовательно, каждый 
въ отдЪльности уголъ, какъ перваго многоугольника, такъ и вто- 
180(%—2), 
п 

ГДЪ п означаеть число сторонъ каждаго многоугольника. Стороны 
же многоугольниковъ, очевидно, пропорщюональны, такъ какъ сто- 
роны каждаго многоугольника равны между собой. р слЪъду- 
етъ, что разсматриваемые иногоугольники подобны. 

Теперь докажемъ, что стороны правильныхъ многоугольни- 
ковъ относятся, какъ ихъ радусы или апоевемы, т.-е. требуется до- 
казать что: 


_рого содержить одно и то же число градусовъ, а именно: 


АВ ОВ ОК 


ВОИ АВА — 018: — ОтЕа 

Треугольники ВКО и В:К!0' подобны, ибо они, будучи пря- 
моугольными, обладають равными острыми углами КБО и К*1Б:0% 
представляющими половины равныхъ угловъ АВС и А*Б:С*. Подобе 
этихъ треугольниковъ даеть: г м 

| ВК (9: ок 2ВК ов ок 


кт о: — бк: ИИ Зак: — бб КР 
ав __0В _ ОК. 
° АзВ:— @В1 0:Кт° 

[3 1а. Сл5детые. Периметры зравильныхь одинаковаго числа сторон ино- 
гоугольниковь относятся, как ить рабы или аповемы. 

Изьъ подобя правильныхь многоугольниковь АВСОЕЕ и 
и" (черт. 268) мы можемъ написать: 

АВ ВО Ч 20, ЕЕ 
АРТ В бр: Гм РЁ | 

Изъ алгебры извЪстно, что если имЪемъ рядъ равныхь от- 
ношевй, то сумма предыдущихъ относится къ сумм послЗдую- 
щихъ, какъ какой-нибудь изъ предыдущихь относится къ своему 
послздующему; поэтому: 

АВЕ ВОР ОО ЕАИ. ав ВО. о. 

АЗВа-Е В: 0 С--СЕР-- ЕЕ — в ВС: “`` ОР: ОКЕ 

82а. Задача. Вишсать в5 данный $05 квадрате и определить сторону 
его в зависимости оть радуса: | 

Нроведемъ въ круг} два взаимно. перпендикулярныхъ И 
АР и СВ (черт. 269), тогда окружность раздз- 
лится на 4 равныя части; слЪдовательно, соеди- 
нивъ концы даметровъ, получимъ равныя хор- 
ды АВ, ВО, СР и СА. КромЪ того, углы А, В, С 
и Л, какъ вписанные, опираюццеся на дламетръ, 
будуть прямые. СлЪдовательно, четыреуголь- 
никь АВОШ, имфюпий равные углы и стороны, 
‚ будеть правильный, т.-е. онъ квадратъ. 
Опредзлимъ сторону вписаннаго квадрата 





я Ее Е: 


ВЪ зависимости отъ рад!уса круга. Греугольшиь . 240Б прямоуголь- 
НЫЙ ВЪ О даетъ: ы 


р АВ? — 0.41--О В? \ 7 
но 
ОА=оВ, 
какъ радтусы, слЗдов. 
АВ*=204?, 
откуда 
АВ=0А. уз. 


Условимся всегда обозначать черезъь а численное значен!е 
стороны правильнаго вписаннаго многоугольника объ п сторонахъ, 
ГДВ п=8, 4, 6. 6....., а черезъь В рад1усь круга, тогда и 
денное равенство выразится: 

3@а = а = В у2. 2. 

183а. СлЪдетв!е. Равенство: АВ:=20А* можеть быть преобразо- 

вано въ слздующую пропорщю: 


ОА ‚: АВ= АВ: 204, 


т,-е. сторона, квадрата, (АВ) есть средняя пропорщюональная меж- 
ду радусомъ (04) и ‘маметромъ (204) разсматриваемаго круга. 
Мы знаемъ, что средняя пропорщональная между двумя прямыми 
можеть быть построена при помощи свойствъ прямой и окруж- 
ности, или, какъь принято говорить, при помощи циркуля и ли- 
нейки. На основани этого говорять: квадрать можеть быть впи- 
санъ во всяюый кругь при помощи циркуля и линейки. Оть ква- 
драта, мы можемъ перейти, при помощи только циркуля и линейки, 
къ правильному вписанному восьмиугольнику, раздзливъ каждую 
изъ дугь АВ, ВР, СР и СА на двз равныя части. Оть восьми- 
угольника перейдемъ подобнымъ` же образомъ къ шестнадцати- 
угольнику, и т. д. Можемъ, слВдовательно, при помощи линейки и 
циркуля, вписывать въ данный кругъь правильный многоугольникъ 
объ 2" сторонахъ, гдз и произволь- 
ное число сторонъ, т.-е. 2з=8-уголь- 
НИКЪ, 2*=16-угольникъ, ое 
НИКЪ И Т. Д. 

184. Задача. Втисать в5 данный круг 
правильный шестинугольникь и опредълить его 
сторону в5 завицности отз радусав. 

_ Предположимъ, что задача р%- 
шена, и положимъ, что АВ (черт. 270) 
есть сторона правильнаго вписаннаго 
шестиугольника. Очевидно, что — АВ 





Черт. 210: 


1 
должна быть „часть окружности и, 


слздов., уголь АОВ, какъ центральный, заключаетъ въ себЪ столько 


градусовъ, сколько ихь имЪеть соотвзтствующая ему дуга АВ, 


т.-е. =: == 60°. Треугольникь АОВ о . такъ какъ’ сто 


. роны его ОА и ОВ равны, какъ радфусы, и, слВдовательно, углы | 
ОАВ и ОВА равны, какъ углы при основанши, 


откуда: СИ 
| ДОАВ + ДОВА == 180°— АОВ 

ИЛИ | 

| ДОАВ -- ДОВА =180° — 60° = 1200, 

откуда: | | 


ДоАВ = ДОВА = 5 = 60°. 
Такимъ образомъ, треугольникъь АОВ будетъ равноугольный, | 

а потому и равностороный (противъ равныхь угловь въ одномъ 

’ треугольник или въ равныхъ лежатъ равныя стороны), т.-е. АВ= 
Значить, сторона правильнаго втжаннаго щестииргольника равна рабу, 

что, согласно принятому нами обозначен!ю, выражается такъ: 

а: = @ = В. 


Изъ сказаннаго видно, что для построешя правильнаго впи- 
саннаго шестиугольника поступають слвдующимъ образомъ: давъ 
циркулю раствореше, равное радусу, откладывають этимъ раство- 
решемъ по окружности, одну за другою, равныя дуги и точки 
дълевя соединяють хордами. | 

185а. Задача. Вишсать в5 данный кругь правмьный треугольник  отре- 
делить его сторону вё зависимости оть радев. 

Вписываемъ въ кругь правильный шестиугольникь АВСРЕЕ 
(черт. 271) и соединяемъ его вершины черезъ | 
одну, тогда получаемъ равностороняй, т.-е. 
правильный треугольникъ АСЕ (стороны АС, 
СЕ и АЕ между собою равны, какъ хорды, 
стягиваюция равныя дуги, а углы 4, Си Е— 
какъ вписанные углы, опираюцйеся на рав- 
ныя дуги). 

Чтобы опредЪлить сторону АС (а), про- 
ведемъь даметрь АД. Треугольникь АСР 
прямоугольный при вершинЪ С, такъ какъ 
ДС вписанный и измЪряется полуокружностью. Поэтому АС = 


=/ А408—0С*, но АР=2в и РС=В, какъ сторона правильнаго 
вписаннаго шестиугольника, значить: 


аз = И 40: — 00: =У Е}: — Е: = 4 — № = ЗЕ — ВУЗ. 
86а. Слдетвия. 1°. ДЪлимъ окружность на 6 равныхь частей 
и затвмъ соединяемъ по двв Части въ одну, тогда получимъ пра- 
вильный вписанный треугольнихь АСЕ (черт. 272). Проводимъ 
касательныя въ точкахъ Б, Ди Е и образуемъ правильный 0%4- 
санный треугольникъ 41С'Ё1, стороны котораго будутъ параллельны 
сторонамъ вписаннаго треугольника. | 
Присматриваясь къ фигур АВОО, замЪчаемъ, что она пред- 
ставляеть ромбъ. Въ ромбЪ, какь и во всякомъ параллелограмм$ 





р 
Черт. 271. 


Е и 1 
‚ Дагонали дзлятся пополамъ, слЪдовательно ОМ= $ ОВ, т.-е. авг 


> 


на’ вписаннаго правильн. треугольника, равна половине раббуса. ЗамЪтимъ, что 
рад1усъ ОВ является апоеемой описаннаго треугольника 4:01Е1. 


Стороны подобныхъ треугольниковъ или многоугольниковъ, 


| | г АЗ ОВ 
мы знаемъ, относятся какь ихъ аповемы, слЗдов., с=оу, Но 


ОМ, какъ извЪстно изъ вышеизложеннаго, равна !» ОВ; значить, 
АС" 
АС | 
боле стороны правильнаго вписаннаго треугольника. 

20. Равенство а, = ВУЗ = 382, или, что ‘то же самое а2. =. 
=38?, можеть быть преобразовано въ пропорцшо В: а. = в :38,. 
показывающую, что сторона правильнаго вписаннаго треугольника, 
будучи среднею пропорщональною между В и 38, можеть быть 


—2, т.-е. сторона описаннаго правильнаго треугольника 8 08а раза 


©. 





Е 
Черт. 272: 


построена при помощи циркуля и линейки. Вписавъ треугольникь 
легко переходимъ къ шестиугольнику, который, впрочемъ, можеть 
быть вписань проще, ибо его сторона-ращусъ. Оть шестиугольника 
переходимь къ двЗнадцатиугольнику, оть двзнадцатиугольника 
къ двадцатичетырехугольнику, и т. д. И вообще, мы можемъ 
пон помощи уилкуля и линейки вписывать правильные многоугольники, 
чиело сторонъ которыхь заключено въ формулЪ: 3.2", гдВ и пред- 
ставляеть произвольное цзлое число. 

187а. Задача. Вищжать в данный кругь правильный десятиугодьникюь ц 
определить его сторону в5 зависимости отз радуеа. | 

Предположимъ, что задача рЪъшена и АВ (черт. 273) есть сто- 
рона правильнаго десятиугольника. Тогда уголь АОВ будеть равенъ 


6". 'Треугольникъ АОВ равнобедренный (40 = ОБ, какъ рад!- 
усы); слЪдовательно, каждый изъ угловъ А и В содержитъ по 
Ч (180°—86°) = №. 144° == 72. ая 


Раздзлимъ уголь А пополамь биссектрисой АС. Каждый изъ 
720 


_. угловъ, образовавшихся. при точк® А, равенъ == 36°, слздова- 


2 
тельно, треугольникь 4С0О, имЪя два равные угла Аи О при 0с- 
новаши, есть равнобедренный, т.-е: АС=0ОО0. | 
Треугольникъь АВС также равнобедренный, потому что ХВ = 
—=72”, ДСАВ=-36° и Д АСВ, слЗдов., = 180°— (72°--36°) =172°, откуда 
АВ = АС = 00. 
По свойству биссектрисы, дВлящей противоположную сторону 
на двЪ части, пропорцюнальныя двумъ другимъ сторонамъ, можемъ 


написать: . 
АО: АВ= ОС: ВС 


Но АО мы а равной ей, какъ ращуеъ, ОБ, а АВ— 
равной ей прямой ОС (АВ = АС = 0С) и получаемъ: 
| ОВ: 06 = ОС: БС, 

т. е. радлусъ ОВ раздзленъ въ точкз С въ среднемъ и крайнемъ 
отношен, при чемъ ОС есть большая 
часть. Но ОС равна сторон вписан- 
наго правильнаго  десятиугольника 
АВ; слЪдовательно: сторона правильнаго 
втиканнаго деятицуольника равна большей 
части радикса, разбеленнаго  в5 среднем и 
крайнень отношенли. 

Узнавъ вышеприведенное важное 
свойство правильнаго вписаннаго де- 
сятиугольника, мы можемъ легко —- 
птить задачу. 

Дзлимъ радусъ круга въ сред- Черт. 273. 
немъ и крайнемъ отношени; затЗмЪъ, 
давъ циркулю растворене, равное большей части радуса, разд%- 
леннаго въ среднемъ и крайнемъ отношен1 м, откладываемъ этимъ 
растворешемъ по окружности дуги, одну за другою, и точки дЪзле- 
я соединяемъ хордами. 

Опредълимъ теперь сторону вписаннаго правильнаго десяти: 
угольника въ зависимости оть радуса. 

Обозначимъ ОВ (черт. 273), какъ радлусъ черезь А, ОС, какъ 
равную АВ сторон правильнаго десятиугольника, — а!,, тогда СВ, 
равная ОВОС, выразится черезь В—ао и пропорщя: 


0В:0С =0С:СВ 
приметъ слвдуюций видъ: 
В: @10 = 40: :(В—в) 
откуда, замЪнивъ ао черезъ х имЗемъ:. 
22 + Ваз — В? =0. 
РЬшивъ это квадратное уравнене, имЗемъ: 


пеш =— + (Е 





5 


А а 

Фа = @10 = —-5— (5) + В. 

Отбросивъ второе ръшеше, какъ отрицательное, возьмемъ только 
первое положительное, которое удобнЪе представить такъ: 


ь-У + — т. еы 
ву в -)-. 


188а. ЗамЪчан!я. 1° Чтобы вписать въ данный кругь правиль- 
ный пятиугольникъ, дфлять окружность на 10 равныхь частей, 
какъь указано выше при вписыван!и правильнаго десятиугольника 
вЪ кругъ, и точки дВленя соединяють черезъ одну хордами. 

2. Предыдупйя разсуждетя показываютъ, что правильные 
пятиугольникъ и десятиугольникъ могуть быть вписаны въ окруж- 
ность при помощи циркуля и линейки. о 

Оть десятиугольника мы переходимъ къ правиль- 
ному двадцатиугольнику, оть котораго переходимъ къ правильному 
сорокаугольнику, и такъ далЪе, раздЪляя каждый разъ пополамъ 
дуги, стягиваемыя сторонами предшествующаго многоугольника. 

Заключаемъ отсюда, что, при помощи циркуля и линейки, можно 
вписывать правильные многоугольники, число сторонъ которыхъ 
выражается формулой 5.21, гдЪ п есть произвольное цзлое число. 

[893а. Задача. Викать в данный круг правильный пятнадиатиугольникз 
и определить его отн в зависимости отз радиуса. 


1 
Чтобы найти = = окружности, достаточно изъ = ея вычесть 0. 


Это видно ИЗЪ и 


—  — => = — = — = — = — 


Отложимъ хорду АВ (черт. 274), равную радусу, и АС, равную 
большей части рад!уса, раздъленнаго въ среднемъ и крайнемъ 


отношеши, тогда дуга АВ представить = часть окружности, дуга 
АС' —1 ‚ дуга СВ = = = окружности, & хорда СВ—сто- 
рону правильнаго вписаннаго пятнадцати- 
угольника. 

Теперь опредзлимъ сторону СВ’ (а.,) ВЪ 
зависимости оть радуса круга. 

Соединимъ В съ О, О съ АиС к О, 
оть чего получится чётыреугольникъь АСВ, 
вписанный въ кругь, дагоналями котораго 
будуть АВ ин СП. | 

Присмотрзвшись кь чертежу, мы замз- 
Черт. 274. — ТИМЪ, ЧТО 40=—а1о, СВ=а,, АВ=а,=В.Ад=ЭВ. 





т у ЯР — у 18а. — а*о (такъ какъ СП катетъ треуголь- 
ника АСО, прямоугольнаго въ С) и ВО=а, (такъ какъ хорда ВО стя- 
гиваеть дугу ВО, равную !з окружности). 

Такъ какъ четыреугольникь АСВ вписанный, то къ нему 
`примзнима теорема Птоломея, по которой произведене д1агоналей 
вписаннаго четыреугольника равно сумм ый противо- 
 положныхъ сторонъ, откуда: 

АВ.С)= АО. СВ-АС. Вр. 
те. ый, | ^ 
Р УЕ? ыЕ а = 28. 015 - 449 . 4%. 

Подставимъ на мЪсто д И а, значешя, опредфляюцщия ихь вь о 
зависимости отъ радкуса, описаннаго круга (а = ВУ), 
а а. = ВУ 3) и будемь имЪть: 


в\/ че — | в(у Е. Ва АСУ) нь 


В че г. Е а ВИ р Из. 


т еИСОНЫ еСЯаАЧТ оР ВАО т аАиУ 
ыы ву 4 = ( 1 Уз 
ес Я На — 

2/4 — = (Иё-’—8В0/5-ПУуз_ 
ба С АБ СИ ЗОТОВА ква 


откуда: 


[ИУ в-6-зУзь -УвУз] _ 
_ ВИ ю-+2У5-— Ув +У3]| й 
= [У 10-+2У 5 — У15 + УЗ|. 


190а. Замфчане. Формулы, выведенныя нами въ предыдущихь 
задачахъ для аз, ад, ав, @ю И ав, позволяють вымелить радиуеь описан- 
наго круга 0 данной стороно правильнаго нногоугольника. Такъ, изъ выраже- 
_ ня, а а15, Находимъ: 


4аль 
— Ию У5—Уш-+ уз‘ 


[Э[а. Задача. Зная сторону правильнаго иногоугольника, вписаннаго в5 круг, 
_ опребълить сторону правильнаго, вужаннаго в тоть же кругь иногоугольника, 
обладающаго вдвое большимь числомь сторонз. 

Положимъ, что АБ=а есть сторона правильнаго вписаннаго 
многоугольника, имВющаго п сторонъ, 0 центръ круга (черт. 215) 
_ и В есть рамусъ круга. к 
° ШПроведемъ д!аметрь ОС, перпендикулярный къ АВ и соеди- 
_ ИМЪ А СЪ С. Дуга АВ. дВлится въ точкВ С пополамъ (тмаметръ. 


ДВЕ 

перпендикулярный КЪ хордь, ДЪлитЬ ее и отягиваемую ею дугу. по- 
ны слЪъдовалельно, хорда АС есть сторона правильнаго ВПи- 
саннаго многоугольника, имВющаго 2и сторонъ, 

которую и обозначимъ черезъ аж. 
Соединивъ Л съ А, будемъ имЪть прямо-. 
угольный треугольникъ САО, вь которомъ ка-. 
‚теть АС есть средняя пропорщюнальная между 
даметромъ СО и прилежащимъ къ нему отрЪз- 

_‘комъ СЕ, т. е. | 
28 :40 = АС: Е 





Ъ _ ИЛИ 


Черт. 275. Аб" = — 28 . ОЕ; 


замзнивъ АС черезъ а» и СЕ черезъ В —0Е 
ть 215) получимъ: 


—28 (В — 08). | (0 
Изъ а треугольника АО имЪемъ; 
= И 10: —А®; 
отмзтивъ, что АЙ =— и АО = В, ини 


ОЕ = т и 


Подставивъ найденное нами значене для ОЕ въ равенство (1), 


найдемъ: 
(в ув“ > *), 


аз — г № —^®. 


Полученная нами формула, называется формулой удвоеня число 
сторонъ правильнаго вписаннаго многоугольника. 

Примвры. Положимъ, что АВ представляетъ сторону правиль- 
наго вписаннаго треугольника, при чемь В=6 метр. Требуется вы- 
числить сторону правильнаго вписаннаго шестиугольника въ ме- 
трахъ. Обращаясь къ формул» удвоевшя и принимая во внимаше, 


ЧТО @ = а; = ВУЗ, найдемъ: 
-ИУз-вУИж—я ии. = 


2.6 — 2.6 в — 88 Е 


‚ Уз6 = 6 м. 
Итакъ @в == 6 м., т. е. радтусу, что и требовалось найти. 


ИЛИ 





Вычислимъ сторону вписаннаго двфнадцатиугольника: 
| @1а — У и 28 | В? — т == У — 28 у ее = 
суму р — Изв" = 


ы и: я 


‘ ет бе 2 ее <. Гачь, Оф 
у ЕЕ М = $ 4 . 
= — 1% ом ‹ - вид , 
м «ИАТА ‚>> 2 Ул кА у . 
я , ` ) 5 \ И, ) . | $ 
94 ых “ | ` 
у / = Е ур 2—3 т > - Е 
ч ; |. | в.+ . у а 
м. 
. ^_ 


`192а. Замфчане. Если принять радусь равнымъ единиц, то 
_ формула удвоечя принимаеть аа ВИДЪ: 


Е т | (1) 


Исходя изъ какого нибудь правильнаго многоугольника объ 
п сторонахъ, ‘сторона котораго извЪстна, можемъ, прилагая фор- 
мулу (П), опредВлить посл$довательно стороны и, слфдовательно, 
периметры правильныхъ вписанныхь многоугольниковъ объ и, 4м, 
8и, 16%, 320... сторонахъ. Воть результаты, которые мы получимъ, 
исходя оть квадрата, сторона котораго равна У2 (В=1) и изъ 
шестиугольника, а котораго равна одному, при радусз, рав 
номъ единицз; 


Число сторонъ. Периметры. Число сторонъ. Периметры. 
4 5.65684 6 6,00000 
_8 6,12292 12 6,21164_ 
16 6,24288 _ 24 6,26524 
32 6,27308 48 6,27870 
64 6,28066 96 6,28206 
128 6,28254 192 6,28290 _ 


193а. Задача. До данному радиеу круга и стороне зравильнаго вписаннаго 
иногоугольника вычислить сторону правильнаго отисан- 
н4го одноименииио многоугольника. 

Положимъ, что АБ (черт. 27 в) есть дан- 
ная сторона и В есть радусъ круга. Прове- 
демъ касательную ОСП къ окружности въ точкЪ 
Е, являющейся срединой дуги АБ: продол- 
живъ эту касательную до ея встрЪчи съ про- 
должешями радусовь ОД и ОВ вь точкахь 
Си р, образуемъ искомую сторону С?) ко- 
о торую обозначимъ черезъ 6. 








Подобные треугольники АОВ и 00 Черт. 276. 
дають: 
ср ОЕ 
а (подобные  преурольники относятся, какъ ихъ высоты). 
и что Од=Вь, АВ=а„, ОЕ=Е и ОЕ (по доказанному 
аи” ( 
въ $ 191) = (И 82 —--, имЪемъ: 
@й . В 
АВ.ОЕ о а 
СР = ОЕ ‚ ИЛИ Ь, = т 


Прилиры. Пони. что В=6 иет., при чемъ АВ представляеть 
сторону к которая равна ЕВ у 2 =6 У2. Формула 
ня Е | 
== Г даеть: 5 — а - 12 мет. 


ра 


158” 


Вычислимъ сторону правильнаго описаннаго десятиугольника: = 





ай ОА © р 
ы Бава 6 (И 
а 6-2 У5 _ (3—У5) 6—У5) _5 5-—2У5. 
уве в У ав И 


194а. Замфчан!е. Формула, опредЪзляющая 6», даеть возможность 


вычислить а@„ по даннымъ $, и В. Такъ, изъ выражевя, опредЪ- 
ляющаго 0,, находимъ послЪ соотвЪтствующихь преобразований: 
| 5, В Е 


Повторительные вопросы и отвтъты. 


1) Вь чемъ состоить сущность алгебрамческаго метода рьшеншя. геометриче- | 


скихь задачь? Онъ заключается въ: 1) составлении уравнеия, 2) руощени его, 
3) изсльдованяи полученной формулы и 4) построении ея. 2) Что значить раз- 
дълить прямую в среднем и крайнень отношени? Это значить раздвлить данную 
прямую на таюя дв части, чтобы большая изъ нихъ была среднею пропоршо- 
нальной между всей лишей и меньшей ея частью. 3) Что называется третьей 
проориональной къ двумъ даннымь прямым а и 67 Четвертый членъ пропор- 
щи, въ которой три первые члена суть ©, а иа. 4) Что называется правильной 
доманной линей? Отр8зки и углы которой равны и изъ каждыхь Трехъ посл®дова- 
тельныхь отрёзковъ которой первый и тремй расположены въ одну сторону оть 
второго? 5) то такое правильный многоугольникь? Многоугольникъ, ограниченный 
правильной ломанной линей. 6) Что такое уенирь правильнаго многоугольника? 
Общий центръ ‘окружностей, омисанной около правильнаго многоугольника и впи- 
санной въ него. 7) Что такое рад%усь правильнаго многоугольника? Радусь опи- 
санной около него окружности. 8) Что такое аловема правильнаго многоугольника? 
Радусь вписанной въ него окружности. 9) Что такое центральный уголь прав. 
многоугольника? Уголь, составленный двумя радтусами, проведенными къ концамъ 


какой-нибудь стороны прав. многоугольника. ` 10) Чему онъ равенъ? — : 


11) Какь относятся правильные одноименные многоугольники? Какь ихь сто- 
роны или радлусы или зпоеемы. 12) Чему равна сторона правильнаго шести- 
угольника? Рад1усу описанной около него окружности. 13) Чему равна сторона 
квадрата въ зависимости оть радтуса описанной около него окружности? В У2. 


14) Сторона правильнаго десятиугольника? Е ых 15) Сторона правиль- 


ваго пятнадцатиугольика? = [у 10+2У5— УБ-+-УЗ| ‚16. Какь 


выражается формула удвоен!Я? аи = и 2 2—2 В у № “". 17) Чему 
раввз сторона описаннаго правил. многоугольника, когда извёстенъ радусь и 


Иа 


сторона вписаннаго? 6» =Ув—=. 


Геометртя. 
‚ГЛАВА ХХ 1. 
Вычислен!е длины окружности. 
=195а. Вь предыдущей. тлавЪ мы познакомились со способами 
вычислять стороны правильныхь многоугольниковъ И ихъ пери- 
метры. Теперь намъ предстоить познакомиться съ вычисленемъ 
длины окружности. 

ИзмЪрить длину окружности значить сравнить эту длину“ 
съ какой- нибудь линейной' `мЗрой, принятой за единицу. Но мы 
знаемъ, съ другой стороны, что никакая часть окружности нё сов- 
мЬщается СЪ прямой: Поэтому намъ не удастся выбрать’ никакой 
такой линейной мЪры, какъ бы она ни была мала, которая совм%- 
щалась. -бы съ частью окружности. Между тЪмъ всякому ясно, ‘что 
окружность ‘имЪеть н$которую › длину. Вее изложенное нами” 
Въ ‘предыдущихь выпускахъ не даеть намъ никакого указан1я, какъ_ 
разршить данный вопросъ. Поэтому мы должны прибЪгнуть къ 
новымъ разсуждешямъ, именно познакомиться‘ со 0лособомь 'предьловь. 
Способъ предзловъ разсматривается подробно высшей малематикой: 
мы лишь въ общихь чертахь познакомимся съ этимъ способомъ и.о 
ие основныя ‘свойства его. | 

-[9ба. Опредфлен!я. Всявя величины, въ томъ числ и геоме- ° 
те могутъ имЪть различныя значеня. Такъ, напр., если мы ^ 
говоримъ о хордЪ данной окружности, то мы этимъ еще не опре- 
_дъляемъ точно. ея значеня. Хорда можеть имВть, конечно, въ дан- 
номЪ случаЪ. нЪсколько значен!й въ зависимости отъ ея разстояня 
отъ центра: хорда будеть больше, если ближе къ центру, и по мёръ 
удален1я хорды отъ центра она все боле и боле уменьшается... 
Такимъ образомъ, можно сказать, что хорда данной окружности не. 
есть величина постоянная. Наобороть, такая величина, какъ радусь. 
данной окружности, есть величина для одной ‘и той же окружности 
неизм®нная, постоянная. Такимъ образомъ, въ одномъ и томъ же 
круг хорда есть величина уеременная, а радлусъ величина постоян- 
ная: Возьмемъ другой ‘подобный случай, изъ  котораго также 
выясняется существовае постоянныхь и перемзнныхъ величинъ: 
Такь, если въ окружность вписанъ многоугольникъ, тодлина. 
окружности является. величиной постоянной, длина же периметра.” 
многоугольника есть величина  перемЗнная. Именно эта’ ‘длина за- 
висить оть числа сторонъ: такъ, при В =1, периметръ многоуголь- 
ника при "= 4 равенъ 5,65684, при п=8 равенъ 6,12992. Длина 


} Е 
{ : ах 


Е 90. 
же окружности, очевидно, во воВхь этихь случаяхь одна 1 и та 
же (конечно, только при Е ==1). 
Однако всЪ перемЪнныя величины измЪняются одинаково. 
Такъ, напр., уголъ уменьшаясь можеть сдЪлаться меньше какого 
угодно малаго числа и все-таки можеть все боле и болЪе умень- 
шаться. Въ самомъ дЪлъ, м уголь правильнаго ж. уголь- 


ника равенъ, какъ намъ извфотно, “9 4“ Но при неограниченномъ уве- 


личен!и п, Т.-е. числа сторонъ, онъ можеть сдЪлаться настолько 
малымъ, что намъ трудно будеть его себъ представить, а между 
тъмъ число сторонъ можно еще болЪе увеличить. 

1. Тавя перемнныя величины, которыя измЪняясь становятся 
меньше какого угодно значейя и при дальнзйшемъ измВЗнеши 
остаются меньше этого значен1я, называются переменными величинами, 
стренящимниея къ нулю. 

П. Другя же перемВнныя величины изМВНЯЯСЬ, увеличиваясь 
или уменьшаясь, доходять только до опредФленнаго яредюла. Такъ, 
напр., если къ окружности изъ точки, внВ ея, проведена сЪкущая, 
проходящая черезъ центръ окружности, то, по мЪръ приближешя 
этой точки къ окружности, величина сЪкущей будетъ уменьшаться, 
и въ тоть моменть, когда внъшняя точка будеть почти касаться 
(лежать на) окружности, величина сзкущей будеть зочпи равна 
д1аметру. Такимъ образомъ, гри приближеши внфшней точки къ 
окружности разность между сБкущей и даметромъ становится все 
меньше и меньше— эта, разность стремится къ нулю. Итакъ, даметръ 
окружности есть тоть предфлъ, къ которому стремится сЪкущая, 
проведенная черезъ центръь при неограниченномь уменьшен!и раз- 
стоян1я. между внЪшней точкой и окружностью. . 

° Другой прим%рь. Какь извЪстно, сумма угловъ всякаго много- 
угольника равна 24(п—2), гдЪ п=число сторонъ; отсюда выводимъ, 
что величина каждаго изъ угловъ такого многоугольника равна 


2а(п —2) 2ап — 44 4а 
ИЛИ —— 5 ИЛИ 24— =. 


Теперь допустимъ, что число сторонъ многоугольника (п) не- 
а 


ограниченно увеличивается. Тогда въ формулВ 29 —— дробь — 


будетъ безконечно уменьшаться, такъ на знаменатель ея п—неограни- 
ченно увеличивается. Такъ какъ дробь “© ‚ безконечно ео 


стремится къ нулю, то, слЪдовательно, выражене 24 —— будетъ 


имЪть предЪломъ 24, то-есть по мзрЪ увеличеня числа сторонь 
величина каждаго угла увеличивается (до. 24). 

_ Тавшя перемЪнныя величины называются стренящиниея кз пределу. 
П редлложь же переменной величины: называется такая постоянная величина, кз 
которой перемьнная приближается такз, что разность между ними стренится 
к. нулю. Какъь мы видимъ, однЪ величины стремятся къ предЪлу 
уменьшаяеь (сЪкущая), другя же увечичиваяеь (уголъ многоугольника) 

Ш. Наконецъ, существують перемзнныя величины, которыя 
увеличиваясь становятся больше любого большого даннаго значенИя; 


< 
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такя перемВнныя можно назвать безпредтьльно увеличивающинися. Такова, 
напр., сумма угловъ многоугольника, при неограниченномъ увели- 
чен!и числа сторонъ, которая, какъ извЪстно, зависить отъ числа 
сторонъ [24(й —2)] и поэтому при неограниченномъ увеличен 
числа сторонь будеть сама увеличиваться безгранично. Такъ, сумма 
угловъ шестиугольника=8а, Е == т 24-угольника = 
—=444 ит. д. ит. д. Е 
Что касается до перемВнныхъ величинъ въ геометрии, то ихь 
еше можно раздзлить на перемЪнныя величины незавкилыя и пере- 
мЪнныя 30висиния. Независимыя—это тащя, которымъ можно припи- 
сать любыя значеншя, зависимыя. же опредЪляются выбраннымь зна- 
чещшемъ независимой перем нной, съ которой зависимая связана. 


Такъ, если -мы разсматриваемъ_ правильный многоугольникъ, то. 


число соторонъ можемъ считать величиной независимой, придавая 
ему произвольныя значения: 3, 4, 6, 6 ит. д. Тогда периметръ этого 


‚ многоугольника будетъ величиной зависимой, такъ какъ зависить 


оть числа сторонъ многоугольника. Такъ, при п==3 периметрь= 
= (въ зависимости оть радуса) 3ЗВУ3, при п=4 периметръ = 
=4ВИ ит. д 

Точно также зависимой величиной въ данномъ случаЪ будетъ 
и сумма угловь многоугольника, значен1я которой при п=3 равна 
180°, при П==4 равна 360 и т. д. 

‚ Замтимъ, что перемЪнныя величины, стремящяся КЪ предфлу, 
никогда вполн% этого предвла-не достигаютъ, хотя разность между 
ними при всЪзхъ измЪненяхь перемвнной меньше какой угодно 
малой величины (однако, эта разность никогда не исчезаетъ). 

197а. Теоремы о предфлахъ. Нижеслёдующия двЪ теоремы уста 


_навливають ть свойства предфловъ, на которыхъ основанъ способъ 


предЪъловъ. 

_ Теорема |. Если 0% переменныя величины, стреняиияся ко иределамь. 
остаются равными три веьть своить послюдовательныть измененяхь, то равны и 
и15 пребтды. 

Итакъ, пусть у насъ пмЪются ДВЪ перемзнныя величины шип, 
изъ которыхь каждая стремится къ предзлу. Пусть, кромЪ того, 
извЪстно, что предЪломъ шт будетъ М, а предзломъ п -М№. Въ теорем 
сказано, что перемзнныя величины ш и п равны и равенство это 
сохраняется и при всЪхь послЗдовательныхъ измфневяхъ. Если, _ 
напр., ши п являются зависимыми отъ какихъ нибудь перемнныхъь 
независимыхъь, то при `послздовалельномъ измЪненши (увеличении, 


уменьшен!и) этихь послЗднихь веегда сохраняется равенство ш=1. 


Докажемъ, что въ такомъ случа и предзлы т и п будуть равны, 
т..е. что М=М, — ь 
_ Для докавательства. допустимъ обратное, т.-е. что М не равна 
М, а М, напр., будеть больше М. Если М> М, то, такъ какъ Ми М суть 
величины постоянныя, то разность между ними можеть быть выра- 
жена какой-нибудь постоянной величиной, Назовемъ эту величину 


черезъ а. Тогда | 
М > М == (}, 


.- 


О 
Если величины т. ип стремятся: кЬ предфлу,, уменьшалоь, то. 
МОЖНО: ‚написать, что 


> 


ГД хи у являютея зеличинами, стремящимися КЪ ‘нулю, такъ ны 
какъ разности между перемвнными величинами и ихь предфлами. 
стремятся къ нулю. Изъ этихь равенствъ слздуеть, что 

ЕЕ м. | 
И, сяфдовательно, ` 
Ме М +у Или И осааыВ 
_Но’мы‘ предположили, что М — № =а. Ноэтому а=у-—. 
Такое же’ равенство, очевидно, существовать’ не можеть; ибо 


а есть’ величина постоянная, а у и х суть величины, стремящяся 


къ нулю. Сл5довательно, наше предположене; что М больше’ №, не“. 

вЪрно. Точно также можно доказать, ‘что предположене, что М. 

меньше №, также ведеть къ нелзпому выводу. “Если же М не’больше 

и не меньше №, то, слЗдовательно: М! = = №, ‚что и требовалось до-. 

казать. 
Теорема И. Если 0въ переменныя величины, авы к предтьлао, 


при встод своиль измененять налодятся в одно % томз же отношени; то в — 


< 


тома же’ отношении находятся и иль пределы. 
Теорему эту сл$дуеть понимать `такъ же, ‘какъ’и первую. 
_ Пусть, напр., ® и я суть ‘перем нныя`величины, которыя при’ 
вофзхъ своихъь измВненяхЪъ находятся Въ отношении“ р къ 4, т.е. 
т: ® = : 4. | 
_ Надо доказать, что въ такомъ- же отношени будуть : и ИХЪ 
предзлы, которые обозначимъ т М и М, т.е. 
М: М = | 
Какъ и ВЪ. предыдущей ое можно напиеать, что 
| т = Ма и п= М-у» 
гДЪ 2 и у суть величины, стремяццяся къ нулю, такъ какъ’ раз- 
ность между перем$нной величиной и ея ыыы а къ. 
нулю. — | 
Намъ дано, что т: п =ф:4, но о т`и п можно написать 
М зи Му. Тогда_ | | | 
- (Мэ: (М--У=Р :4 или, ме - - откуда: 


- (М+2а=(М+ у); или Ма за М фу. 

’Равсмотримъ обЪ части этого равенства. Лфвая‘чаеть его ‘пред- 
ставляеть собой сумму чисель Маи 24; при чемь Ма’есть`вели- 
чина постоянная, а 14 — число, стремящееся къ`нулю‚такъ: какъ, 
если въ произведени одинъ сомножитель` (2) стремится къ нулю, 
то и все произведеше” ‘стремится’ къ’ нулю. Если‘ же. слагаемое: ха: 
стремится къ‘нулю, то’вся сумма М4 + з4есть- величина’ ‘неремВн-> 
ная, которая стремится къ предЗлу, именно; къ 4. Е 

Правая часть равенства точно такъ же представляеть обо 

суммур№ -|-- ру, въ которой слагаемое ру также стремится къ нулю 
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’Ноэтому-пред5ломъ рМ№ -- ру является р№. Но такь какь Ма-Р ха = 
==рМ--ру, то, слфдовательно, и предфлы обфихъ частей равенствъ 
согласно” предыдущей ‘теорем; должны’быть равны, 1. -е. 

Ма = №, т 


р р 
откуда, разематривая это. равенство, какъ равенство среднихъ и 
крайнихь членовъ геометрической пропорщи, можно написать: 

о ВТА 


оочто и требовалось доказать. 


19 8а. Способъ предЪловъ. Итакъ, МЫ ВИДИМЪ, что если равны 
‚перемЪнныя величины; то равны и ихь предЪлы, и что вообще 


‚у: предЪлы. находятся въ томъ же отношеши, въ какомъ находятся 


‚ перем®нныя,; стремянцяся къ этимъ предзламъ. Изъ этого выте- 
каетъ, что всегда всяюмя отношеня между предзлами можно замЪ- 


„оонять соотношенями . между перем нными величинами, . КЪ НИМЪ 


стремящимися. Въ какихъ случаяхь слЗдуеть прибфгаль “кь спо- 
собу_.предЪловь и _какь имъ пользоваться? Внимательно вдумав-. 
шиесь.во все изложенное о-предЪлахъ, слЗдуеть сказать, что спо- 


- 7 ©0бъ предЪловъ’ прежде всего примЪнимъ, когда нужно выяснить 


отношеня между. такими постоянными величинами, относительно 


-‹Которыхь выполнить это. непосредственно. невозможно. Въ такомъ 


случа. слЪдуеть носмотрЪть.. не являются ли: данныя. постоянныя 
величины. предЗлами. какихъ-либо перемзнныхъ. Если окажется, 
что. таня. перем$нныя имЪются, то. вопросъ р шенъ. Именно, намъ 
нужно! ‘узнать, каково. отношене этихъ перемЪнныхь, величинъ. 
_ Узнавъ это, мы можемъ сказать, что. въ такомъ же. отношени на- 
ходятся и.данныя постоянныя. величины (на основан!и теоремы: П 

$ 197а). ЗатЪмъ. способъ предЪловъ примфняется въ тЪхъ.случаяхъ, 
когда. требуется. вычислить тая величины, которыя не могутъ быть 
точно. выражены ни.дробнымъ ни цфлымъ. числомь. Въ такихъ 
‚ случаяхъ способъ. предЗловъ. состоить. въ томъ, что выбирають ка- 
`кую-нибудь перемЪнную величину, которая стремится къ данной 
величин», какь предЪлу, и. вычисляють. эту. послЗднюю. Вычисляя 


‚означеня. такой перемнной величины по мЪрЪ. ея измзненя, мы 


_получаемъ, конечно, лишь приближенныя значеня данной вели- 
чины. Какъ мы увидимъ изъ. нижеслвдующаго, окружность можно 
разсматривать.какъ предЪль вписаннаго многоугольника. Такимъ 
‚образомъ, вычисливь периметре, напр., лнестиугольника, можно“ 
считать его приближеннымъ. значенемъ; окружности. Если будемъ 

‚брать периметры 12, 24, 48-угольника ит, д. ит. д., то будемъ получать 
все новыя иновыя выражевщя для окружности, которыя будуть все бо- 
-.лЪе и боле приближаться къ истинной длинЪ окружности; слЪдо- 
вательно, степень точности. вычисленя неограниченно велика. По- 
дробное. примнене способа. предЪловь при вычислеши длины 
‚ окружности. раземотримъ ниже. 

‚. 199а. Длина окружности. Въ параграф 195а мы упомянули о 
томъ, что никакая часть окружности не совмЪщается съ прямой, и, 
слздовательно, длина. окружности, да и всякой кривой, не можетъ 
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быть опредЪлена при помощи линейныхь м8рь, которыми обыкно- 
венно длина измЗряется. Правда, для данной окружности мЪрой 
могла бы служить часть этой же самой окружности (дуга того же 
рад1уса), но вЪдь ясно, что для окружности иного. радтуса эта мЪЗра 
не годится. 

Итакъ, мы видимъ, что Е мЪрами мы не. вычислимъ 
длины окружности. Однако, на основани предыдущаго, мы попро- 
буемъ опредЪлить, нельзя ли разсматривать окружность и вообще 
ра какъ предЪлы нъкоторыхъ перемЗнныхъ величинъ. Возь- 
мемъ для этого сначала, ка- 
кую-нибудь конечную кри- 
вую ММ и впишемьъ въ нее 
произвольную ломаную ли-. 
ню МАВМ (черт. 377). Сум- 
му сторонъ этой ломаной - 
можно, конечно, измЗрить. 
Пусть эта сумма, или пери- 

`метрь ломаной, будеть’ ра- 
Черт. #77. °_ венъ нзкоей прямой а. Те- 
°____  Шерь впишемъ въ ту жекри- 
вую ломаную морох, периметръ которой будетъ больше и будетъ 
’ равенъ прямой 6. Если мы будемъ продолжать вписывать въ наши 
кривыя ломаныя, у которыхъ число сторонъ будеть возрастать, то 
будемъ получать все болыше и болышШе периметры. При этомъ, ко- 
нечно, стороны ломаной будуть все меньше и меньше. Можно себъ 
представить такую ломаную прямую, у которой стороны будуть на- 
столько. невелики, что ломаная почти сливается съ кривой, а вмЪстЪ 
съ тЪмъ, при дальнъйшемъ увеличен1и числа сторонъ, эти стороны 
становятся еще меньше, т.-е. стремятся къ нулю, а периметръ больше. 
Въ геометр!и доказывають, что периметръ ломаной, вписанной въ 
кривую, когда стороны ломаной стремятся къ нулю, стремится къ 
предЪзлу (эту теорему, какъ трудную, мы разсмотримъ въ послЗд- 
нихь выпускахъ при повторени курса, теперь же только примемъ 
къ свздЪн!ю ее). Такимъ предЪломъ и будеть длина кривой. Сл%- 
довательно, длиной конечной тривой можно считать тоть предель, кз кото- 
рому‘ стремится териметрь ломаной линии, 
вписанной вг эту кривую, когда стороны ло- 
жаной неограниченно ыы (стремятся 
® НУЛЮ). 

Перейдемь теперь къ окруж- 
ности. Возьмемъ какую-нибудь окруж- 
ность и впишемъ“въ нее какой-либо 
многоугольникъ’ (черт. 278). Если мы 
теперь впишемь иной- многоуголь- 
никъ, у котораго ‘число сторонъ бу- 
‘деть больше, а самыя стороны меньше, 
то периметръ его будеть больше пре- 
дыдущаго. Продолжая вписывать мы-_ 
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сленно все новые многоугольники съ большимъ и большимъ чи- 
сломъ сторонъ, не трудно убЪдиться, что, подобно предыдущему, 
периметрь вписанныть иногоугольниковь, три неограниченном увеличении числа 
стороне и неограниченномь же уменьшени самихь сторонз, стремится кз пределу, 
который и принимают за длину окружности. Очевидно, конечно, о пе- 
риметрь вписанныхъ многоугольниковъ, при неограниченномь уве- 
личен!и числа сторонъ, возрастая остается всегда меньше длины 
окружноети. Что периметры дЪйствительно возрастаютъ, мы имЪли 
возможность убздиться еще‘ раньше’ (см. вып. 19, стр. 15), когда: 
вычисляли периметры правильныхъ вписанныхъ многоугольниковъ, 
удваивая число ихь сторонъ. Такъ, мы видимъ, что при В =1 нери- 
метръь вписаннаго 6-угольника равенъ 6, 12-угольника, 6,21164 и 
т. д; и т. да периметръ 192-угольника равенъ 6,28290. 

200а. Теорема. Окружности относятся какз ить радуеы или даметоы. 
уса намъ даны двЪ окруж- 
ности (черт. 279). Обозначимъ 
ихъ радусы черезъ Ви В,, а дли- 
ны ихь черезъ Си С,. По теоремВ _ 
нужно доказать, что 


г ри Е: этой те- 
оремы примзнимъ способъ пре- 
дЪловъ. Такь какъ мы непосред- 
- ственно отношеше ‘окружностей 
вывести не можемъ, то слЪдуеть обрати внимане на то, нельзя 

ЛИ ИХЪ разсматривать, какъ предЪзлы другихь величинъ. Теперь мы 

уже знаемъ, что длины окружностей суть предЪзлы, кь которымъ 

стремятся вписанные т при И увели- 
ченйи числа сторонъ. | > 

`Итакь, впишемъ въ каждую изъ данныхъ окружностей по 

‚ правильному одноименному многоугольнику а6с4е{ и а.6,с, ле... 

Тогда на основании того, что правильные одноименные многоуголь- 

ники относятся какь ихь радусы ($ 180, следств@е), можно написать, 
` обозначивь для краткости периметры этихъ многоугольниковъ. 

черезь ри р:,. | 
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р: р: = В: В.. 

Предположимъ теперь, что’ число сторонъ этихь многоуголь- 
_никовъ неограниченно удваивается: такъ, вмЪсто шестиугольниковъ 
берутся 12-угольники, 24, 48 и т.д. и т. д. Однако, при воЪхъ 
этихь измвнешяхъ периметры этихь перемфнныхь, но всегда пра- 
вильныхь и одноименныхьъ, многоугольниковъ будуть относиться, 
какъ радусвы. З 

Но если двъ перемнныя величины, стремяпияся къ предфлу, 
при воЪъхь своихь измВнешяхь находятся въ одномъ и томъ же’ 
‚отношении, то въ томъ же отношении находятся и ихъ предзлы. 

Поэтому, если перемЪнные периметры р и р, всегда относятся 
_какъ В: В, то ихь О и С, должны относиться такъ же, т.-е.. 
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Св = ВВ. 
СлЪдовательно, получилось, что окружности относятся, _какъ 
_ радусы. | 
Чтобы доказать, что он относятся и какъ даметры, `доста- 
точно ‘умножить на 2 оба члена правой части этой пропорщи (это мы, 
_ конечно, можемъ сдфлать, не нарушая пропорщм).. Тогда, получимъ: 
Сов: ЗВ | 

20[а. СлЪдетв!е. Изъ. этой теоремы выводится очень важное 
слЪдетв1е, на которомъ основано вычислене длины окружности, 
Именно, переставивъ въ пропорщи: С: С, = 28; 28, средне члены, 
получимъ: 

: | СВ ЭВ 

что означаеть, что отношен!е одной окружности къ своему’ д1а- 
метру равно отношеншю другой окружности къ ея даметру, т.-е. 
отношене окружности кз своему баметру веть число постояннов. Это отно- 
шене принято обозначать ны пузо т. : ВотораЯ по-русски 
читается и. Значить: 


5в = Или С = В, т.е. длина окружноети- равна _Удвоенному 
"роизведеню рабуса на отношене окружности кз Яанетру. Это. очень важ- 
ная формула, которую слЪдуеть твердо помнить. 

Разсматривая формулу С = 2*В, мы видимъ, что въ ней 
намъ неизвЪстно значен!е х. Если бы мы знали его числовое значен!е, 
то мы могли бы вычислить длину любой окружности, ибо В, какъ 
прямую, измВрить мы можемъ. Такъ какь т есть число постоянное, 
то. оно не зависить оть величины радтуса. Поэтому, если мы его 
вычислимъ при одномь какомъ-либо значенш радтуса, то оно бу- 
детъ. взрнымъ и для любыхь значений рад1уеа. 

202а. Сравненте длины окружности съ периметромъ описаннаго много- 
угольника. Мы уже видЗли, что длина окружности больше периметра 
вписаннаго многоугольника и является предЪломъ, къ’ которому 
стремится этотъь периметръ, увеличивая. Теперь намъ ‘нужно устано- 
_ВИТЬ, ВЪ какой зависимости находится длина окружности по отно-. 
_шен!ю къ периметру описан» 

наго многоугольника. Возь: 
мемъ для этого окружность 
(черт. 280) и впишемъ въ 
‚нее многоугольникъ и опи- 
_ шемъ одноименный много- 
‚ Угольникъ.. Такъ. _какъ пе- 
‚ риметрь описаннаго много- 
‚ угольника, больше _ пери- 
метра вписаннаго, то, слз- 
_довательно, онъ больше И 
того пред%ла,. къ которому 
| стремится периметрь впи- 
7 саннаго ‘многоугольника, 
Черт. 280. с. = Т.-е, больше длины окруж- 
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ности. Значитъ, длина окружности меньше периметра всякаРо опи- 
саннаго многоугольника. ВмЪстЪ съ тЬмь периметр описаннаго 
многоугольника при неограниченномъ увеличен!и числа его сторонъ 


уменьшается, и самыя стороны неограниченно, уменьшаются—стре- 


- мятся къ нулю. Легко видфть, что предзломъ, къ которому стре- 


мится периметръ описаннаго многоугольника уменышаясь, является 
окружность. Такимъ образомъ з& длину окружности можно при- 
нять общий предълъ, кь которому стремятся периметры вписанныхъ 
и описанныхь многоугольниковъ при неограниченномъ увеличени 
числа ихь сторонъ. Такимъ образомъ, если мы, желая вычислить 
приблизительно длину окружности, вычислимъ периметръ вписан- 
наго многоугольника съ громаднымъ числомъ сторонъ, то ‘мы по- 
лучимь длину окружности съ недостаткомъ: Если же мы вн- 
чиеслимъ периметръ такого же описаннаго многоугольника, то ИЕ 
демъ имЪть длину окружности съ избыткомъ. 

203а. Вычислене. Итакъ, мы видимъ, что и длины 
окружности можеть быть выражена такъ: С = 2*В. Такимъ обра- 
зомъ, какъь мы это выяснили въ $ 201а, намъ нужно знать число т, 
постоянное для всякой окружности. Число п принадлежить къ такъ 
называемымь пранецендентнымь числамъ. Трансцендентныя числа, 
это таня, которыя не могуть быть точно выражены ни цзлымъ ни 
дробнымъ. Еели же оно не можеть быть выражено точно, то его, 
конечно, можно вычислить лишь приблизительно, съ опредз- 
ленной точностью. Покажемъ, какъ производится это вычислеше. 

_Мы уже неоднократно говорили, что число т есть число по- 
стоянное, не зависящее оть величины радуса. Для нашихъ вы- 
числени и разсуждевй удобно считать радтусомъ единицу. Если же 
В=1, то выражене 2^В обратится’въ 2. 

Что означаеть послЗднее выражен!е? 

Оно означаеть, что т сть длина полуокружноети. ебиничнаго раббуса. 
Полуокружность единичнаго радртуса вычислить съ н$которымъ 
приближеемъ намъ будеть очень легко. Мы вЪфдь знаемъ, что 
за длину окружности (конечно, не точно, а лишь приближенно) 
можно принять периметрь вписаннаго многоугольника. Для того, 
чтобы получить длину окружности съ возможно большей точ- 
ностью, надо вычислить периметръ, ‘многоугольника съ очень боль- 
шимъ числомъ сторонъ. 

Итакъ будемъь вычислять периметры многоугольниковъ, ВПИ- 
санныхъ въ окружность единичнаго радуса, а затЪмъ р брать 
ихь полупериметры. 

Возьмемъ сначала, шестиугольникь. Такь какь а = В, то а, = 1. 
Удвоивъ число сторонъ, получимъ ал, .=2—уз 3 (посл% преобразо- 
ван!и), или а? = 0,26795, откуда а. (корень извлекаемь съ лю- 


` бой точностью)=0,51763. Полупериметрь 12-угольника Въ такомъ 


случаъ == 0,51763.6 = 3.10578. Мы можемъ на этомъ остановиться и 
тогда получимъ, что приближенное значен!е т, равное полупериметру 


 12-угольника = 3,10578. ь 


Но, конечно, можно _ получить гораздо о точность, и 


„Гимназ!а нк дому“, в 20. 7 
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поэтому. будемь продолжать удваивать число сторонь 12-угольника: 
и вычислять стороны по формулВ ‘удвоешя, а затБмъ находить 
ихь полупериметры. Тогда мы будемъ получать послЪдовательно. 
таюе полупериметры для многоугольниковь о 24, 48, 96 сто- 
ронахъ: 3,18262; 3,13985; 3,14103. 

. Остановимея на полупериметрь 96 - угольника, вписаннаго 
ВЪ окружность единичнаго радуса. Этотъ полупериметръ (3, 14103) 
можно считать также приближеннымъ значенемъ т. ЭдЪеь, ко- 
нечно, гораздо большая точность, чВмъ въ томъ случаЪ, когда мы. 
брали для ‹ полупериметръ 12-угольника. 

Попробуемъ теперь, нельзя ли опредвлить степень точности 
сдъланнаго вычислевшя. Мы здфсь вое время, вычисляя прибли-. 
женныя значешя полуокружноети единичнаго радуса (<), прини- 
мали за таковыя полупериметры вписанныхь многоугольниковъ, и 
поэтому наше значене, именно число 8,14103, для п есть значене 
съ недостаткомъ. 

Вепомнимъ, что о значенями съ избыткомъ для 
длины окружноети являются периметры описанныхь многоугольни- 
ковъ. Такъ какь намъ нужно получить приближенныя значен!я для 
полуокружности, то, значитъ, надо вычислить полупериметръ какого- 
_ либо описаннаго многоугольника, напр., 96-тиугольника. Такъ какъ 
намъ сторона вписаннаго многоугольника уже извЪстна (именно ее 
мы должны были опредълить, прежде чЗмъ опредзлили полупери-. 
метрь вписаннаго 96-тиугольника), то мы легко вычислимъ сторону _ 
описаннаго 96-тиугольника по формул (см. вып. 19, 8 193) 

В. аз . 
був = И 2 
ки У 


Произведя всЪ нужныя вычислешя и получивъ значене для 
5, мы умножаемъ его на 48 (полупериметръ) и послЪ веЪхь вы-. 
численй получимъ, что полупериметрь описаннаго 96-тиуголь- 
ника = 3,14271. 
Такимь образомъ, число 3,1427 1 есть приближенное значеше _ 

х съ избыткомъ. | 
°Итакъ, точное значене х заключается между 3,14271 и 3,14103. 
СлЪдовательно, разность между точнымъ` значешемъ п и каждымъ 
изъ этихь чисель меньше разности между этими числами. Но даже 
эти числа не очень разнятся между. собой. ЦЗлыя, десятыя и сотыя 
у нихь равны; слЪдовательно, разность между ними меньше одной 
сотой, а разность между каждымъ изъ этихь чисель и точнымъ 
значенемь х и подавно меньше сотой. Значить, если мы будемъ 
считать, что п = 8,14, то сдЪлаемь ошибку мене ‘одной сотой. Та- 
кимъ образомъ, можно сказать, что. 8,14 есть приближенное значе- 


1 : 
не т съ точностью дет 100’ при чемъ значене это будеть съ недо- 


статкомъ, ибо оно о даже, чЪмъ 3,14108. 
Однако, въ математик не всегда довольствуются такимъ зна- 
_ ченемь для т. Такъ, вычисляють значеше для < помощью много- 
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_угольника о 6144 сторонахъ: вь этомъ случаЪ получаемъ для я 
число 3,141592 съ точностью до одной миллюнной. Впрочемъ, намъ 
для ‘практическихь цЪлей, при рЪЫшен!и задачъ, достаточно за 
помнить лишь три десятичныхъ знака, т.-е., другими словами, слЪ- 
дуеть считать г=3,141. Только въ тВхь случаяхъ, тДЪ требуется 
особая точность, можно брать болзе точныя значевя т (напр., ® = 
_ =81416). | 

_204а. Другтя выраженгя ‘для. к. Вычисленями т теометры зани- 
мались еще съ самыхь древнихь временъ. Такъ, Архимедъ, жив- 
шй въ Ш вк до Р. Х. въ Сиракузахъ, нашель очень п 


‘ 


22 
И довольно точное значене для т. Это число есть т ИЛИ Вт кото- 


рое является приближеннымъ значенемъ съ избыткомъ и больше. 
точнаго значеня г мензе чЪмъ на 2 тысячныхъ. 

Въ ХУГ вЪкВ по Р. Х. голландсый геометръ Адранъ Мецщй 
(1571—1635 гг.) нашелъь еще болфе точное число для п. Это число 
замЪчательно еще тЪмъ, что его легко запомнить, и воть ка- 
кимъ образомъ. Надо выписать первыя три нечетныя цифры, взявъ 
ихЪ по ДВЪ, т.е. 113355; затёмъ послБдая три взять числи- 
‚ телемъ, а первыя три знаменателемъ. Тогда получимъ Меево число 


5 . ^ +. 
для п, именно число =, 5’ вычисленное съ избыткомъ и точное до 


одной полумиллюнной.. 

Еще позже ученые продолжали ВЫЧИСЛЯТЬ все новыя и новыя 
значеня для т, конечно, еще: болЪе точныя. Такъ, вычислили значе- 
ше для тсь 20-ью десятичными знаками (к=3,14159265358979323846), 
_а въ 1873 г. одинъ ученый, пользуясь особыми премами, которые 
указываеть высшая математика, нашелъ для ж число еъ `707 деся- 
_тичными знаками. Но, конечно, для насъ эти числа не имЪють 
никакого: практическаго значеня, а указывають лишь на то, что 
точность значення т найти нельзя. (Мы въ дальнзишемъ при иныхь 
вычислешяхъ будемъ считать п=3,141). 

- 205а. Вычиелене окружности и ея дугъ. Итакъ, мы теперь мо- 
жемъ найти длину всякой окружности, если намъ дано значене 
ея радуса. Пусть, напр:, требуется вычислить въ вершкахъ длину 
окружности, если ея радусъ равенъ 3 вершк. Согласно формулЪ 
длины окружности, пишемъ С =2*«В; такъ какъ у насъь В == 3 вер., 
-& <= 3,141, т0.С =2. 3,141.3 вер.=18,846 вершковь. 

Что касается до длины дугь окружности.-то раньше найдемъ 
формулу для всякой дуги, а потомъ на примЪрЪ покажемъ, какъ 
вычислять дуги. Итакъ, опредълимъ выражеше длины дуги въ по. 
Такъ какь окружность содержить 360° и вся длина окружности= 


2пВ . 
_ =2кВ, 10 длина дуги въ 1° равна 55, или (по сокращеши на 2) 


т Дуга же, имъющая п‘, имЪеть длину въ п разъ болъе. т.-е, 
° если обозначить искомую длину дуги черезъ 5, то 
ВП 
т. 


_ Мо искомая дуга можеть быть выражена въ секундахъ или мину- 





а А и 2тЁ ЕН 
тахъ. Такъ какъ длина дуги, о. (‚равна зоо Или 180.65, 
а дуги, имЪющей 1", равна Е то длина дуги въ п” ИЛИ ВЪ 0” 

{7 — ЗОВ 
въ п разъ болЪе, чЪМЪ со ИЛИ пи Значить 
вп тВп 
В, = 18060 И Эи= 150,60.60` 


ИмЪя тамя выражешя для длины дугъ, мы, зная радусы, 
легко вычисляемъ длины дугъ. Такъ; напр., при В = 3 вершк. длину 


кВ 
3 дуги въ 15° находимъ такъ: б= зу» гдь В = $ вер., п=15, ат, 
какъ мы знаемъ, = 3;141; поэтому 
‚141.3.15 | 
8 = о вершк. —0,785 вершк. 
Изъ формулы длины. окружности слдуеть, что => ‚а изъ — 


5.180 
формулы длины дуги,—что В — —„—° Чоэтому, если намъ извЪстна 


длина окружности или длина дуги, то мы можемъ опредзлить ея 


‚ радусъ. Такъ, напр., если извЪстно, что длина окружности равна 


о 
31,41 саж., то В = зто саж. 


ГЛАВА ХХ. 
Изм5реше площадей многоугольниковъ. 


20ба. Предварительное замфчан!е. Въ виду того, что объ измЗ- 
рени площадей боле или мензе основныя свздЪШя даны нами 
въ сокращенномъ изложеши (см. вып. 10 и 11), мы теперь не 
будемъ повторять, что извЗстно уже занимающимся по нашимъ 
выпускамъ. Въ этой и слБдующей глав мы лишь пополнимъ тво 
краткя евздЪевя до такой степени, до какой это требуется по 
программз ереднихь учебныхь заведений. и 

Итакъ, что такое площадь и какъ она измЗряется, мы уже 
наемъ.  ТакиМЪ образомъ, мы можемъ перейти прямо къ измЪре- 
но площадей отдЪльныхь фигуръ, начиная съ проствйшихь— 
площади прямоугольника и квадрата. 

207а. Площадь прямоугольника. Помимо того объясненя, которое 
дано въ сокращенномъ изложеши, относительно того, какъ полу- 
_ чить формулу, опредЪляющую площадь прямоугольника, слЪдуетъ 
обратить внимане на ниже помфщенный геометрический выводъ фор- 
мулы помощью теоремъ. Теоремы о площадяхъ основываются на 
двухъ 4елмах (леммы-—это вспомогательныя теоремы). 

Лемма 1. П дощади 0815 пряноугольнихове, изиющить равныя основаная, 
относятся, како иль высоты. 

Что такое высота и основате, намъ ужъь также = 
Итакъ, пусть намъ даны два прямоугольника АОСВ и А,0. С.В 
(черт. 281), у которыхь основавя равны, т.-е. АВ = = А.В.. Требуется 
доказать, что у такихъ прямоугольниковъ площади (обозначимъ эти 
площади черезь А и В,) относятся, какъ высоты, т.-е. что 


т ОЕ. 
в _в 
| Ве ЖЕ. 

РаздВлимъ меньтую высоту, напр., высоту р, На И ВодЕк 
равныхъ частей, напр., на 2 части, или, лучше, въ общемъь видЪ, 
на п частей. Пусть такихъ частей въ другой высотв окажется ш 
(напр., 3) Тогда, можно сказать, что ихъ общая мЪфра содержится въ 


одной высотВ п разъ, а въ другой ш разъ. Поэтому можно напи- 
сать, что | 
в т 


—. — 3..5 
—— 


Го п 
Черезъ точки дЪлен!я обфихь высоть проведемъ прямыя, 
параллельныя основашямъ. Тогда вся площадь прямоугольника 


0 





Ь Б 
А Ь В, гь 


Черт. 281. Черт. 282. 


АРСВ разобъется на ш равныхъ частей, а площадь прямоуголь- 
ника 4,0:С:В, на п такихъ же частей. Тогда можно Е на- 
писать, что 


и. 
В м’ 


Сравнивая это равенство съ первымъ, видимъ, ‘что правыя 
части у нихъ равны, слвдовалельно, равны и лЪвыя, т.-е. 
воь 
В №’ 
_ что и требовалось доказать. 
Доказывая эту лемму, мы, очевидно, предполагали, что‘ вы- 
соты прямоугольника соизмзримы. Но вЪдь можеть представиться 
такой случай, когда нельзя будеть найти такой части, которая 
содержалась бы въ каждой изъ высоть цЪълое число разъ. Мы 
знаемъ, какъ поступать въ такомъ случаЪ. Именно придется убЪ- 
ДИТЬСЯ ЛИШЬ в5 равенстве приближенныяь отношенай, вычисленные с5 произволь- 
ной, но одинаковой точностью. Но. ВЪдЬ ясно, что если приближенное 


р 


Г 2% 
‘отношене Ты ее КО; если ‘провести через точки дьленя прямыя, па- 


В т 
раллельныя основанямъ, И приближенное отношене-ь. = = т 


‘Такъ какь мы можемъ считать. основанями прямоугольниковъ 
ихъ высоты, а ихъ основанмя эысотами, то. ‘доказанную теорему 


` а Ах | > - ОР ка, — .. д - ети > —^ у чи 2 »Ф Г“ 
\ „9 14“ ок А : ыы ие р Е : -- . № : . 
<. : а ЕЯ У » АЕ А: 
- * уж: с " ` > - Ч =’ —- > м ‹ $ 
у - № г - = дд мч о ; - * С 


можно читать и такъ: площади дву. прямоугольниковь, ЮЩиЕЬ равныя 
высоты, относятея какь иль основаная. 
_ Лемма |. Плошади двуть пряноугольниковь относятся, хак призыдьни 
оснований на высоты. а 
Пусть намъ даны два прямоугольника, ‘у которыхь площади 
Ви В,, высоты ви в, и основавя 6 и 6, (черт. 282). рн что 
В 25 о а 
а МЫ В: ° г . : | : 
Для доказательства возьмемъ трети прямоугольникъ, у ко- 
тораго основаше равно основано перваго изъ данныхь прямо- 
угольниковъ, т.-е. =, а высота равна высотЪ второго прямоуголь- 
ника, т.-е. #,. Обозначимь площадь этого третьяго прямоугольника 
черезь В.. Такь какъ этоть вспомогательный прямоугольникъ. 
имЪеть равное основаше съ первымъ прямоугольникомъ, то согласно 
леммЪ [, ихь площади должны относиться, какъ ихь высоты. По- 
этому можно написать. 
ЕШЬ. 
в м 
Со вторымъ прямоугольникомъ у вепомогательнаго прямо. 
угольника равныя высоты, но при равныхь высотахь площади 
прямоугольниковъ должны относиться, какъ ихъ основашя. По- 
этому можно надисать у 


аа 
и Ы. 
Перемножимъ почленно оба эти равенства. Тогда получимъ: 
В>.В, и. Ь 
в ыы или, по сокращени лЪвой части на В,, 
в 
| В №’ 


что и требовалось доказать. В. 

208а. Теорема, опредбляющая площадь прямоугольника. ПослЪ 
доказательства этихъ. двухъ вспомогательныхь теоремъь можемъ 
перейти къ заключительной теоремЪ, ‘указывающей чиеловую 
зависимость между площадью прямоугольника и его высотой и 
‘основашемъ. Эта зависимость намъ уже извЪстна (она указана 
нами въ 10 вып. и объяснена въ видЪ практическаго правила). 
Теперь намь нужно лишь доказать ее. | 

Теорема. Ллощадь прямоугольника равна произведению основаня на высоту. 

Теорему эту надо понимать въ томъ смысл, что чиело, вы- 
`ражающее площадь прямоугольника въ какихь-нибудь квадрат- 
ныхь единицахъ, напр., квадратныхъ дюймахъ, равно произведен!ю 
чиселъ, выражающихь основане и высоту въ т%хь же линейныхъ 
единицахъ, напр., дюймахъ. Такъ, если, напр., высота равна 7. Е, 
основан 5 д., то площадь равна 7.5 или 35 квадратным дюймамъ. 

Итакъ, пусть намъ данъ прямоугольникъ, площадь котораго 
В (черт. 283). КромЪ того, условимся, что гесть квадратная единица; 
слздовательно, сторона. этого квадрата, т.-е. а, есть линейная_еди- 
ница. Такимъ образомъ, чтобы измВрить площадь даннаго прямо- 
угольника, надо его сравнить съ ’,—тогда мы именно. и узнаемъ, 


о 

г Е | - >. \ 

чему равняется число, измзряющее площадь К въ квадратныхь, _ 

единицахъ—7. 

На основании леммы П мы можемъ написать, что 
В #5 


—— >= 


г. `аа’ 5 
такъ какь площади относятся, какъ произведен!я основавший на 
высоты. Однако, послфднее равенство можно переписать и въ 


_такомъ видь 


) 


а 
а 


что, конечно, ровно ничего не измЪняетъ. Теперь посмотримъ, 
что собой выражаетъ это послЪднее равенство. ЛЪвая часть его. 
означаеть число, показывающее, сколько разъ г содержится въ В, 


т.-е. = есть число, измряющее площадь К въ квадратныхь 


единицахъ (+), и это число оказывается равнымъ произведен чиселъ 
ой [, : 
— и —. 

а а 


В. | 
Но > есть число, измЪъряющее #й въ линейныхъ единицахъ 


Й | о. 
а, а — число, измвряющее въ тьхь же единигахь основаше 6. 


А это равенство и требовалось доказать. | 
209а. Площадь параллелограмма. Какъ измЪряется площадь нпа- 





Черт. 283. | Си Черт. 284. 


раллелограмма, нами указано въ сокращенномь изложенши. Но- 
этому мы изъ параллелограммовъ остановимся лишь на ромбЪ. 
’ Теорема. Плошадь фомба равна половине произведеня его благонален. 
Пусть намъ данъ ромбъ АВС. Проведемъ въ немъ жагонали, 
которыя, какъ мы знаемъ, должны быть перпендикулярны (черт. 284). 
Плотцадь ромба составлена изъ площадей двухъ треугольниковь 
АВС и АПС. Въ первомъ треугольник основашемъ „будеть АС, 
а высотой ОВ, а во второмъ основашемъ также — а высотой 


ор. Ее площадь перваго треугольника равна — Е АС.ОВ, а ВТО- 


рого. = 1 АС. О). такъ какъ площадь всякаго треугольника, какъ мы 
знаемъ изъ сокрашеннаго- курса, в: половинЪ поаеаеН на 


высоту. 


> а 
Такимъ образомъ, площадь ‘ромба. АВС, являющагося суммой 
площадей треугольниковъ, равна > АС.ОВ -- г АС.0О. Выведя въ 


этомъ внражеши > АС за скобку, получимъ — АС (ОВ- Ор); но 
ОВ -- ОР есть не что иное, хакъ ВО. Поэтому | 
площадь ромба АВСГ = ев 


т.е. половин произведешя дагоналей. 
210а. Площадь треугольника въ зависимости отъ его сторонъ. 
Помимо общей формулы для площади всякаго и (по- 


ловина произведен!я основан1я на высоту или — > 5), слфдуеть знать 


соотношеше между площадью и сторонами треугольника, которое 
доказывается слЪдующей теоремой. 

Теорема; Площадь треугольника равняется квадратноли корню из5 110- 
изведеня четырех сомножюителей, изь которыхь обинз веть полупериметрь, а 
три являются разностями между этим полупериметромь и каждой изь сто- 
ронь товугольника. 

Такъ, надо доказать; что если обозначить черезъь $ площадь 
треугольника, черезъ а’ 6, с—его стороны, то 


‚= УЕЕНЕаЕеЕ- сое) (ее) 


Для удобства условимся обозначать периметръ треугольника 
а--в 
черезь Эр, т.-е. а 1 с=2р. Тогда Е т.-е. полупери- 


мегръ, =, Поэтому формула, которую требуется доказать, приметъ. 
такой видъ: 
| И 

`Итакъ, пусть данъ намъ тре- 
угольникь АВС (черт. 285), у ко- 
тораго стороны суть а, в и с. 
Опустимь изъ точки А высоту 
АР, которую обозначимъ черезъ 
й,. Тогда, согласно общей фор- 
ый ты. 


Рае Ы: .4. 


_Но намъ. ВЪ выражения 





м. а значене высоты р не дано. 


Черт. 285. 


| ты попробуемъ ее вычи- 
е 14 тоя °_ слить въ зависимости оть‘извЪст- 
ныхь намъ величинъ: а’ и с. Для этого намъ нужно припомнить, 
какъ мы вычисляли высоту треугольника въ. зависимости оть его 
сторонъ, (см. ВЫП. _18). Формулу для высоты мы получимъ такую: 


В. 
ы= И Е 
Подставивъ это выражен!е для высоты въ формулу площади х. 


`` 


106 - 
треугольника = № а, мы получимъ эту формулу въ такомъ 


_ВидДЪ: | 
1 а? -- с* — 6? 
: = а. И ( 2а №. 


Эту формулу нужно а упростить въ’ правой ея части. 
Упрощаемъ ее такъ: _ 
1 (а? - с — 62} а > 
: О био О 278 _— 8 |2) 
5=-5-а И. Ча —- У 4сза* — (а? + с" — 62): = 
= Уже ее) 
Подкоренное выражеше можно разсматривать, какъ разность 


квадратовъ чисель 2ас и (а -- с* —5*); поэтому его можно преобра- 
зовать такъ: 


(2ас)? — (а - в*— = — [ас | (а? + с — 6?) [ас — (а? ы #— — 56°) = 
= [2ас - а* - с? — 6*] [246 — а — с" | %']. 
ЗамЪтивъ, что три первые члена перваго множителя являются 
квадратомъ суммы @--с, мы его преобразуемъ такъ: Е 
вас - а? + с — 6 — (а - с) — 5 = (а-Ре 5) (ас —Ъ5.. 
Теперь обратимся къ второму сомножителю [2ас — а? — с* + 


+ 8]. Въ немъ мы можемь сдфлать такую перестановку и пре- 
образования: 


2ас — а ео - 206 — а* — с ми 

| — (&— с): = 6 +а—6)6—а-Е о) 

Итакъ, подкоренное выражене мы преобразовали въ произ- 

_ведеше: (а + се + 5) (а —В 6 --«— в) (6 —а- о). 

Такь какъь мы условились, что а ЕВ с=?р, то а+с— 
—о =а-е-Ь— 26 =2р — 26 =2 (р — 5). Точно. такъ же: В + а — 
реж а-е— 9 = 2 — 26 = 80 — фи а-е=а- Ре — 
— 2а = 9р — 83а = 2(р— а). Такимъ образомъ, въ зависимости оть р- 
подкоренное выражене получить такой видъ: 2р.2 (р — а). (р—Ь) 
2(р— с), и, слъдовательно, вся формула площади треугольника 
такова: ты 


$ = — У2р.2 (р — а). 2(р— 5).2 (р— с = :: У 16 (р—а) @ф—5) @фр— с) т 


= Урфр—а)ф—5) фо), 

что и требовалось доказалъ. 

21а. Примчанае. Такимъ о. если намъ нужно вычи: 
слить площадь треугольника, когда даны его стороны, то мы мо- 
жемъ прямо подставлять данныя величины въ выведенную фор- 
_ мулу, не прибЪгая къ новымъ разсуждешямъ. ПримЪръ: Вычи:- 
слить площадь треугольника, котораго сторены равны: а = 5 метр., 
ь = 6 метр. и с=7 метр. Такъ какъ 2р = 5м. - 6м. -- 7м., тор = 
-5 м. = 9м. Поэтому 


= уз — 5) (9 —6) (9 — 7) = 9432 =6 Ув кв. метровъ. 


<  Повторительные вопросы и. отвьты. 


1) Камя величины называются перемфнными? Т$, которыя способны при- 
нимать безчисленное число значенй, въ то время какъ друмя величины сохра- 
_няютТЬ одно и то же значете. 2) Какъ дьлятся перемвнныя величины? На нере- 
мфнныя величины, стремянияеся къ предзлу, и перемфнныя величины, неограни-. 
ченно уменыпающияся или увеличивающияся. 3) Что называется предъломъ пере- 
мЪнной величины? ПредЪъломъ перемфнной величины называется такая постоян- 
ная величина, къ которой перемённая приближается такъ, что разность между 
ними стремится къ нулю. 4) Вс ли перемЪнныя величины, стремяпияся къ предФламъ, 
одинаково измфняются, приближаясь къ предфламь?’ НЪть, однЪ стремятся къ 
предъламъ, уменьшаясь, а друмя увеличиваясь.. 5) Какя перемённыя величины 
называются независимыми? Тавя, значеня которыхь опредзляются взятыми зна- 
ченями другихъ перем$нныхъ. 6) Какое соотношене между двумя перемёнными, 
стремящимися къ предзламъ, и ихь предфлами? Отношене перемённыхъ, стре- — 
мящихся къ предфламъ, равно отношеню предфловъ. 7) Когда примфняетея епо-- 
собъ предфловъ?’ Когда невозможно непосредственно установить `отношене между 
двумя посто нными величинами и, затВмъ, когда нужно лишь приближенно вы-_ 
числить значение такой постоянной величины, которая точно не можеть быть вы- 
числена. 8) Что слЪдуеть понимать подъь длиной данной конечной кривой? Длина. 
данной конечной прямой есть тоть предёль, къ которому стремится пери- 
метръ вписанной въ нее ломанной, когда стороны ломанной неограниченно уменьшаются. 
9) Какъ можно опредфлить окружность? Какь предфлъ, кь которому стремится 
периметрь. вписаннаго въ эту окружность многоугольника, когда стороны его 
неограниченно уменьшаются. 10) Что можно сказать объ отношени окружности 
КЪ своему маметру? Это отношевше есть число, постоянное для всякой окруж 
‘ности. 11) Какь’ оно обозначаете ,? Греческой буквой = (пи). 12) Формула длины | 
окружности’ С = 2 В. 13) Вакь опредвляется =? Какь длина полуокруж- 
ности единичнаго радтуса. 14) Какимь способомъ находится длина полуок уж- 
ности? (Способомь п, едзловъ, т.-е. вычисляются нолуперимегры  вписанныхь 
МНОгоугольниковь СЪ ВОЗМОЖНО большимь числомь сторонъ. 15) _ Укажите 
степень точности  значеня для т, которое вычисляется помощью вписанныхъ 
или ‘описанныхь 96-угольниковъ. — Значене л врно 5 точностью до 


1 Е 2 
100: 16) Какя еще числа для т вамъ извЪетны? Архимедово число (=) И 


я. 
355` о о 
Мецтево число (=) 17) Каковы обычныя значеня для =, употребляемыя при. 


_рЬышени задачь? 3,141 или 3,1416, 18) Напишите формулу для дуги, с9- 


г Е ВП 
держащей п, — 8 = 180 


рез 


Задачникъ по геометр/и. 





28. Вычислить величину угла правильнаго я УГОльНика. въ случаз 
_й=4, или 8, или 25. 


Рщене. Сумма угловь любого многоугольника равна 24( — 2); ельдова- 
‚ тельно, каждый изъ угловь правил. многоугольника равенъ: о Въслучаз 


180% (4—2) — 1800.2 я 
== = 90; в 6158 


п = 4, каждый _ИЗЪ угловъ равенъ: 
= 135%; въ случаВ # = 95, ка- - 
ЕДЫЙ изъ угловь равенъ: о = т — 1650 36’. 

282. Опредфлить А—рамусь круга, описаннаго вокругь правильнаго 
 Я-угольника, если извЗстна сторона вписаннаго въ кругь правильнаго 9-уголь- 
Е Е Решить данную задачу въ случаВ, если п равно: 1) 3, 2) 4, 3) 6, 
4): 


о 180% (8 —2 
_П=8, каждый изъ угловъ равенъ: и 


Рищенйе. 1) Въ случа правильнаго треугольника мы имфемъ: аз =Е УЗ, 


_ откуда, если величина стороны равна а, получаем: Вы = = 
| Уз УзУз 





Е=- Уз . 2) Вь случа правильнаго четыреугольника — 0 —=Вуъ, откуда: 





: В == У? =“ УЗ 3) Въ случа правильнаго шестиуголь- 

а уз Узу» 

_ НИКа - а— й, откуда: В = а. 4) Е и правильнаго десятиугольника — 4 = 
в(И5-0) а а (УИ (У 5+1) _ 

| у (ИБ (Из) (Изв 

сытый _ вт. о 

п 

: _ 283. По данному ое а: круга опредзлить а—сторону пра- 

к ИЛЬНаГО 1-угольника, если ® равно: 1) 8 и 2) 12. 

_ Рыишене. Чтобы рёшить данныя задачи, необходимо воспользоваться фор- 

а удвоеня. Въ случа п = 8, мы имвемъ: 


= Це =28 228 еб Гы У 
Е ну 2.82 [у о 28а -\/2е-ву ов Ие_ 
} ‚У е- ПА уз = =У2е— вуз И @—уз)= и 


|. ___ Въ случаВ п = 19, имемы: ие 
_ а -И = 228 в УЕ в = 


ти ву у 28—28 в - 




















. к. п аа . й - Г ы `. № т .. — у ь 
= м ть ба " . О АЗЫ Ури Ме 
о _^ — _ * и, | - 
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НИ: ы р 


-. аа 
к 

3 > 1 

` я ` . тез ; 4 5 <> 

„ ь ии ду „у ы > ’. | <. 

я , у ".” “ м. тк \4 - 
. ТЭБ г г. . . $ ох . 2 : 
„ г к < м р’ , ы <. ы 
——_—_—_—_—_—_—__—__— . ь. = 3 . 
ыы Е , 


; и 9 ау — о“ уе ВУ 3 





® По дано»: | В (радтусу описапнаго круга) опредълить радусь —х 
— 


вписаннаго въ празильный #-угольникь круга, если 
® равно: 1) 8, 2) %, 3) 12. 

Рилиене. Пусть АВ (черт. 1) сторона а. 
вильнаге я-угольника, ОВ — радусъ ^ описан- 
наго круга, з 06 — рамусь вписаннаго круга. 
0 опредзляется изъ прамоугольнато  треужоль-_ 
ника ОСБ. какъ катеть по извфстнымь гипо- 
тенузз и другому катету. ВС (катеть) — есть 
половина стороны правильнаго я-угольника, ибо 
00; какъ радтусь, проведенный перпендикулярно. 


_КЪ хордЪ, двлить данную хорду пополамъ и опре- 


ДБляется, какъ извфетно нашимъ учащимся, въ 


зависимости оть радлуса опи‘аннаго круга. 1) Рфшимь задачу въ случаЪ 
п =8. ИмБемь: аз (см. рёшеше предыдущей задачи) = В Уз—и> 2;  сльдова- 





вВу2—у2 


тельно, ВС, какъ половина аз, равна: — НЕ, а ОВ=Ь, откуда: 


и ВО -Ив_( (ии, -ИУв_— т@-У»_ 











и У уве р а Рае а. ВПИ- 














сапнаго круга, О “== ® 9 ЕЕ УЗ. 2) Въелуча$ п = 10, и 
а = - и - Е ЗОВ = В; слЪдоват., ВС, какъ половина бло, = в 
= Пить откуда: 
Об" — Убв- а в (ВИ (Ви), = 
пы пе УЕ - ть р НИ _ 
ии ры У № _ НИ = 
| = вул -ЗУ5.. 3) Въ случа п = 12. Изь рьшешя предыдущей _ 
Мы знаемь, 310 а» =В У2—УЗ — 3, сБдоват., ВС, какь половина а;». = 
Муз И 3 ОВ = В, отуда: 06 = У0В:— Вбё = 
ре (® ИУ Ив У. к. 
Е ев ВИТ, як 
= И? Уз | 


о а В (радусь описаннаго круга), если ® равно: 1) 3, 
3 


прямоуг. треугольника ОСВ - (черт. 1) МЫ имфемь: ОС=е= УО0В— 


285: Но данному ^ (радусу вписаннаго въ правильн. ино | 


8, 


Рышенце. 1) аз Въ ависимости `оть В изВЪеТНО, оно равно: В Уз" Изь - 


"Все: 


В Не 
‘подставивь В вмёсто ОВ и половинное значеше аз, т.-6. —© т —, вмбсто ВО, — 


ПОЙ Г о м. ОА и = > А д ре ро а А 
С а С г ыы, ще > 9> . {Зы У - щ > Эа 28 4 Ч 
Е и ИУ: ле Й ВЕН Е сея . : - 

} —— Е тЫ, Саи 


лот. 


$ =—_———— 


‚получи: т” в РЕ (8 УЕ ту у 
== И т ‚ откуда _- 
Е И — у (смотрите задачу 283); 00 = 


— /08== 80 — = [0 у Е\ УУт) _ 


а ЕЕ И О 


г \/— В? вуз нЕ ВаЬ + И? №. ету . 
1 = а В 


В _ Во 75; откуда: В=— 
-у= и НУ Уз ЕТ 


а У? : 9% И 9— 72 и о 
Из у У? Ма — уз й ТУ 0/5: р. УИ 

свет ни ИУ р - У — И 4—2 уз Их 27 
ИЕ ое ый 2 ЕЕ. 


В 
Зв В: — 06 =, Ув ЕВ: ‚У ов“ 
о О | т И "(ИБ - 0 

















о: 








[168 — веру ав. 16—51 Ну № — № _ 


ее 6-5 ЕЗУ5— = И 


Вы ее: Ую-—: —. Зее 
г "Уи о т Ив И 10-2 И 105 
_ У юз _ Ию «Ию 
мы. У. 
И ЮЗ _мИю-35 Ию УЕ _ 
в У Уз.-Уь 

















— + 50—10 У 8-5 о. 
5 га Е = 
— 55 Е У оз _ =" — Иов. 


За; = ы ИУ2- 2:3 о 8 (смотрите задачу 283); т == (ОВ: ВС*| 


————————ы—=ы—ыы——ы—ы—-———-—- 





——ы=—=————— ——щ—-- 


с Иов —* р у нь @—Уз) _ 


И я 2 __ ор 5 
м ВУЗЕ _ ит ЧУ -ЗИ зи ИЗ. 


и 


ие ОТ 





Уз. КУ ти 
| ‚У? Ут. | 








ем И Во БАСА 





мия У ` Е 
3 В < м - = ео ‘ п о м 
ет: . :2 . ЕС : . > А ЧА: 
р с кр г ` Е $ - - ее бы = Не ФЕ ол 
> д > 7 . . ‚ - Е уе 
к . ок 2 49 . 
. . _ = . ‚.- >. р `- 5 
м7 _ ‚ —- 3 - 3 . маек 


- . < „_ 
а м 


286. По данвому В радуоу отлиовине описаннаго на опрелы ИТЬ: и. й16 и ‚5 а 


. Рене. 1) Е - т. и =’ _ 


су РАЕН 


т — о а 


: = р т а 
-у у р ве 





-У == ти =Уже- У уз= Е 


=ИУж— в/из =И в(@—\/2. ры Уз т. 
= в\/2-УЗНУ». д \/ ЭК К 


ви 2 
-у *"—=И = В? — а - 


-И = вов в Ва у вуз 7 











——-— 


и ин 
- "гу 5 пр ЕЕ У вв. 


=И 2=—жу® В. 
=Узе— РИ 0+3ИЪ = ви. 


у — 8—2 2УЪ) = ЗУз—2Ую-2У5. 


287. Опредёлить сторону правильнаго треугольника, если разность между _ 
рад1усами описаннаго и вписаннаго круговь равна 6. 

Риющене. Пусть АВ (черт. 1) сторона правильнаго треугольника, тогда _ 
ВС — ея половина, а ОВ и0С суть В и тсоотввтственно—радлусы описаннаго. _ 
и вписаннаго круговъ. Опредвлимь т въ зависимости оть В. Изъ прямоуголь-. _ 
паго треугольника СОВ мы можемъь написать, 910: ОС ==т = 


= У0В:— ВСз = Е и ВУ Ув = 
ее 48? —- Е В _ В г 











Е Вр | 
Изъ ее задачи мы знаемъ, что В—г =6; сбдовате г подетавивъ. 


вмВсто г найденное для него значение =, МЫ Мом: д У=Ь о д === 


я р ыы НЕ 


—-- 


о. Ва, что а = В у З, _подставимъ вивето В найденное для него значе- 
не въ зависимости оть 6 и будемь имёть: а=В уз =% уз. 
° 288. Въ кругь радуса, равнаго 75 метра, впи- 
_ бань правильный треугольникъ. ВЫЧИСЛИТЬ его 310- 
_вему (аз). 
- Рене. Пусть АВ (черт. 2) сторона правильнаго 
_ треугольника, а ОВ—радусь круга, описаннаго вокругь 
_ него; тогда ОР будеть искомой апоевмой (а.). Изь прямо- 
‘угольнаго треугольника ОРВ, мы имЗемъ, что ОР? = 
—= 0В* — ПВ*;ОВ намъ извВстна КаКЪ радусъ, а 
ОВ ==1]. стороны правильнаго треугольника АВ, ибо 
первевди ар опущенный изъ центра, дЪлить перес- 
АВ В Уз З Черг, 2. 


каемую имь хорду пополамъ. т.-е. ОВ = о 








| о 0.02 = Е? ее а: наи ОР == 4: —- 


2893. Радусь круга равень $ метра. Вычислить $, — сторону правильнаго, 
описаннаго около этого круга, восьмиугольника. | 


_ Рищене. Сторону правильнаго описаннаго многоугольника мы опредвляемъ 
въ зависимости оть радиуса круга, вписаннаго въ многоугольникъ, и оть стороны 
одноименнаго правильнаго многоугольника. Опредзлимъ сначалу сторону правиль- 
наго вписаннаго ее для чего воспользуемся формулой удвоешя: 


ге Ев в пув—ч У зж—в Ию и 


У зе-жу ‘И зе УЗ ву =У ег уз- 


= Е Вуз а В? (9 — У?) = Ви е У 2; подставивъ найден- 
ное значене для аз ВЪ _ опредзляющую 05 (сторону описапнаго го пра- 


Я д. ВИ 
вильнаго многоугольника), найдемъ: 9% = Я р Уз 


ТИ» мы 
ва _ и 


=> ——___ =". 


Ия ау = И бету» 
Я а а и 


—— д ———д——ж——_ж_ 


ВИ Ри с? 
Зву? в 2в(Уз-—п ВИ?) 


те (Из9- ве - Е и. 


РИО ЕО О 


290. Сторова правильнаго описаннаго треугольника — АХ: иетра. Вы- 
числить радусъ описаннаго вокругь него круга. | 


Рещене. Въ формуль: 8 = : 


Ва 93 
Г 


Виз.: опредбаивь а, черезь А, а именно а, =В Уз, мы получимь одно 
_ уравнене съ однимь нонзвфетнымь, откуда мы и опрдвяимь П: 

















мы имфемъ двз неизвёстныя: 


— 











ыы г: > | к : кт | де ея | | < — к е бе. : 
$ Ге. и `В. ЛИЕ. Е вуз ы вуз вуз _ 
о а 
—- 402—310? 1? В. ре. 
Е ‚ую ЕЯ, АИ 2 - 
. И ре 
-^ = вуз; сльдовательно: Е а а 


< У ‚04 метра. 


291. Дано: В, == 0,5 метра (6— сторона. о описаннаго четыро | 
и Опредзлить 6,. 


Рюшене. В, = о тЫ ов. ВУ а ия ние на 


аа о ВВ ава эВ 48—28 
В в ЕС 























И У ве те. 
ео | | ЕЕ р 
о д а 
у 2. [2 ®. 
уния У жж т 
а а о а 





и. — 
и п о. я БУ 

















те г (2 Г и 21 Уэ1 в ет у>в и 
И 
ей ЕЕ. — 21 У уз \2+ МУз+у? _ 2 У4—8 _ 
о (ИзтУз)_ ау. 8 
-- МУНУЯ _ ВУТИУЮ _ вуть-ую 


е+и фи 1 | в 
=ву?. И - (И2—1 =2в(И 2—1); подставивь выбсто В найденное 
для него значене В = 5, найдемъ: 0: — 28 (И?-—1) а ы (у? р) —_ = 
=: 6, (у) = 0,5. (Из—1) = 0,21 метра. 


2. Дано: а = 2; найти а. (о и @; — соотвётетвуюнщия стороны пра- 
я вписаннаго десятиугольника и И рее | 


Рене. и; = 28? — в \ те 


Ы— ——— Ы——=———— 


ИО —— — 
а... 5 рее 91 горы р 
а.о" х и 282 — 28 \ 2 ни: —= 9-9 \ а: 


ВУ 6 у а, ия ни —=28— И е 
в (5—2 Ро Ве у" аби) В — —2\/ ев; 





ИРИ 








т ЗН —— - 
в(— 5) = `4В а: ЗА - в 48 -- у : 








-в—У5 Е. | У Е? —— > 


^“ 





о = ф ьа №’, 4. 
а м я а 
мм > — ге, . м 
зе = т - =, 
= + ый 
^^ фа <= ве — 
ЛЯ . мч . —- - --- - кк а т АХ 1 о 
Зри 257: 2 г ВТУ ж 1. а 4 У. - Рим + .} Че - " - у . сч = 





в ео у о = 16 — ть ‚В. й: 2 - В | те 469: ны 4а. 7; 4. ° аа 5 ие 


= 168: — В: (61275): а т у о) = ое Ь); 


——- 


г изо —2 Уз) _ №6»). о 
(- @- = и 


——— а —дкщмы———— ——_ мо 


“>. © ра о 





В, > - 

_ откуда а о. их о —- и 5. 

. 233, Сторона правильнаго многоугольника равна 4. и радаек. 
вшисаннаго въ него круга въ случаз: №) треугольника, 2) кзакрата, 3). 

° пятиугольника, 4) шестиугольника, 5) восьмиуготьвика, 6} досатиугольника.. 

_ 7) двБнадцатиугольника. 

. Решаце. 1) Предположимь, что АВ (черт. 3) сторона даннаго пра» 

ет, тогда. 40 будеть радлусомь_ оиканной окружности, а ОР радуя Се 





Черт. 5 


з _ вписанной. ОП мы можемъ опредблить изъ’ прямоугольнато треугольника 


Е АВ => т 09. = ИА: =: 


: 28 а? в и=- т т 
я ета вы и т зе 
ИЕ. @, И 7 
Е | 9 АВВ И 5; АО=В = у АВ Оо 
к ЗА а? тя И - Е а, И“ == г: ` : | | ел Я 
Г. ка: | 

Е 3) Найдемъ, какъ указано ВЪ ретыдущей задачь. значетие @> ВЪ зависи. - 
_ мобти: оть радиуса описанлой вокругь него о а; == Й у Е 














Е: - аа з К 

1 39й а а и 

Ё.. 522 ыы --- 5. с Е > ' ` 

5: ти ых - с о 7% ; Тут Э = хе % 

Гр = у т ЕЕ а —. 
а 


а: 


2 





—. — П И 8 с зобуунемо уе. 
Е „я 5 ск т р ееЬ й ЕКО я | а На 


Геометртя. 


ГЛАВА ХХ. 
‚ (Продолжене). 


212а. Площадь трапеши. Площадь трапеций, какъ мы знаемъ изъ 
сокращеннаго курса геометр!и, равна произведеню полусуммы обоихь оено- 
‘ай на высоту. Однако, эту формулу можно выразить инымъ 
способомъ. о | 

Мы знаемъ, что если середины — ь 


боковыхъ сторонъ трапеши соединить и. 

прямой, то эта прямая, называемая {Я р 

средней линей, будеть равна полусуммЪ о 
Й В. 


обоихъ основавшй. Такъ, если въ дан- 
ной трапеши АВММ. (черт. 286) про- Черт. 286. 
вести среднюю лин СП, то 


Ср = + (АВ-- ММ). 
Площадь же трапеши АММВ = = (ИМ + АВ). В. Подставивъ. 


въ послВднее равенство на мЪето выражешя > (ИМ- АВ), равное: 
ему СО, получимъ 
плош. АММВ = СШ. 1, 


т.-е. площадь трапеши равна произведению средней лини на высоту. 

213а. Площадь правильныхъ многоугольниковъ. Такъ какъ всяк! | 
правильный многоугольникъ можно разсматривать, какъ описанный 
около круга, то, для того чтобы вывести формулу для площади 
правильнаго многоугольника, докажемъ пред- 
варительно такую теорему: 

Теорема: Площадь всякаго отисаннаго многоуголь- 
ника равна произведению периметра на’ половину ра- 
диса. Пусть имЪемъ многоугольникь АВСЛЕЕ, 
описан. около круга, радусъ котораго есть В 
(черт. 287). Соединимъ центръ круга съ вер- 
_ шинами многоугольника. Многоугольникъ, 
благодаря этому, разобьется на рядъ тре- х ‚ Е 
угольниковъ, число которыхъ будеть равно Черт. 287. 
числу сторонъ. | 

Изь точки О проведемь къ точкамъ касавя всЪхъ сторонъ. 
многоугольника рад1усы, которые будуть перпендикулярны къ этимъ 
сторонамъ. "Тогда радтусы будуть высотами. этихъ треугольни- 
ковъ, стороны же многоугольника будуть ихь основавями. 
Поэтому: 





7: 


площадь АОВ = 5 АВВ площадь рОв— В, РЕ. В; 
‚ В0б = ВО. В; ‚  ВОР=- ВЕ. В 
- 000=500в — ,„ [АЕ ВА. В. 


Сложивъ всЪ эти равенства, мы въ лЪвой части получимь 
площадь всего многоугольника, а въ правой сумму произведен! 
половины каждой изъ р: на радтусъ круга. - 


Выведя за, скобки -1 5 В, получаемъ: 


площадь АВСРЕР = (АВ ВС-- Ор -- РЕ--ЕР-- РА). "В, т. 


произведен периметра на половину радуса. 
Если же всяюй правильный многоугольникъ можно разоматри- 
вать, какъ описанный около круга, то значить, лдощадь всякаго правиль- 
наго многоугольника равна, произведению периметра, на половину атовемы, такъ какъ 
апоеему можно принять за радусь того круга, около ро 
данный многоугольникъ можно описать. 
214а. Площадь правильнаго треугольника въ зависимости отъ его 


стороны. ЗВыведенная нами въ предыдущемь выпускв формула для вычисленя 
площади треугольника по тремь его. сторонам, именно формула | 


3$ =Урф-—9 @-9 #—9, 
значительно упрощается въ томъ случаЪ, когда всф стороны равны, т.-е. 
@=6==е. Тогда р = >. (, & ВСЯ формула получить такой видъ: 


5= Из («—а) (5:4—() (5—0) — Уи (54) = 
- Уве туз. | 


Такъ, напр., если нужно вычислить площадь треугольника, каждая сторона 
1 в 
котораго ==5, то достаточно въ формулу $ = 0? У 3 подставить на мЪето а 


число 5. Тогда получимъ: $ =5Уа = + - 20. у = 6 Уз: 


На основави этой формулы можно о формулу для вычисленя 
площади правильнаго шестиугольника, въ зависимости оть его’ стороны. Такой 
шестиугольникъ можно разбить на 6 правильныхь треугольниковъ. Правиль- 
ными они будуть потому, что раллусы будуть равны сторонамъ. Поэтому, если 
сторону шестиугольника обозначить черезь а, то его площадь будеть равнятьея 
‘шести площадямъ правильных треугольниковъ со стороной а, а именно: 


В =6 УЗ = уз = 15 Уз 

215а. Теорема Пивагора. Теорему Пиеагора мы доказали еще 
ранфе, при чемъ самое доказательство у насъ было построено на 
вычислевши сторонъ. Эту же теорему примЪняють и относительно. 
площадей. Если мы обозначимъь гипотенузу даннаго треугольника 
черезъ а, а катеты черезъ В и с, то по теорем8 Пиеагора можемъ 
написать а? = 62 + с?. | 

Но если бы мы. построили на гипотенузЪ и катетахь квадраты, 
то площадь квадрата, построеннаго на гипотенузЪ, выразилась бы 
'черезъ а”, а площади квадратовъ, построенныхь нл катетахъ, че- 


159 
резъ 62 и с?. с теорему ее можно формулиро- 
вать и такъ: квадрат, построенный на гитотенузь, равенз сумме квадратов, 
построенныхь на катетахь. 
| Доказательство Пиеагоровой теоремы, основанное не на вы- 
числен1и сторонъ, а на измърени площадей, дано нами въ оо- 
кращенномъ изложени курса достаточно полно (10 вып. . поэтому 
мы его повторять не будемъ. 

21ба. Отношен!е площадей. ПослЪ того какъ мы познакомились 
со способами вычисления Е проствйшихь фигуръ, намь 
слздуеть разсмотрЪть зависимость 
между площадями отд$льныхь (подоб- 
НЫХЬ) фигуръ и элементами этихъ 
фигуръ. - | 
Начнемъ съ отношеня плотцадей 
треугольниковъ. 

Теорема 1. Площади двузь треуголь- 
ников, интющихь по равному углу, относятся 
како произведения сторонь,  заключиощихь 





Черт. 288. 


эти углы. 
Пусть намъ даны два треугольника (черт. 288) АВС и А,В,С., у 
нЕ д А = Х А+. Требуется доказать, что въ такомъ случаъ 
площ. АВС АС. АВ 
плот: 428.0: ^ А.0.. А.В: 


Для доказательства опустимъ изъ вершинъ В и В, высоты 
Вр и В.Б, 


тогда площадь треугольника АВС равна = АС. ВО, 


_а площадь треугольника А, В.С; = 5 АС: .В:Л,. 
_ Слдовательно, 
площ. АВО. - `.АС.ВЬ АС. 


площ, А.В, С 2 ГА 1(1 . В ый г А.С: . =. 
Выражене. _4С.ВР_ ое м представить въ видЪ ‘произве- 
| А.С; . ВО, 
‚Ас ВВ 
АС, ВП: 
площ. АВС _ АС Вр 
плоти 8:0 20. Е 


Обращая внимане на наши треугольники, мы видимъ, что 
образованные высотами маленьве треугольники АВР и А.В), 
подобны. Въ самомъ дълЪ /А=/ А, по условю и ДО=ир, 
какъ прямые. Изъ подоб1я же треугольниковъ АВЛ и А «Вь между 
`прочимъ, слЪдуеть, что а 
АВ. ВЫ. 

А.В: = 


ВР 
в Въ первомь равенств® отношение Вр. можно замЪ 


деня двухъ дробей такъ: Значить 


_ 160 


нить равнымъ ему отношенемъ -у Тогда получимъ: 


Е 
1 
площ. АВС ААВ АС. АВ б 

площ, А.В. 0, А.В.С, == А. б, з А.В, = Аб, _ А.В, А.В, что и треоовалось 
_ доказать. 

Теорема 2. Площади __ треугольниковь, -у которыхь сумма _двуто 
хакило-нибудь угловь равна 24, относятся кок произведеная стофонь, заклмочаю- 
щить эти углы. 

- Пусть имЪемъ два треугольника АВС и А.В,С, (черт. 289), у 
которыхь А -Р 4, = 24. Докажемъ, что и въ этомъ случаЪ: 


площ. АВС _ АС.АВ 
пло ве.  Я0- АВ. 
Какъ и въ предыдущей теорем, проведемъ, высоты ВР И г В.Г: 
и тогда сможемъ написать, что 


площ. АВС —- : Аб. ВО ве АС.ВО : АС . ВР 
площ. 4. В.С: Г.С, ВП АС: . В.П АС: В.Р. 
Будемъ разсматривать треугольникь АВР и Пе 
- А,В.О:, который образо- 
валея. при помоши вы- 8 
соты ВО, и продолжевя 
стороны 4:С:. - 
Оба эти треуголь- 
ника прежде всего прямо- 
угольны, ибо ВР и Б:0, Е 
суть высоты. Кром того, А“ С. т: С, 
уголь А равенъ углу р Черт. 289. ав 
р. А.В: такъь какъ оба они 
дополняють до 2а уголь В, А1С: : уголь та - уг. В, 4.С, = 24 по усло-_ 
вю, а ХВ.А. О, + ДВ, 4,С, = 24, какъ смежные. Итакъ, треуголь- 
ники АВЬ и 4.6.0: имЪють по два равныхь угла, слЗдовательно, 
они подобны. Изъ подобйя же слЪдуетъ, чт” у 


Вр АВ 
ВО: а АВ 





Значитъ: 
площ. АВС _ АС. ДВ АС. АВ 
площ ва де ов 
что и требовалось доказать. 
217а. Отношене площадей подобныхь фигуръ. Теперь раз- 
смотримъ отношеня площадей подобныхъ треугольниковъ и иныхь 
фигуръ. | | | 
Теорема [. ‘Площади подобных тфреугольниковь относятся како квадраты 
‘сходетвенныяь сторонз. Пусть даны два подобныхъ. треугольника о И 
` А.В. О: (черт. 290). Докажемъ, что 
площ. АВС — а — ВС? АС? 
площ. 4.8.0, — ВСР Е 
‚Такъ какъ треугольники ие. А-В ио-оС. 
Поэтому мозкно, на основан предыдущей теоремы, написать, что | 


< площ. Ава _ АВ. 46° 
т 1. площ. 4. ВС: ВЕ. АСЕ. 


такъ ДВ, АС, ‘А.В: и А.С: суть = и которыя заключають 
_- равные углы. 





Черт. 290. 


_Но изъ подобля треугольниковъ слздуеть, что 
АВ _ 6 _ 8 
А.В; — АС! `Вубь 
поетому отношен!е этихъ площадей можно переписать такъ: 


площ. АВС _ 48.46 _ 4В 4С _ АВ.АВ — АВ В. 
: плош. Вась А: В! - 2 | А.В: АС Е А.В: з А: В; ее А: В:2 и 
Можно, конечно, замЪнить в На р тогда получимъ 
_ площ. АВС _ 40 40 _ 40° | 
площ. ВС: ЕО: 


АВ 6 ВС 
Наконець, замфняя — и - равными имъ ——-, получимъ: 
а В.С, 





А.В; 
площ. 480 _ В 
_ площ. 4,8:0, ВС? з 
Вс эти равенства можно зам$нить однимъ отношешемъ: 
плот. АВС —_ АВ? = а: ее б 
| плош. АВО = А.В, С А.В дб 8.0 з йо | е треоовалось 
вывести. | 
ыы Теорема 2. Цлощади подобны иногоцерлиники относятся, как т 





Черт. 291. 


_ сходетвенныть сторонз. Пусть даны нодобные ть АВСРЕ и 
А,В.С.Б.В, (черт. 291). Надо доказать, что 
‚=; иле. АВОВЕ 48 В 00 _ О№ ов 
площ. 4.80.0. В ВО ОО: По ВА 
Разобьемь этй мног оуго льники на одинаковое число подоб- 


м на дому", в, 21 ых 11 
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ныхь и. одинаково ` расположенныхь треугольников. Кань. МЫ 
знаемъ изъ предыдущихь выпусковъ, сдфлать это возможно. а 
разсматривать отдЪльно эти треугольники: 
площ,” ДВО 48 - пот. 860 ВС. 
площ, 4.8.0, АВ?’ плош. В,010, В _ 
площ. (0 Ср? о площ. РЕО БЕ 
площ. 0.0.0. С): площ. 20 ПЕ? 
| площ. #40 _ ВА? 
площ. #40, ЕВА? 
Такъ какъ многоугольники подобны, то 
И Е Е РЕ 
4.8? Все бд: Вы ВА 
В В 6-е 
А.В: 80, (02 БЕз ВАР 
Чакимъ образомъ получается, что отношевя площадей отдВль- 
ныхь подобныхь треугольниковъ, составляющихь данные много- 


АВ Вб? 
угольники, равны равнымъ же отношевямъ ——— - | бае ОС м 
АВ?’ В 0 а 





или ке. 


&, 


Изъ этого елЪдуеть, что 
площ. АВО _ площ. ВСО0 площ. СРО _ площ. ФЕО 


площ. 4.В:0,. т площ. Б:С\0, - = площ. 00,0, — ыЕ площ. Р.В, 0, . 
площ. ЕАО 


— площ. Е. 4.0, 


Но, если мы имЪемь рядъ равныхь геомегрическихь отно- 
шен, то, какь извЪетно изъ алгебры, сумма предыдущихь. 
членовъ относится къ сумм послВдующихь, какь каждый р 
дупий кь своему послёдующему. Поэтому 
площ. АВО -- площ. ВСО -- площ. СРО - площ. РЕО -Е площ. 840 _ 
площ, 4+6: О! -- пло. В: С: 0, Е площ. С1О10; -- площ. 0,10, -- площ. Е, 4:0, — 

площ. АВО площ. ВС9 
— площ. 4,8:0: — плов. ВС: ГА 
Но каждое изъ отноше, стоящихъ въ правой сторонЪ, равно 
АВ _ В6? Е 
А.В? В;С? 
`Выражене, стоящее въ лЪвой сторонЪ, представляеть собой 
отношене суммы площадей треугольниковъ, составляющихь 
площадь многоугольника АВСРЕ, къ суммЪ площадей треуголь- 
никовъ, составляющихъ площадь многоугольника 4,В:0.Б.Е.. По- 
этому можно написать это равенство такъ: | 
площ. АВОРЕ АВ? ВС? | | 
Е > Ср, Е, Ва (или В.С и т. д.), что и требовалось до- 
казать. 

218а. Сл5дств!е. Такъ какъ ‘правильные одноименные многоу- 
гольники подобны, то отношене иль площадей равно отношенаю квадралтовь _ 
сторон. Съ другой стороны припомнимъ, что стороны одноимен- 
ныхъ правильныхь многоугольниковъ относятся какъ ихь радусы 
или аповемы. Поэтому, замЪняя отношеня сторонъ отношешями 


и. Т. Л. 


РЕКЕ ие 


и 
НО 


радусовъь или аповемъ, можно сказать, что площади правильныхь одно- 


р 


` “ 


16% 


Г \ 


именныть. иногоугольниковь относятся и како квадраты ить атовемь или ра- 


91/с065. 


Доказанная выше теорема и сльдетШе. дають намь возмож- 
ность знать, какъ измЪнятся площади многоугольниковъ при изм не- 
ни ихь сторонь и наоборотъ. Такъ, чтобы увеличить нлощадь 
даннаго правильнаго многоугольника въ 9 разъ, нужно его сто- 
роны увеличить лишь въ 3 раза, *ибо отнотене площадей равно 
отношению квадратовь сторонъ. На основаи этихь же теоремъ 
можно рьшить нижеслвдующую задачу: 

219а. Задача. Риздьлить данный треугольник на дв фавновеликя 
части прямой, параллельной основаню-Итакъ, пусть имЪемь треугольникъ 





Черт. 292. 


слздующее: 


АВС (черт. 292), который требуется раздВлить на 
двз равновелиюмя части прямой, параллельной 
АС. Ршить эадачу, это значить найти на пря- 
мой ВС такую точку Е, чтобы прямая, изъ нея 
проведенная и параллельная 40, дЪлила бы нпо- 
поламъ площадь треугольника. Предположимъ, 
что. задача р шена и такая точка найдена. Именно 
допустимь, что прямая ЕЛ, параллельная АС, 
дълить треугольникь на двЪ равновеливя части. 

_ Ва основаши предыдущей теоремы можно на- 
писать относительно треугольниковь АВС и РВЕ 


площ. АВО _ ВС? 
плош. ВЕ ВО. 


Съ другой стероны, площадь треугольника ЕВО должна быть 
вдвое меньше площади всего треугольника АВС, если мы допу- 
стимъ, что ЕД д$лить весь большой треугольникъ пополамъ. Изакъ 


Значитъ: 


откуда 








Всё 2 т 
ВТ ИЛИ ВР = = ВСа 
Я 

В Ве 


Если бы намъ нужно было приближенно вычислить значеже 
| 1 
ВТ, то мы бы получили для него: Вр = ВС у > и, подотавивъ на 
мзото ВС его значеше, вычислили бы съ опредЪленной точностью. 
Намъ, однако, нужно геометрически найти, построить эту прямую 
ВО, и затБмъ отложить ее отъ точки В, 
Поэтому, послЪднее равенство преобразовь.. 


вр= | 5 ВС. ВС, 


что означаетъ, что ВО равна средней пропоршюнальной между 


|} 


ВО и — ВС. Какь найти среднюю пропорщональную между. двумя. 
= конечными прямыми, мы знаемъ. Построивъ. такую пря-. 
мую ВР, мы откладываемь ее оть точки Ви черезъ ею ея 
точку ДР проводимъ прямую, параллельную 4С.- Я: 
Эта прямая удовлетворяеть требоваюямъ задачи = 8 

Если бы намъ нужно было раздвлить дан- — ь 
ный треугольникъ, не на 2, а на $3, 4,5, равныхь 
частей двумя, тремя и т. д. прямыми, то мы по-. 
ступали бы какъ раньше, сравнивая отношеня пло- 
надей образованныхь треугольниковъ и ихъ боко- 
выхъ сторонъ. Такъ, если бы требовалось раздЪлить 





_ нЪкоторый треугольникъ АВ О(черт. 293) на,5 равно- Че, = 
великихъ частей прямыми, параллельными осно- те | 
ваншо, то 5т;=о р; откуда’ В0* = - ВС; вр = Уз, во. вс*. 


Точно такъ же: | 
2 ЕДЕ, 
С о ре откуда В№? = — ВС*; ВМ == И ВО. ВС; 





В№ площ. МВМ 2?’ 


вР—|/ + в0.8С; В8=У “ва. во. = _ 
220а. Теоремы. Намъ уже извЪетно изъ сокращеннаго курса _ 
(вып. 10), чему равна площадь круга. Въ нижесл6дующихъ пара- 
графахъ мы также займемся вычислешемъ площади круга, но бу- 
демъ основывать свои положення на опредЪленныхь теоремахъ, 
которыя при сокращенномъ изложен мы опустили. Вычислять 
_ площадь круга мы будемъ помощью способа, предЪловъ, какъ мы 
вычиесляли длину. окружности. Теоремы, на которыхъ основывается \ 
опредзлене площади круга, суть слъдуюпия. | 

Теорема |. При неограниченномь удвоении числа сторонь а ‘втр- 
саннаго в5 данную окружность. многоугольника, разность меду радиусонь \ @по- 
вемой стремитея къ нулю. 

Пусть_имЗемъ окружность, въ которую вписанъ правильный. 
‘многоугольникь АВСДЕЕ (черт. 294). Прове- | 
демъ радусъ ОА и апооему ОМ и докажемъ, 
что, при неограниченномь удвоен!и числа, сто- 
ронъ, разность еду Оли 0м№ т КЪ 
НУЛЮ. | 
Разсмотримъ  преугольникь АОМ, обра- 
зованный радусомъ, апобемой и половиной 
стороны многоугольника. Мы знаемъ, что въ 
треугольникЪ одна сторона больше разности 
двухъ другихь сторонъ. Поэтому можемъ на- Черь. 294. 
писать, что АМ> АО — №О или 40 —№0< 
АМт. е. разность между радтусомъ и аповемой меньше половлны 
стороны вписаннаго многоугольника. 

Теперь вообразимъ, что число сторонъ правильнаго много- 
угольника безконечно увеличивается. Тогда самыя’ стороны впи- 
саннато многоугольника будуть с Е и могуть. 





в 
сдЪлаться, какъ мы знаемъ, меньше какого угодно малаго числа, 
т.-е. другими словами, сторона вписаннаго правильнаго много-_ 
угольника, при неограниченномъ удвоени числа его сторонъ,. 
стремится къ нулю. Слдовательно, половина этой стороны и по- 
давно стремится къ нулю. Значить, и разность между радусомъ 

_ и аповемой вписаннаго правильнаго многоугольника, при неогра- 
° вниченномъ удвоеши числа его сторонъ, также стремится къ нулю. 


Теорема 2. Площадь круга есть общий предюль площадей вписанныхь 
% описанных. правильным Е = при неограниченномь удвоении числа 
#25 сторон. - 


Пусть имземъ кругъ (черт. 295), въ который вписанъ какой 

нибудь многоугольникъ и около котораго опи- 
санъ такой же многоугольникъ (одноимен- 
ные многоугольники). 

Докажемъ, что площадь этого круга, ко- 
торую обозвначимъ черезъ К, есть обпий пре- 
дВлъ площадей вписанныхь и оцписанныхь 
правильныхъ многоугольниковъ, при неогра-. 
_ ниченномъ удвоеши числа ихъ сторонъ. Пло- 

Черт. 296. _ шадь вписаннаго многоугольника обозначимъ 
| черезъь 8, а описаннаго черезъ Р. 

` Предположим теперь, что число сторонъ обоихъ многоуголь- 
никовъ послЪдовательно удваивается. Тогда очевидно, что вели- 
чина плошадей 5 иР будеть измфняться. СлЪдовательно, можемъ 
опредЪленно сказать, что величины площадей 5 иР при удвоени 
числа сторонъ суть величины перемфнныя. Но въ то время, какь 
площадь вписаннаго многоугольника 5 увеличивается, площадь Р 
онисаннаго многоугольника уменьшается, т.-е. об эти величины 
какъ-бы приближаются другъ кь другу. При этомъ 6 остается 
меньше ХК, а Р больше К. Докажемъ, что, при неограниченномъ 
удвоен!и числа сторонъ, разность между площадью описаннаго много- 
угольника Р и плошадью круга К, т.-е. величина, Р — К и разность 
‘между площадью круга К и площадью вписаннаго многоугольника 
5, т.-е. величина К — ® стремятся къ нулю. ВмЪсто того, чтобы 
доказать, что РК и К— 5 стремятся при неограниченномъ 
удвоени къ нулю, докажемъ, что даже разность Р—5 стремится къ 
нулю. Эта же разность, очевидно, больше каждой изъ в 
РК и К— 5. | | 

Итакь, будемъ доказывать, что разность Р—5 стремится къ 
нулю, при безконечномъ удвоеши числа, сторонъ. 


`Для доказательства проведемъ аповемы вписаннаго и опи- 
саннаго многоугольника. Аповему вписаннаго многоугольника 
назовемъ а, а аповема описаннаго 6сть не что иное, какъ радусъ 

круга, который назовемъ В. 
_ Такъ какь площади правильныхъ одноименныхь многоуголь- 


НИковЪ относятся Какъ квадраты ихь ацо эемъ, то можно напи- 
ать, —_ 





зи 
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м 
в в’ | 
Мы знаемъ, что изъ веякой пропорши можно составить нЪ- 
сколько производныхъ. ЗдЪсь намъ удобиВе всего воставить такую 
- производную пропорщю: 
РР 1 в? 
р 
Теперь изслЪдуемъ, что ‘произойдеть съ этимъ равенствомь, 
при неограниченномъ удвоеши числа сторонъ, для чего сначала 
унростимъ его такъ: 
(Р— 5) Е =Р(А? о или 
(Р—5) ВАР а)(В + а). 


Правая часть этого равенства представляеть собой. произве- 
денше трехъ множителей, изъ коихь множитель В— а есть не ‘что 
иное, какъ разность между радусомъ круга и апоеемой вписаннаго 
многоугольника. Эта же разность, при неограниченномъ удвоени 
числа сторонъ, стремится къ нулю. Итакъ, одинь изъ множителей. 
правой части равенства стремится къ нулю. Въ такомъ случаз, И 
все произведеше, вся правая часть равенства должна стремиться 
КЪ НУЛЮ. 

Это произведене только въ томъ случав не стремилось бы 
къ нулю, если бы друШе множители безконечно увеличивались. 
Но множители Ри (В+ а) не являются величинами безконечно 
увеличивающимися. Если же стремится къ нулю правая часть ра- 
венства, то и лЪвая часть должна стремиться къ нулю (иначе не 
будеть равенства). ЛЪвая часть представляеть собой произведене 
множителей (Р — 5) и В?. Поэтому, еели извЪстно, что это произ- 
ведете стремится къ нулю, то надо допустить, что одинъ изъ 
множителей, или даже оба стремятся къ нулю. Обращая внимане 
на этихь множителей, видимъ, что В? есть число постоянное, ибо 
_В есть радусъ даннаго круга. СлЪдовательно, стремиться къ нулю 
долженъ множитель Р— 5, т. е. разность между площадями вписанных 
и описанных правильныхь многоугольниковь, при неограниченно. из удвоении числа. 
стороне, стремитея кб нулю. ы 
| Еели же разность Р—5 стремится къ 
нулю, то обЪ разности Р_Ки К—5 тёмь 
боле стремятся къ нулю. А это и значить, 
что К есть общий предЪль для Ри 5, при не.. 
ограниченномъ удвоении числа ихъ сторонъ. 

22[а. Площадь круга. Теперь переходимъ 
къ выводу формулы для вычислевшя пло- 
щади круга. Для этого возьмемъ какой-либо _ 
кругь и опишемъ около него какой-нибудь | 
‘правильный многоугольникъ (черт. 296). Обозначимъ площадь круга 
черезь К, длину окружности черезъь С, площадь многоугольника 
черезъ 5, его периметръ черезь Р и, наконецъ, ращусь орут че- 
< резь В. ее : 





— 


2 


167 


Такъ какь В можно разсматривать какъ аповему описаннаго 
многоугольника, то плошадь этого многоугольника выразитея такъ: 
| Е а 

5 =Р.> В, откуда =. 

Теперь вообразимъ, что число сторонъ описаннаго многоуголь- 
ника неограниченно удваивается. 

Тогда величины в и Р будуть величинами перемзнными. 
Однако, эти перемзнныя величины, при вохъ своихъ послЪдова- 
тельныхь измъненяхъ, будуть находиться въ одномъ и томъ же 
отвошени, такъ какъь при всякомь числЪ сторонъ равенство 


1 | 
В =Р.- В остается върнымъ. 


КромЪ того, 06% эти перем8нныя величины 5 и Р стремятся 
къ предЪламъ. Плошадь описаннаго многоугольника 5 иметь сво- 
имъ предъломъ площадь круга—К, при неограниченномъ удвоеши 
числа сторонъ, какъ мы Это только что доказали, а периметръ опи- 
 саннаго многоугольника Р. иметь своимъ предфломъ длину окруж- 
ности—С при тфхь же условляхъ. 

_ Вели же перемзнныя величины, стремяцйяся кь предёламь 
при всфхь своихь измзненяхьъ, находятся въ одномъ и томъ же 


: Го. 1 | : 
отношении (55 =5 В), то въ такомъ же отношеюши должны нахо- 


даться и ихь предзлы. 
Итакъ, подетавимъ на мЪето би Р ихь предзлы. Тогда по- 
лучимъ: 
| к 1 .. 1 
5 => В откуда, К=С. 5 В, | | 
_ т.е. площадь круга равна зроизведеню длины окружностиь на половину тир 
"Такъ какъ длина окружности въ зависимости оть В равна 2тВ, 
то, подставивъ въ послЪднее равенство на мЪсто С его выражен!е 2= 7, 
получимъ: не. 


К = 2=В.-- В = ав? 


Эту формулу надо твердо помнить, такъ какъ она даеть намъ 
возможность вычислить величину площади круга въ зависимости 
только отъ одного радтуса (к величина постоянная). Пусть, напр. 
нужно вычислить площадь круга, радусь котораго равенъ 3,5 метр. 
Цо формул пишемъ: К = я? =х. (3,5)? = 12,25 = 12,25 .3,141 = 
= 38,47725 кв. метр. 

Такь какъ площадь каждаго круга равняется произведеню 
квадрата его радуса на постоянное число т, то, слЪдовательно, 
площади кругов: относятся какь квадраты. ить радуусово. Дъйствительно, если 


мы имЪемъ два круга, у которыхъ радтусы суть В и х, то площадь 
площадь перваго круга __ 


2 р Рея 
ее. -кВ ‚аплощадь второго = ти. ЗНачитЬ одаль = 
| 82 
их те - (по сокращен и нат) =. а какъ, кромЪ того, 


= 48? _ (28 
т я ^^ (Эр? 


я 





то можно сказать, что площади круемь относятся ‚как. ‘надуть в да- 
метров. = 
Эа: Вычислен1е площади ‘сектора. п напр., намъ дано вы: 
‚ числить площадь сектора АОВ, дуга котораго АВ содержить я? 
(черт. 297). Такъ какъь площадь всего круга, равна кВ», то площадь 
сектора въ 19 должна равняться р ‚ а площадь сектора, въ ыы вы- 


ра такъ (обозначая черезъ 8 площадь о. 





пА?. п 
8 = 0: 
Такая формула вполнв пригодна, когда извстНо число гра- | 
дусовЪ. : 
ЗамЪтимъ, кромз того, что; 
ь т8?. п тАП В 
360 — 180'2* 
и что — есть не что иное, какъь выражен!е длины дуги въ во. 


`Обозначивь ее черезъ $, получимь такую формулу длЯ: пло- = 


щади сектора въ зависимости оть длины’ дуги: 
В 
8- 5 
т.-6. площадь сектора равна произведению его дуги на половину радёуеа. 
223а. Теорема. Ёсли на катеталь-и гипотенузь прямоугольнаго треуголь- 


ника построить подобные многоугольники или круги так, чтобы гитотенуза в 





Черт. 297. — ’^ Черт. 298. 


катеты были слодетвенными сторонами этить многоугольниковь или даметрами 
гов, то сумма площадей многоугольниковь или кругов, построенныхь на ка- 
_ тетать, фавна площади многоугольника или круга, построеннаго на гитотенузь. 


Докажемъ сначала относительно площадей многоугольниковъ. Пусть 


имъемъ прямоугольный треугольникь АБС (черт. 298), на сторонахъ 
котораго построены подобные многоугольники. Площади многоуголь- 


никовъ, построенныхь на катетахъ, обозначимъ черезь @и Ра 
площадь многоугольника, построеннаго на гипотенузВ, черезъ 8. 

Такъ какъ по условю всЪ эти многоугольники подобны и стороны _ 
АВ, ВС и АС суть сходственные, то можемъ написать два такихь. 


равенства: | 
с _ во 
ОЕ КС о 


такь какъ плошади подобныхь а относятся, какъ 


_ АВС, какъ на маметрахъ, построены круги. 


_ говъ, построенныхь на катетахь, черезъ 
 ЯбирР, а площадь круга; построеннаго 


квадраты сходотвенныхь сторонъ. _Спожимь эти два з равенства по 
: членно. Е Бе 


_ АВ , В0*._ +Р _ АВ + ВС: 
Г. о: 5 = 25 +20; О - 
Такъ какъ треугольникъ АВС есть треугольникъ прямоуголь- 
ный, то АБ? -- ВС? = АС*. Поэтому послЪднее равенство получить 


такой ВИД: 


40, 92 1, откуда 
_ 9+Р=5, 


что и требовалось доказать. | 

То же самое доказательство р. 
нимо и въ томъ случаЪ, когда на. кате- 
тахь и гипотенуз» того же треугольника 


Въ самомъ дЪлЪ, обозначимъ площади кру- 


на гипотенузВ, черезъь 5, (черт. 299). Мы 
знаемъ, что площади круговъ относятся, 





_ какъ квадраты д1аметровъ. Дламетрами же Черт, 299. 


здЪеь будуть стороны прямоугольнаго тре- 


| а: Поэтому можно написать такихъ два равенства: | 


© 4 В _ ВО 
5: — АС? 81 АС” 


в эти ее печленно, получимъ_ подобно преды- 


„дущему: 


‚+ АВ Во РА АС? 
АИС; о . = с; = В; откуда &-Р,=8ь Что, 


и требовалось доказать. 


— 


_ СПовторитедьные ее: и ответы: в и выпуске). 


Геометричесяй ани 


293. (Продокжыи). О-В ору а Е 


=> ИЗ. 


р 5) Сначала найдемь сторону Восьми тОЛЬНИКа, пользуясь формулой удво- 
оня  какъ указано’ въ рёшеши задали р 


@8 = -Вуз-У> 2. = 40,0 20 — АЛ? = 

5. 
чи И Ни га аз (РИ?) _ 
р ес 4 та 
= ИИ —1=5Из-+2И 8 


о = И ИОВ = реа г. р 


в? 4а? 44? 
ИР —_ № - Инн И Ша Вы И И = И 
08 2 г 7 | 
ИУ о та= ОИ ты 
в--2/ 5 —1=5\/ 5+2 5; 




















а 








- 3 = В \/-Уз ПВ Уз Е (см. ршевнезадачи 283); В = —=; 00) = 
ь | 
Е, 2 одре орз рау анти 


а 


Площади прямолинейныхъ фигуръ. 


294. Опредзлить длину стороны квадрата, равновеликаго т араллло- 
грамму, котораго основавле = 8 метр., а высота = 5.12 метра. 

Решеше. Площадь параллелограмма, равная произведеню его основания 
на высоту, равна 8.5.12 = 40,96 кв. метр. Тому же равна и площадь квадрата. 
равновеликаго параллелограмму. Обозначивь сторону а черезъ х, найдемъ’ 
12 = тт отсюда 5 = У 40,96 — 6.4 мет. 

295. Длины сторонъ прямоугольнаго участка земли суть 36 и 16 саж. 
На сколько нужно уменьшить длину и увеличить ширину участка для того. 
чтобы замфнить его равновеликимъ квадратнымъ? 

Рюшене. Пусть сторона квадрата 5, его площадь 2? равна площади прямо- 
угольника = 36.16 = 576; слфдовательно, 42 = 076; д = 24 саж. Итакъ, длину 
большей стороны надо уменьшить на 36 — 24 = 12 саж., длину меньшей уве- 
личЧить на 24—16 =8 саж. 


ры 


296. Высота треугольника = 30 фут., обноваше его =32 фут. Какъ 
велика высота прямоугольника, имзющаго основаве въ 19.2 ф. и равновеликаго 
данному треугольнику? Е р. 

Рищеше. Площадь даннаго прямоугольника равна площади даннаго тре- 


угольника = 32 — 480 квадр. фут. Обозначивъь высоту прямоугольника 


черезъ й, найдемъ., что площадь его, равная произведешю основаюя на высоту, 
480, 4800 
равна 19.2.й==480; откуда = = 95 = 25 футовъ. 


; 


291. Пложади двух" пароллелотраммовъ, имзющихь одинакую высоту, 
относятся, какъ 9:5. Разность оснований этихъ параллелограммовъ = 2 метрам. 
Опредзлить оба основайя. 

Ришене. Предположимъ, что основане перваго параллелограмма = 5 метр.: 
согласно условю, основаме второго на 2 метра меньше, т.-е. (1—2) метр. 
Обозначимь ихъ одинакую высоту черезь й. тогда площадь 1-го параллело- 
трамма = 1.й. площадь 2-го = (4—2).1; но такь какъ отношеме этихъ 


площадей = =_, 10 получимь уравнене А == ‚ или 8х = (95—18):1; 


сокративъ 06% части уравненя на й, получимь 81 = 95—18; откуда 5 = 15. 
Итакъ, основане 1-го параллелограмма = 18 метр., 2-го =5— 2 =18—2 = 
—16 метр. 

298. Одна изъ параллельныхь сторонъ трамеши АММС (черт. 1) 
длиною въ 100 футовъ, другая—въ 40 фут., каждая изъ 
непараллельныхь сторонъ длиною по 50 футовъ. Опре- 
дьлить: 1) площадь трапещи, 2) площадь треугольника 
АВС, сторонами котораго служать: большая изъ парал- 
лельныхь сторонъ трапеши и двз продолженныя непа- 
раллельныя стороны трапеши. 

Решене. 1) Такъ какь АМ = МС и МК = МС, 

то АК = @С и, слФдовательно, АС = Ка ЗАК = 

® ММ-ААК, или 100 =40 ЗАК. откуда АК — 30; 
МК =У Ам? — д? = У 2500 — 900 = /1600=40. 
АС-ММ и 100+ 40 

Площадь трапеши АММС = =. МК= 5 
ММ _ ВЕ ММ ВО—ЕО 40 

.40 = 70.40 = 2800 вв. Ф. 2) яа`= вр» ИИ ча =- Во МИ 


Вр — 40 200 АС 100 200 
—Во _: ОТКУДа ВР = —- ф.Площадь А АВ = >. ВО = 5:5 = 


= 3333 = кв. $. 

299.. Въ`трапещи, площадь которой == 220 кв. ф., разность параллельныхъ 
сторонъ = 12 ф., разность между большею изъ параллельныхь сторонъ и высотою 
трапеции = 18 фут. Опредфлить длину высоты и длину каждой изъ параллель- 
НЫХЪ СТоронъ. 

Ришеше. Назовемъ высоту трапещи черезъ х, большую изъ параллельныхъ 
сторонъ черезь у, мёныпую черезь г. Площадь трапеши равна полусумм® 
_ параллельных сторонъ, помноженной на высоту; слдовательно, согласно условю, 
составляемъ сл5дующия три уравневя: 1) 220 = Е: ‚ или (2 + у) = 440; 
2) у—2 = 12, или га=у— 12; 3) у—1 = 18, или г=у— 18. Значеня для 
2 и 2 изъ уравнемй 2 и 3 вставляемъ въ 1-е уравнене; получимъ: (2у— 12). 
. (— 18) = 440, или 2у2 — 12у — 36-Е 216 = 440, или 12 — 24у— 112 =0; 

—=12 У 14+ 112; у=12 416; и =12-416=28; у, =12—16=—4 
(не годится, ибо условию не удовлетворяеть). Найденное положительное значенте у 
подставляемь въ уравнене 2-е и 3-е; получим: е=у— 18 =28 —12 =16; 
1 =у—18 =28—18=10. Такимъ образомъ, мы узнали, что высота трапещи 
ие т фут., большая изъ параллельныхь сторонъ = 28 фут., & меньшая = 
— ут. 








о АОН 
Черт. 1. 


238. 


300. По данной сторон$ @ правильныхъ треугольника, пятиугольника, 


- Шестиугольника. восьмиугольника, десятиугольника, двънадцатиугольника опре- 


ДФЛИТЬ ПЛОШади этихъ многоугольниковъ. 
Рющене. Площадь правильнаго многоугольника = полу- 
произведеню периметра на апоеему. 1) Найдемъ площадь пра- 


вильнаго треугольника. Пусть АЕ (черт. 2) одна изъ его сто- 


ронъ. Соединимь центрь О съ вершинами А и Ви изь О опу- 

стимъ перпендикулярь ОК — апоеему. Изъ прямоугольнаго тре- 

угольника АОК, въ которомъь АО, какъ радтусъ круга, описан- 
вуз АК 


& 
наго около треугольника, = ——, АК =-5- = >, НаЙдемъ, 


| —_—_ 32 @ а _/— л 
что апоеема ОК = У 40-—ак*=|/ —щ=еУу 3. На основаши ука- 


занной въ начале рёшеня теоремы 5в = 9 г . ы «у а 
2) Найдемъ площадь правильнаго пятиугольника. Пусть АЁ одна изъ сто 
сторонъ. Изъ прямоугольнаго треугольника АОК, въ которомь АО, какъ радусь 


> 
3 


Черт. 2. 





5 5 а 
` круга, описаннаго около пятиугольника, = 4 т АК = —. найдемъ: 


2 ? 


апоеема ОК = У 40:— АК? = у 100 (во+10/ 5 ) —1 ЗИ 2+0 
} | 


На основами указанной выше теоремы $5 = т С И 25110 Уз = 


а? 
—=ч И 5-ю уб6: 


3) Найдемъ площадь правильнаго шестиугольника. Пусть АЁ одна изъ его 
сторонъ. Изъ прямоугольнато треугольника АОК, въ которомь АО, какъ радлусь 


круга, описаннаго около шестиугольника, равна сторонз, т.-е. а АК = — 





найдем: апоеема ОК = / 402 — АЕ? = У = < = ет. На основаши 
вба.аУз _ за Уз 
указанной теоремы вв =“ = т еь 


4) Найдемъ площадь правильнаго восьмиугольника. Пусть АЁ одна изъ 


_ его сторонъ. Изъ прямоугольнаго треугольника АОК, вь которомь АО, какь 


радтусь круга, описаннаго около 8-ка, = 5 \/ о (2 чу?) ‚ АК= =. найдемъ: 
| Е мат РИ 
эпоевма ОК = У 40:— АЕ: ее Иан)“ =У“в+5уз)= 
ее ие -—. 
=5 \/з12 уз зу: Би М (/> 1 == (+у2). 


: 84а. а\1- у 2 
На основании указанной теоремы 58 = 59 — = 24? (1 и э) а 
5) Найдемъ площадь правильнато десятиугольника. Пусть АЕ одна изъ его сто- 


ронъ. Изъ прямоугольнаго треугольника АОК, въ которомъ АО, какъ радтусь круга, 
| [7 
описаннаго около десятиугольника, = > И 5-1 ‚ АК = а найдемъ: &1096ем& 


ок= Ул ак: = У тез) += Утв = 


= | | 10а.а (5-2 У5 
а — И 5 +2 и 5 : На основави указанной теоремы $10 = ны. в УЕРУ В = 
Ба? —. 
= Ива 
_6) Найдемъ площадь правильнаго двёнадцатиугольника. Пусть АЁ’ одна изъ 
ето сторонъ. Изъ прямоугольнаго треугольника ДОК, въ которомъ 40, какъ радлусъ 


круга, описаннаго около дв5надпатиугольника, = @ и т Уз АК. = = : 








_ 284. 


имземъ: аповема ОК —=У 40: — АЕ? = У = уз) —. 

а? = а —___ 
= Уч-+чу 3—1) = зИУтауз = И=+4/ 9+ (Из = 
==У@+уз) => (Уз). На основанёи указанной теоремы В. 
— У. 342 2-3). 


301. Изь двухъь подобныхь многоугольниковь одинъ иметь периметръ 
равный р, другой-—равный 7,; площадь перваго многоугольника: есть (©: Опре= 
ДФлить площадь второго. 
Рошене. Изъ геометрли извЪстно, что злощади подобные многоугольников 
относятся между собой кокь квадраты, стодетвенныяь сторонь, а периметры— 
хак стодетвенныя стороны, слБдовательно, площади плодобныхь многоугольников 
относятся между собой какз квадраты. периметровь. Пусть площадь 2-го. много-. 


2. 
угольника =. На основаюи послздняго вывода имземъ ” а г откуда. 
2 

р с. $ 0. 
302. Участокъь земли ОКАЁСМЛ (черт. 3), соетоя- 

А п изъ треугольника КАЁ и трапеци ОКЁМ, ‘про- 

дается за 1362 рубля. ИзвЪстно, что сторона КГ, па- 

к ь раллельная РМ, равна 5 саж., длина перпендикулара 


КЕ =3 5. саж.,отр$зокь ДЁ = = сажени, отрёзокъ. 


ВИ ММ = 1 саж., длина перпендикуляра АВ = 10 саж 


Черт. 3. По сколько рублей продается квадратная  сажень 
участка? | 

Ршене. Найлемь площадь даннаго участка ДКАГМО. Она, очевидно, 

равна сумм площадей: прямоугольныхь треугольниковъ ОКЕ. МГМ, тре- 

угольника КАГ, и прямоугольника ЕКГ.М. Площадь треугольника ОКЕ == 








5 
“ = _ = 155} площадь треугольника МЯМ№ = —— = 
ра И г н- ох => площадь треугольника КАГ, = ее. —— 
ой И О 
= КТ(АВ — СВ) ЕГ (АВ КЕ) = 5(10 33) — 65. площадь прямоуголь- 


— д ——_—[{— = ——ы—ы—ыы—ы———- 


2 Ре о) о о 
ника ЕЕГ,М = КЕ. ЕВГ. = — 5 = > = р Искомая площадь = 15 -- 
ая в Е 16 + 17-> — 37; пфна квадратной сажени = 1362: 31 = 36 руб. 


303. Длины сторонъ треугольника въ футахъь суть 36, 29 и 25. Опре- 
дълить длину каждой изъ трехь его высоть. | 

Рющене. Площадь треугольника равна квадратному корню изъ произведеня 
полупериметра на полупериметрь безъ одной стороны, на полупериметрь 0езь _ 
кругой, на полупериметрь безь третьей стороны. Слздовательно. площадь дан- 


ия 


наго треугольника = 45.9 16.20 =3.4.30 = 360 кв. ф. Но, съ другой сто- 
роны, принявъ сторону въ 36 футовъ за основанте треугольника и обозначивъ 
высоту относительно этой стороны черезь #,, найдемь: площадь треугольника == 


а — 18, = 360; откуда № = 20 $. Привявъ сторону въ 29 футовъ за 


основаше и обозначивь черезъ №, высоту относительно =. стороны, находимъ: 
29. 

площадь треугольника == в 360; откуда №, = 2455 ф. Наконець, при- 

нявь сторону въ 25 ф. за основаше и обозначивь черезь й, высоту относи- 


тельно этой стороны, имземъ: площадь треугольника = —_ Е 360; откуда 


В: = 8— фута. 
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304. Участокъ земли АВС (черт. 4), имвющий форму прямоугольнаго треуголь- 
- ника, котораго калеты суть АВ=40 саж. и ВС=60 саж.. состоить изъ трапещи 
РЕСВ и прямоугольнаго треугольника АЛ. Каждая квадрат- 
ная сажень площади трапеци стоить 5 рублей, каждая квадрат- 
ная сажень площади треугольника—3 рубля. Длина АД = 24 
саженямъ. На какомъ разстояши оть АВ нужно провести ли- 
ню, ей параллельную, для того, чтобы весь участокъ земли 
АВС раздвлилея на 2 части равной пфнноети? 

Рещене. Узнаемъ, во-первыхъ, стоимость всего участка 
АВС, для чего опредлимь стоимость каждой изъ площадей 
АРР и РЕСВ. Замфтивъ. что треугольники АР и АСВ 
подобны (потому что ЕРБ||ВС). мы имфемь пропорщю 








ЕО:СВ=АБ: АВ: откуда Е)= ВР = и —_ — 36 саж. Слфдовательно 
нлощадь треугольника АЕ = АР. о = __ — 432 кв. с. Цънность этой 
площади = Эр. х 432 = 1296 рублей. Площадь ДОЕСВ = о ‚ОВ = 


Ее _ ‚ 16 = 768 квадр. саж. ПЦ®нность этой площади = 5 руб. х 768 = 
— 9840 руб. Стоимость площади всего участка АСВ == 1996 р. + 3840 руб. = 
= 5136 руб. Половина этой стоимости = 5136: 2 =2568 руб. Итакъ, линия, 
которую мы проведемъ параллельно сторонё АВ, должна отсвкать оть всего 
участка часть цфнностью въ 2568 рублей. Спрашивается: Лия 9т& Должна 
пройти выше или ниже лиши Е@. Для рьшевя этого вопроса, опредвлимъ 
Цанность площади ЕСО. 

Такъ какь площадь ОДЕ@В = ОВ. ЕП =16. 36 =576 кв. саж., то 
пфна ея =5 р. Х 576 = 2880 руб., и такь какъ цфна площади ОРОВ = 
= 3840 руб.. то цфна площади РО@ — 3840. р.—<880 р.=960 руб.. т.-е. мене 
половины цены всего участка АСВ. А потому параллель. которую нужно 
провести, пойдеть ниже Е'@'. Пусть, напримвръ, ММ будеть такой параллелью (такъ 
что цфна площади АММВ = 2568 руб.). Мы булемь въ состояни провести 
такую параллель, если будемь знать длину ДВ = МВ. Итакъ, задача приво- 
дится къ опредфленшю длины МВ, которую обозначимь черезъ 2. Для опредз- 
леня 4 составимъ уравненте, КОтОрымЪ выразимъ, что цфна АМВО- Я 
РЕМВ = 2568 руб. 

р изъ подобля треугольниковь МЕЕ и АСВ, находимъ: 








_78 МВ ЕЕ „МВ ТВ МА Ея ее 
о в 
==: ока МЕ (6—9. Шощёь АМЕР = (АР + МВ) 
Ри ЕЩЕ ка Цна площади АМЕР= =. 
.3 = 121—127. 


Площадь РЕМВ = ОВ.МВ = 16. <. Цна площади ЛЕМВ = 5. 165 = 804. 
По условшо имемъ теперь уравнеше 725 — 12 805 = 2568, или 24° —1525 + 
—- 2568 = 0. Р5шая это уравнеше (при чемъ корень извлекаемъь съ прибли- 
женемъ до то), находимь 5 ==19,37 (второе ‘рёшеше д = 133,63, хотя и 
положительное, вопросу не удовлетворяеть, ибо отрЪзокь 1 долженъ быть менЪе 
длины ВС, равной 60 саж.). Итакъ. мы узнали, что р должна, пройти 
на разстоянти оть В въ 19,37 саж... т.-е. МВ = 19,37 с 


305. Треугольникь, основаюе  котораго =10 г 8 площадь = 
— 60 кв. ф., раздфлень на 4 равновеливюя части тремя прямыми, параллель- 
ными основанию. Опредёлить разстоявня каждой изъ этихъ прямыхь оть вер- 
шины треугольника. 

Решение. Площадь даннаго о АВС (черт. 5) тавна полупро- 


236 
| | “ дОвР 
изведешю основашя АС ==10 ф. на высоту ВР, т.-е. о 5ВР. По усло- 


во, площадь = 60 футовъ; слёдов., 5ВР == 60; откуда ВР ==12 ф. Пусть 
РЕ, Е и НЕ суть т прямыя, параллельныя основантю. ко- 
торыми площадь АВС раздфляется на 4 равновелиюя части, 


очевидно поэтому, что площадь РВЕ= 60. = 45 кв. ф,, 





площаль Ё Ва = 60. — —350 ф., и площадь НВЕ = = 60. 


подобны между с0600й; сл$довательно, площади ихъ относятся 
какь квадраты высоть. а потом площ. ^\ РВЁ  В№ _ 
| УТ площ. Л Дб ВР: 


В№ 45 В№ 

|1 =® = д; ТЮда В№ = = == 108: откуда ВМ =У108=6Уз 
ый ‚площ. А ЕВа ВМ? 30 __ В? 

—6. |198 == 10.392 Е УХ че АВС — ВР?” 60 144’ 








отсюда ВМ? = 





144. 30. ВМ? = 79; ВМ = У? =6у2=6. 1.414 =8, 434 и, наконець, | 


60’ 
72 15. 144 
А —_ т ИЛИ = = _ отсюда В? = 60 = 56; отсюда ВИ = 
У 36 =6 фут. | 


Длина окружности. Площадь круга. 


306. Опредзлить радтусь круга, площадь котораго равна 1. 
Рыцене. Пусть искомый радтусъ‘ круга =. Его площадь = х”?. Но усло- 
1 т 1 
ке ©  — 1. В * 1 — а Е ТЕ 
вю площадь = 1; сл$довалельно, п? = 1; 12 = = = Ут Е = 17 =0,56 


(приблиз.). | 
307. Площадь квадрата = 29,16 кв. ф. Опредзлить площадь вписаннаго 


въ него круга. 





Ришенле. Назовемъ сторону квадрата черезъ а. Его площадь 4? = 29, 16, 


откуда 4 =5,4 $. Изъ геометрии извфстно, что сторона квадрата, описаннаго 
коло круга = даметру его; слЪдов., радуеь г=5,4:2= 2,7 4. Его по- 
Щадь = ^72 = 3, 14. 2, 72 = 3,14. 7,29 = 22, 8906 кв. фут. 
308. Разность между площадями двухь круговь =. разность между 
радлусами этихъ круговъ = 5. Опредфлить площадь каждаго изъ круговъ. 
Ршенае. Пусть радтусь большаго круга = В, мёнышаго =. Согласно 


условю, составляемъ слфдующия два уравнетя: «А? — пт? = а, или В — 
и. й (1 уравн.); В —г=6 (2 уравн.). Раздфливь 1-0е уравнене на 


2-0е, получимь: В-Ёл = — (3 уравн.). Сложивь 2-0е уравнене съ З-имъ, по- 





а-- пб. а-- пб? | : 
лучимь 2В =- —_—; откуда В =-—__. Вычтя изъ 3-го уравненя 2-0е, по- 





| а —- тб? @ — пб? ` 
лучимь 2 =-——_—_, откуда =. Площадь большаго круга = «А? = 
п (а -Р п5?)? (а - тб? п (@ — тб?)2 @ — пб?)2. 
р 42а _ Чи 42 ) площадь меньшаго = тт? а — ( о 
309. Площадь кругового кольца = М. Радлусь большей окружности = 
— длин меньшей окружности. Опредзлить радтусъ меньшей окружности. 
| Рьшене. Обозначимъ радусь меньшей окружности черезь 1, а ра- 
длусъь большей окружности черезъ у. Длина меньшей окружности = г = 9х. 
По условшо, длина меньшей окружности = радлусу большей окружности, т. е. 
212 =. Такимъ образомъ, вмзсто у мы можемь взять 4^2. Площадь же кру- 
гового кольца = разноети площадей большаго и меньшаго круговъ; слвдовалельно. 











\ 


ы =15 кв. ф. Но треугольники АВС, ОБЕ, ЕВб и НВЕ | 


№ д р . , 
г Ул 310: % А 


93. 


получаемь уравнеше х (212) — д? = М, или 22 [п (4=? —1)] = М, откуда 1 = 
М 

310. а минутной страки часовь въ течеше и минуть про- 
ходить дугу, длиною въ 6 лишй. На сколько отрфлка эта длиннфе другой 
минутной стр®лки, конець которой въ течене и минуть описываетъ дугу. длиною. 
въ @ лиш? 

Решенще. Циферблать, очевидно, представляеть собой кругъ, радтуеъ кото- 
раго = длинз минутной стрфлки. А потому, обозначивь вь первомь случаз. 
длину стрзаки черезъ 5. & во второмь черезь у, найдемь: длина окружности 
соотвЪтетвенно = 2% и от: и если весь циферолать дзлится на 60’, то длина дуги. 

‚ 215 = ВИ” 
ВЪ |” = = 50 Длина дуги въ ® минуть въ первомъ случаз = те 
Е = о . Въ услови сказано. что конець минутной стрзлки проходить дугу длиною. 


306 
ВЪ ф ре сл? вдовательно, ® = 6, откуда 5 = —>; Длина же дуги въ # мин) ть 








г 
2т * $“ . ТЖ 30а 
во второмъ случав = о = 5` =, откуда у= >. Разность длины стрз- 
306 35 30 бт — % 
о 
17% т, т й. т. 


311. Проведены три концентрическихь круга. изъ которыхь больший имзетъ. 
радлусъь В. Площадь меньшаго изъ нихь и площади двухъ образовавшихся 
круговыхъ колець отлосятся между собою, какь т:7:7. Опредёлить радтусы 
двухь мегьшихь окрузностей? 

Раышене. Назовемь ралусь наименьшей окружности черезь 2, а ралусь 
средней черезь у; раллусь большей окружности, какъ извЪстно ИЗ условля, 
равенъ В. Тогга площадь меньшаго круга = <, а площади двухъ образовав- 


нихся круговыхь колецъ соотвфтотвенно равны: пу — пр, кВ? — пу?. Согласно 


т составляемь слёдуюнщия 2 уравнешя: к а о 


=-.-@. Изь 1-то уравнешя имфень: па? — туз — 192, или (т - 1) 2° = 


= 1; Откуда 2 = у у Е [и . (3). Это значене х подставляемь во 2-06 урав- 


и у 








нене, получимъ: _ ии _ — —, ИЛИ (и) = -_ ИЛИ 05? у (т-Е®), 
ео самы р = (т-- 2) Е; ощуда у=Е о 


о значене у подставляемъ въ 3-ье уравнеше. получимъ 5 = 


7 (т -—- ®) т 
ее. р, = В | тир. 





Задачи на построенге. 


312. Черезь точку А провести прямую, проходящую между точками ВиО 
п находящуюся на равныхъ разстояяхь оть нихъ. 


Рющене. 


Анализ построения. Пусть АМ (черт. 6) будеть искомая прямая; тогда перпен- 
днкуляры ВМ и СМ будуть равны. Такъ какъ одна точка А искомой прямой 
дана, то стоить только найти другую точку, и тогда легко буде‚ъ построить эту 
прямую. Попробуемъ соединить точки и Би С найти положение точки О. Раз» 
смотримъ прямоугольные треугольники ОБМ и ОСМ. Въ нихъь ВМ = СМ, Д 
МОВ = / МОС, какъ вертикальные; слдовательно, прямоугольные треуголь- 
вики ОБМ и ОСМ равны (по катету и острому углу), откуда ОВ = ОС. 

т.-е. точка О есть средина ВС. 


`- 


х 


ВВ 


Построеше. Соединимъ данныя точки В и С прямой лишей. Средину О | 
отр$зка ВС соединимъ съ данной точкой А. Прямая АО будеть искомая. 

Синтезь (доказательство). Опустимъ перпендикуляры ВМ и СМ. Вь прямо- 
угольныхъ треугольникахь ВОМ и СОМ гипотенуза ОВ=0ОС, Д ВОМ= СОМ 
(верт.), слБдов. Л ВОМ = Л СОМ. Изь равенства треугольниковь вытекаеть, 
910 ВМ = СМ, т.-е. что прямая АМ находится на равныхь разстояняхъ оть 10- 
чекъ Ви С. 

Изельдоване. Такъ какъ отрфзокъь ВС имфеть одну только средину, и 
черезъ точки А и О можно провести только одну прямую, то задача имфеть 000 
рьшене. Если точка 24 находится гдф-нибудь на прямой ВС, не въ точкВ 0, 
то искомая прямая сливается съ ВС. Если точка А находится въ точкз О, то 
всякая прямая, проходящая черезъ О, будеть удовлетворять требовантямъ задачи, 
и задача будеть неопределенной. | 

313. Черезъ точку О провести прямую, составляющую равные углы со сто- 
ронам= даннагь угла АБС. 


Рэщене. 


Анализь. Пусть ОМ (черт. 7) будеть искомая прямая, т.-е. ХВММИ=/ ВММ. 
Такъ какъ въ треугольникв противь равныхь угловь лежать равныя стороны, 





Черт. 6. Черт. 7. 


то ВМ = ВМ и ЛВММ- равнобедренный; слёд., если проведемь въ немъ вы- 
соту ВК (1.-6. изъ точки В опустимь перпендикуляръь на ММ), то она будеть 
вВЪ 10 же время биссектрисой; такимъ образомъ, искомая прямая ММ перпен- 
дикулярна къ биссектрисв угла АВС. 

Цестроение. Проведемь биссектрису даннаго угла АВС и изь точки О 
.опустимъ на нее перпендикулярь; этоть перпендикуляръ и будеть искомой прямой. 

Синтезь (доказательство). Въ прямоугольныхь треугольникахьъ ВКМ и 
ВКМ уголь КВМ =/ КВМ, ВК— общая сторона, слЪдов.. Л КВМ = АКВМ, 
какъ имзюще обпий катеть и по равному острому углу, прилежащему къ 
жатету. Отсюда, Д ВМК = ВМК, что и требовалось рёшить. 
| Изсиедоване. Задача имфеть одно рёшеше, такь какь въ угл можно 
провести только одну биссектрису и изъ точки опустить на прямую только одинъ 
перпендикулярь; для возможности ея необходимо. чтобы данная точка Ои / АВС 
дежали по одну сторону прямой РФ, перпендикулярной къ биссектрисв ВК. 


`Теометричесвй задачник. 


314: Равнобедренный прямоугольный ‘треугольпикъ, площадь коего == 
— 23,04 кв. фут., вписанъ въ кругь. Вокругь этого круга описанъ квадратъ, 
сторона котораго равна сторонЪ правильнаго вписаннаго въ другой. кругь тре- 
угбльника. Опредфлить площадь этого второго’ круга. _ 
_ Рыщене. Пусть АВС (черт. 1)— прямоугольный равнобедренный треуголь- 
_викъ, вписанный въ кругъ. Гипотенуза АВ въ то же время служить’ В 
этого круга, такь какь Д АСВ = 4, и если онь вписанный, 
то опирается на концы дтаметра. СоеДиНИМЪ центръ О съ вер- 
шиной (С; прямая 0С перпендикулярна АВ, какь медана, 
проведенная изъ вершины равнобедреннаго треугольника бл. 


АВ. 0С 
довательно, площадь ива ре равна — — = 


_ 206. 06 
7. 








— 06? = 23.04 (АВ, какъ маметръ, = 200); откуда Черт: р 


0С = 4.8 фута. Сторона-же квадрата, описаннаго около круга, = маметру его; 
слЗд.. ЕЕ 9. 6 фут. Пусть радлтусь” второго круга = т. Сторона правильнаго 
треугольника, вписаннаго въ этоть кругь, какъ ‘извфстно изъ теори, т 


ы 


ту 3 =9.6, откуда г = гы Площадь второго круга == п"? = — а 


Уз 
— 96.4608 кв. фут. 
315. Опредзлить сторону ромба, зная, что она равна меньшей! изъ его 
дагоналей и что площадь этого ромба равна площади круга рад1уса В. 
Рищене. Назовемь сторону ромба черезъ 5. Его и какь извЪетно, = 


ее Р (черт. 2). Но мень- 








== полупроизведению его дагоналей т.-е. 5 ромба = 
шая длагональ равна сторонЪ г равной 1; сл$- 


о 2 довательно, © ромба = р. Съ другой стороны, изъ 


геометрии  извфстно, что д1агонали ромба перпендику- 
лярны и взаимно длятся пополамъ; слЗд., изь прямо- 
угольнаго тети 400 а: 01 = АР*— 


де а —40'. Но 0р=- ©, 40 ==, такимъ образомъ, поста- 
реа: ВИРЪ (-:) ов а ВМЪсто ;40— (4 : получимЪ 


ВТ? РВ АС? т Е <= = нс — ‚ откуда ВО =1уз. В 





О = т согласно условю, она равна пло- 
ь 23 с 
щади _ а В, Т.-6. "В, а потому получаемъ уравнене: —— =тА", 


ИЛИ 2? == Е ОТКУДа {= ви 8 ° 


г. 


316. Опредзлить стороны прямоугольнаго треугольника, зная, что сумма 
его катетовь превышаеть длину гипотенузы на 4 метра и что площадь его = 
—= 30 квадр. метрамъ. 

`Рьшене. Назовемь катеты прямоугольнаго треугольника черезь и у, а 
гипотенузу черезъ 2. Согласно условю, нолучаемь слфдующия уравнешя: е = 


= Узи... (1); т+у—4=2, ши 2=:-+у— 4... (2) и = = 30, ила 
1) = 60... (3). Значене 2 изъ уравневя (2) подставляемь въ уравнеше (1): 
(у = Уж, ии (с-у—4 =, ши Руб + 
-- 22—81 —вВу = -- у, или 8 (2+ у)=16 - 2241, или Ф-- им. 


Подставляемъ въ послЪднее уравнение `значене 1у = 60 и находимь 5 у = 
= 17... (4). А теперь, зная сумму корней (урав. 4) и произведеше ихъ (урав. 3), 
составимъ квадратное уравнене по корнямъ. Изь теорли алгебры извфетно, что 
сумма корней есть коэффииенть при неизвъстномь первой степени с5 обрат- 
нымь знакомь, а иль произведене— свободный члень в5 тьмь же знак мь. слЪдо- 
вательно, получимь квадратное уравнене: т? —17т-- 60 =0; ш= 
АН Е 17 + 71—12. п, = 17 - и вы Не 
угольника соотвфтетвенно равны: х=12 мет. у==ди., 3 гГипотенуза 2 == 
= И 144 55 = 13 мет. | 


317. Изь точки М(черт. 3), отстоящей оть окружности нзкотораго круга 
на МЕ =а метр., проведена къ этой окружности кз- 
сательная ММ№ длиною въ 2а метр. Опредзлить площадь 
правильнаго вписаннаго въ кругъ треугольника. _ 
Рюшенле. Назовемъ радусь окружности 0 черезь г. 
Изъ геометри извфстна слфдующая теорема: квадрат 
касательной, проведенной кь окружноети изь какой-ни- 
будь вншней точки, тфавень птоизведеню съкущей изь 
9т0й же точку на вноший ея отуоьзокз. Въ данномъ 
случа М№= МЕ. МР = МЕ (МЕ-- ЕР). Но ММ, 
по условю, =2а, а МЁ==а, слЪдовательно, (24)? = 


—а(а -- 2"), или 44? =а? -- 24", или 30? = 24"; откуда 
"Черт. 3. __ 342 _ За С : 
“=>. =>. ©1орона же правильнаго треугольника, 


3 








Е 





| За — | 
вписаннаго въ кругь, равна У 3 = 5 Уз. Площадь правильнаго треугольни- 


уз зауз\, 
4 в 


ка = ‚ ГБ В — его сторона; слЪФдов., искомая площадь = ( 


И 
411608 Уз. 


318. Длины двухь лин, соединяющихъ средины катетовъ съ вершигами 
противоположныхь угловъ треугольника, суть @ и 6. Опредфлить площадь тре- 
угольника. 

_  Рищене. Назовемъ катеть АС (черт. 4) прямоугольнаго 
треугольника АВС черезъ т, а катеть ВС черезъ 9; тогда пло- 
щадь треугольника = ы пусть Е будеть срединой ВС, а Г — 
—срединой АС, тогда, по условю, АЁ =а, ВО =. Изь пря- 
моугольнаго треугольника ОБС имфемъ: ДВ? = ВС? -- 20?*= 


= В(* -- (5-)*. Но РВ =, ВС =у, АС =х. Подставивъ 


эти значешя въ уравнене, получимъ: 6? = 1/2 -- (>), ИЛИ 


’ 








Черт. 4. 


62 — у -- ... (1). Изъ прямоугольнаго /-ка АЁЕС нахо- | 
_ДимЪ: АЕ? = АС? -- ЕС? = АС- (75), ИЛИ а? = 42° + у, ИЛИ 1” = 


> 





. (2). Послднее значеше 22 подставляемь въ уравнене 


И, м = а ; 1652 = 162 + 44? — 92; 165? = 


= 15 + 442; т = 16° — 447; откуда у = и Найденное значе- 


2 __ 16% — 41 
— 15 6402 —16% 
не у подставляемь въ уравнеше (2); = = = 


4 (16а2 — 45> 16а? — 4 1642 — 46° ; о 
= Е откуда т = У =. Площадь треугольника = 


НН. Ив ув 4 (44? — 5?) _ 
зе К анг 15 НЕ 


ги (452 — аз) (4а* — 6). 





319. р, сторону ромба, зная, что площадь его =Р, а отношение 
фагопалей = т: т. 

°_ Решеше. Назовемъ дагональ ВЛ) (черт. 2) ромба АВС черезъ х, а д!з- 

гональ 4С — черезъь у. Площадь ромба, какъ извфетно, равна полупроизведеню 


его дагоналей: слёдоват., = =Р, или 21 = 9Р... (1). Отношеюме же длагона- 





`лей == сл®дов., у = -—-. ИЛИ = „_у... (2). Это значение 2 подставляемь 
ор 
въ уравнене 0 у = 2Р, или у => и, откуда у = Е “. Найден- 
по 
| т —- 2рт, 
ное значение у подставляемь въ уравнение (2): ч=— =у 


ДалВе извЪстно, что д агонали ромба взаимно ва и дълятея по- 


В 
поламъ; сл$д., д АО = 4,40 = аа = === 
ыы > рт ‚ Изъ прямоугольнаго ее АО. находим, что сторона 


2Рп 2Р(т  ®?) _ т -ф п? 
ромба АД = - У 40? + 01: -- 00% = и и р Ея и ВИ" Е. 


320. баре стороны прямоугольнаго треугольника, У. котораго ‘пери- 
метрь = — 20, 8 площадь = т”. 

Рищене. Обозначимь гипотенузу черезь 2, одинь изъ категовь черезь у, 
другой черезь 2. Согласно условю, составляемь слздующия три уравнения: 


5. = т? или 2у = 21°... (1); х= Уф... (2); тру2= 2, ИЛИ 1 == 
—= 2р —у— г... (3). Значене 2 изъ ‚Уравнения (3) подставляемь въ ‚уравнение 
- (2): тие р у—а, ши = (ру 24 

— 4ру — 492 -- уе, или 4ру - 4рг = 40° -- 2уа, или 49 (у--2) = | -- 392. 
Въ послЪднее уравнеше подставляемъ значеше у2 изъ НЕ (1 ): 4р (у-+. 
+9 =47 4? ши руд = + п; откуда уе". (4), 4 
_ теперь, зная сумму корней [уравнен. (4)] и ИХ О [уравн. < с0- 
ставимь квадратное уравнене (см. зад. №316): 5° — т 8-Е т? = 0; $ = 


‚рз-- тя и а: ВР т’ - Убе) — вре. 
И и “И: а, 9: 


2 АИ УЕ т?) — 8р?т? 
ЕР ие Итакь, у==$: или $ 2==5. или $. Най- 
денныя значешя у и г подставляемъь въ ‚Уравнение (3): х=зр-- 
ЕЕ п. ри — У и: — Вр? _ 
2р 


170. 


РР — Уф т — Вт — р" Е УИ тЫ 
2р Е: 
__ 20° — 202 кан | 
в 
321. Участокъ земли въ те трацеци АВСЛ состоить изъ треугольника 
АРЕ и параллелограмма ЕОСВ. Сторона’ АВ = 60 саж., ОС = 35 ‘саж. и вы- 
ста О@ = 40 саж. Каждая квадратная сажень площади параллелограмма 


стоить 5 руб., квадратная сажень площади треугольника 3- . 5 руб. На какомь 


разстоянти 2 оть стороны ОС нужно провести ей ва линно ММ. 
‚ которая раздзлила-бы весь участокъ земли на двф части равной стоимости? 
Ришене. Найдемъ стоимость всего участка земли въ вид трапеши АВСР 


(черт. 5), для чего опредфлимъ сначала площадь а АБЕ и парал- 
АЕ. (АВ — ЕВ) РС 
лелограмма — ЕОСВ; площадь /Л-ка АДЕ = ео ее 


а А — (60—35) 20 = 5.20 ==500 квадр. саж. 


слЪдовательно, стоимость его земли = 31/.. 500 = 
= 1750 руб.; площадь параллелограмма РОСВ == 
ЕВ.09=)С.Ш4 = 35.40 = 1400 кв. с.; слЗдов., 
стоимость этого участка = 5.1400 = 7000 р. Стоимость 
всего участка земли въ видв трапеши АВСШ равна 
1750 -- 7030 = 8750 руб., а стоимость каждой части, 
на которыя дЪлится трапещшя АВСШ, равна 8750 :2 = 
— 4375 руб. Пусть ОЕ пересъкаеть ММ вь точкь 
_0. Участокь МОСМ состоить изь треугольника 


МГ@ и параллелограмма 9ДСМ. Площадь треугольника мро=2 9.0" ее 


ММ—0№.рЕ (м ММ— 
в о = ВОР = стоимость этого участка== 








— : ‚(мм ое - и лен в руб. Площаль параллелограмма @ОСМ№ = 


== Ом. РЕ = ПС.ШЕ= 351: о его земли =5. 355 = 1751 рублей: стои- 


мость всего участка МОСМ = и + 1755. Но стоимость этого участка, | 


какъ половины всей трапеши = 4375 р. Такимь образомъ И + 
_ — 35) 4: 55 — 
= 625... (1). Изъ подоб1я же треугольниковь МРО и АБЕ иметь: и 


_ РЕ М9 _ МИ—0С _рЕ ММ—35 _ 
ОИ ав со — ап; р =; Мм -з+%. 


6х 
т г (5+35—$) 
Это значеше ММ подставяяемь въ уравнен. (1): Е ВЕЕР 25т = 


— 695. или 2 ++ 255 = 645, или 22+ 1605—4000 =0; #=—80 + 


Е АВ ; 1=— 80 + 101. 98 = 21,98 саж.; 1, — не годится. Итакъ, 
й— Юй -= 8 саж. 

322. Въ трапеши АВС выбота ВЁ = 45 фут. . эс изъ нопараллель- 
вьхь сторонъ, АВ = 61 фут., параллельныя стороны суть АР=150 ф. в 
ВС =90 фут. Насколько вершина А. удалена оть точекъ пересвченя № и Р 
стороны АР съ тёми двумя прямыми (№ и ЕВ которыя, будучи перпендику- 
лярными къ АД, двлять данную трапецю на три равновелик1я части? 
(Ар-+ВОВЕ _ 

ей те 


- 1755 = 4375 р. или, сокративъ на 7, получимъ: 





_ Решеше. Площадь данной трапещи АВСШ (черт. 6) $ = 


= =” > = 5400 кв. фут.; сиздовательно, площади прямоугольной тра- 


пещи АВММ и прямоугольника ММ ВЕ содержать по 1800 кв. фут. А потому 


а 


площадь’ АВММ == Е — 91800 но М 


— ВМ; АЕ = УАВ?— и У — 4 = 
==24. ВЕ — = 45; слЪдовательно, площадь АВММ = 


`В 
ЕЮ - 5, или 24-2 ЕМ = 80; ока — а 


ЕМ.= 58; сад, АМ = АЕ- ЕМ = 24-28 = 

=52 фут. Площадь. же прямоугольника УМАР = 

= МЕ.ММ = МЕ. ВЕ = 45 МЕ = 1800, а 2 
МЕ = 40; слВдовательно, АЁ = = АМ -- МЕ = _ Е Черт. 6. 
+ 40 = 92 фут. 


323. Участокъ земли въ видв прямоугольника АСТ, отопато стороны 
УТЬ АВ = 200 саж. и ВС = 150 саж., длится дмагонально на 2 участка земли 
разной цфнности: каждая квадратная сажень площади АВС’ стоить два рубля, 
квадратная сажень площади 4)С — три рубля. На какомъ разстоящи` оть АВ 
должна проходить ливя, ей параллельная и дфлящая весь участокь земли АВСР 
на двЪ части равной ценности? 

Рощене. Найдемъ стоимость всего участка, земли въ вид прямоугольника 
АВС. (черт. 7), для чего опредфлимь сначала площади треугольниковъ АВС 


ий АПС: площадь треугольника две — 8 = — 


2 
Е ее 15000 кв. саж. `Сльловалельно, стоимость 


этого участка =2.15000 = 30000 руб.; площадь тре 
_  угольника АДС = ЕР 08 = — 200 . 150. —_ = 15000 квадр. 
Черт. 7. саж., стоимость этого участка = 3.15000 = 45000 руб.; 

стоимость всего участка земли въ видЪ прямоугольника 

АВСП = 30000 + 45000 = 75000 руб., а стоимость каждой части, на ко- 

торыя дфлится прямоугольникъ АБВСШ, равна 37500 р. Пусть МВ искомое 

разстоян1е т. Участокь АММВ СОСТОИТ изъ прямоугольнаго Л-ка АМР и 


трапещт АРМВ. Площадь треугольника АМР = Е 














2 2 
ЩЕ — ‚ стоимость его земли = ВЕ — руб; Площадь трапещши АРМВ == 
2 
аа —— Е о ЕО ‘стоимость этого участка = о - а р.; 


слёдоват., стоимость всего участка АММВ равна 32 — ое СВЕ +00 = 
— 37500, или 2 [3 МР -- 2РМ ++ 400] = 75000, или 2 [МР (МР ь РМ 

+ 400] = 75000, или (МР ММ + 400) = 75000, или #(МР+ 2.200 + 

-- 400) = 75000, или х (МР Е 800) = 75000... (1). Но изъ полобя треуголь- 


НИКОВЪ АПС И а. находимъ: МР: ОС = АМ: АР, или 


200 250 
откуда МР— == 1. Найденное  значенте МР. вотавляемь `ВЪ уравнение (1):. 


п 75000, или 422 + 2400 2— 225000 = 0, или 42 + 6002 


о - —0: = — 300 50000-56250: з, = — 300 + 382,42 = 82.49 
_ ба = — 300 — 382.42 = — @2.42 (не годится). Итакь = МВ = 82,42 саж. 


‘324. Изь двухъ параллельныхъ сторонъ трапещи большая АВ =6 то, 
меньшая ШОС = 4,5 метр. На сторонё ДС дана точка М, положене которой 
опредфлено длиною ‘отр$зка ДМ == 1,3 метра. Требуется черезъ эту точку про- 
‚ вести такую прямую, которая раздьлила бы трапешю на 2 равновеликая части. 
Рьшене. Пусть перпендикуляръ ОК, опущенный изъ Ш на АВ (черт. 8), 


АВ 6 
веть высота, трапещи, ея площадь = ОЕ Е о ее и ОЗ АЕ 





м ео олд. площадь АРМ@ (М@ — искомая прямая). 
равпа — в во, съ. `другой стороны, она к 
| о К и Потом Е Ре 
т ы | ь а Е ты — те или, сокративъ на — полу- 


ар чимь 5.25 =0М+ А; но рм= 1,3; сльдова- 
тельно. 5,25 =13 т АС; откуда Аб = а В 
325. Хорда АВ окружности О, нызющей радтусь въ 10 т. соста- 
вляеть съ касательной АЛ къ этой окружности острый уголь въ 270. Катясь 
по касательной, окружность съ положешя (Г) (черт. 9) проходить: въ положеше 
(п) такъ, что хорда АВ становится параллель- а 
Но1 касательной. Опредфлить, длину прямой АЛ. ° 
‚ Решене. Переходя изъ положения (1) въ по- 
лозжене (П), окружность, очевидно, прокатилась 
3600 — — АВ. 
на длину дуги АД = т ее. 
Изъ геометрии же извЪстно, что уголё, состав- Черт, 9. 
денный тордой и касательной, измъряется: по-_ | РЕ 
ловиной дуги, заключенной между’ его сторонами; слВд., если онъ равенъ 215, 
— 540 < 
10 дуга 54°, а потому — АД = о = 153. Длина же дуги = — ‚ ГБ 
т—ея радлусъ, аа — число градусовъ, содержащихся вь ней; слфдовательно, ВЪ 
2=.10.1530 — 17 


данномъ случаЪ искомая длина АД = = = -5- = 26,63, дюйм. 
326. Площадь круга, имющаго радлусь В, ЕЕ концентрическими 

окружностями на 7, равных частей. ы 
Рьшене. Пусть радусы послфдовательныхь концентрическихь окружностей 





ОА, ОВ. 00, ОБ.... (черт. 10) равны соотвфтетвенно 2, у; 2, ит. д. Согласно — 


условию, площадь круга радуса В Длится на т равныхь 
3 

частей, слВдоват., каждая часть = ——^_. Какъ гидно изъ чер- 

тежка, каждая часть = п5?, пу? п, г —?, ит. д,; слБ- 


=В 
довательно, получаемь уравненя: п:? = ——3; откуда 22 = 

















Черт. 10. 5 о ав 28 
т — Са =. =>: = 
и + = откуда ту’ = 
22 пА?2 В? | 
-=у"=ву= : 28 — пу? = Е. ИЛИ па = №, отеюда 2 = 


ть. Д. 


327. Шаметрь АВ ты 11) круга АРВКА. Не а, раздёлень въ 
точкВ С такъ, что АС = 5 АВ; на отрёзкахь АС и 


СВ, какь на дламетрахь, и полуокружности АМС_ 
и СМВ. Опредзлить площадь Каждой ИЗЪ ‘фигуръ 
АМСИБКА и АМСМВЛПА. 

’ Рюшеше. Площадь фигуры АМ СУВКА, очевидно. 
равна площади полукруга АКВ безъ площади полу- 
круга АМС -- площадь полукруга СМВ. Площадь же. 
фигуры АМСМВРА = площади полукруга АДВ-` 
площадь полукруга ет Е полукруга СМВ; 


м АКВ. = ты но ==; площадь 41/0 = 


АС АВ а? . 
= т. (> =) = 5". (=) = 5; площадь СМВ = Е. 





| 





{ 


_ АВС треугольникь МВС, имБюций площадь въ 72 квадр. 


173 


АА ЕР па. площадь АМОМВКА = 24° = 





9 вв: 3.2) 18’ и 

га? — па? -- 44а? __ па? УВ - С 
и. = т = ="; площадь АМСМВОА = —- а г = 3 ка 
В Я 4 РВ | 

= 75. С. 





_ 328. Стороны треугольника (черт. 12) АВС суть: АВ=36, ВС =45 и 
АС = 29 футовъ. Изъ вершины В проведена прямая, пе- 5 
ресфкающая сторону АС въ точкБ М и отсБкающая оть ее 
фут. Опредфлить длину МС. —_ 

Решене.. На основаюши теоремы, что площадь 
треугольника по тремъ его сторонамъь а, 6, с равна 


Ур (у—а) @—6) @—0), гдБ р— полупериметръ, пло: 
шадь треугольника АВС = /45.9.20.16 = 360 квадр. & 











в 
фут. Но съ другой стороны та же площадь = ——_ ра 
(полупроизведеню основашя АС на высоту ВК) = 
ее — — 360; откуда ВК = — Площадь же треугольника МВС =" 
МС.ВК _ М0.120 4 
== 5 = 7555 - = 72; откуда МС == 5 фут. 








329. Длина стороны квадрата АВСР равна 35 фут. Изь вершины А 
- проведена прямая, пересзкающая сторону ДС въ такой точк$ М, что площадь 


отсченнаго треугольника АДМ составляеть — площади квад- 
рата. Опредфлить длину ОМ. | 

Ршене. Площадь квадрата АВОГ (черт. 13), равная 
-. квадрату его стороны, = 352 = 1225 квадр. фут., слЪдо- 
вательно, площадь прамоугольнаго треугольника АДМ = 


Н В 


- В. — — 245 кв. ф. Но площадь треугольника АДМ = 
сое. РМ 2 245; 35 РМ = 490; 0М = 14 фт. = 
—= 2 саж. 


330. Изъ вершины БВ прямоугольника АВСТ. стороны котораго суть 

АВ = 42 метр. и АР =54 метр., проведены прямыя ВМ и ВМ, в-зесЪкающя 

сторону РА такъ, что плошади образовавшихся фигуръ АВМ, МВМ и МВСР 

относятся между собой, какъ 1:3:5. Опредфлить разстояшя точекь М и № 

оть вершины 4. — | 
Решене. Площадь прямоугольнаго треугольника АВМ (черт. 14) = 

АМ. АВ 
—=——5—. Но АВ =42 мет.; слЪдоват, площадь - . 


АВМ = 42 и ЛАМ ‘площадьтреугольника МБ № равна . м" | 


Е — 21ММ; площадь прямоугольной 





трапеци ОМВС равна о Е р 


_ (“о-АМ—мм+ ворс а 
5 я | 
_ (ВС-АМ—ММ-+ВОАВ _ (28С-АМ-ММАВ __ (2. 54 АМ—ММ№)42 _ 
=. ВЕ В р ИО о 
о = (108—АМ—ММ)21. Отношенте же площадей треуголь- 
виковъ АВМ и МВМ равно 1:3; слвдовательно, площадь треугольника АБМ: 
: площ. треугольника МВМ = 21АМ : 21ММ = АМ : ММ =1:3; откуда 
ММ =ЗАМ.... (1). Отношеше площадей треугольника МВМ и траши ОМВС 
_ ‘равно 3:5. слВдовательно, он относятся, какъ 21 ММ : (108 — АМ — ММ) 21 == 
— ММ: (103 — АМ-— М№) =3:5.... (2). Значене ММ изъ уравнешя (1) 


т 
ЗАМ. — 


ветавляемь въ пропорцию (0), ПОЛУЧИМЬ 9—4 ги = —, ` ИЛИ БАМ= 324 - 


—12АМ, или 27АМ = 324; откуда АМ = 5 = 1 м. Е. АМ =19 и: 


МУ -ЗАН 3. 10 — Зо мет: оон, Ме АМ В 
—48 метр. несе 


_ З3З1. Въ круть ‘радуса В виисаны такъ два правильныхь треугольника, _ 
что при взаимномъ пересфчени ихъ сторонъ каждая изь сторонъ раздвлилась_ 


на три равпыя части. Опредфлить площадь внутренней НЫ ем. ко- — 


`торой служать срединные отр®зки старонъ треугольника. 
Рлиене. Фигура ВНКЕММ (черт. 15), сторонами которой служать — 

и. `срединные отрёзки сторонъ треугольниковь АВС и РЕЕ, 
ость правильный шестиугольникъ. Въ самомъ дфлВ, тре- 
угольники ЮОН и НВК ‘равны между собой (ОН = 
НК, ВН =НВ и /ОН$= И ВНК), и сл5доват. 
ДОН = НВК, во К НВК = / О5Н, какъ внут- 
ренн!е пакресть лежацие при параллельныхь линяхъ 
р5 и ВБК. откуда ДЭОН= БН; слдов., БЫ = 
=рН = НК. Такимъ же образомъ НК — ЮГ = ЬИ= 
—= ММ = №5 и, слфдовательно, фигура ЭНКГ.ММ есть 


правильный шестиугольникъ. Сторона его‘есть -- стороны 
правильнаго треугольника, вписапнаго въ кругь радуса В; 








ву 3 
слъдовательно, равна —"5—, апоеема его ОР’ опредзлится изъ прямоугольнаго 


| нк. вуз ИЗ 
треугольника ОРК, въ которомъ РК == а уз и ОК = виа (радлусъ 
=. описаннаго около правильнатс ‘честиугольника, равенъ сторонё его), 
312 38? ЕВ 
= У 0Е?— РЕ? = У = Е. =. СлЪдовательно, площадь 


вуз.Е _ 


фигуры, равная  полупроизведетю периметра на апоеему, = —5 5 _5-= 


вуз. 


р; ‹ 
332. Опредълить длины катетовъ прямоугольнаго треугольника по слВдую- 
_щимъ даннымь: 1) стношеше этихь катетовъ = 1->; 2) гипотенуза _треуголь- 


‘вика == высот  трапещи, параллельныя ‘стороны которой суть 35 фт. ий 
55 фут; 3) трапешя ‘эта равновелика прямоугольнику, неравныя стороны 
котораго суть 18 фут. и 85 фут. | 

Реиене. Найдемъ сначала площадь прямоугольника, длины неравныхъ 
сторонь котораго суть 18 фут. и 85 фут. Она равна 18.85 = 1530 квад. фут. 


Пусть высота трапеши =. Ея площадь = о 45% =1530; откуда 
1 = 34 ф. Обозначимь катеты прямоугольнаго а: соотвЪтетвенно 
черезь хи у; гипотенуза его по Пиеагоровой теоремВ = У 22 -- у? = 34, ИЯ 
12+ у = 34° = е . (1). Отношене же катетовъ = 15; слвдовательно, 


ие в м Значен1е 1 изъ уравненя (2) подставляемъ въ уравне- 


пе 1156 . 64 
ме (1), получииь: — - О 12 = 1156, или 2892 = 1156.64; 12 = = 


=256; у= У 258 256 =16. Найденное значене у подставляемъ въ уравнеше (2), 


15 
` получнмь: =: 16 = 30. Итакь, калеты треугольника соотвзтственно равны 


36 фут. и 30 о 
333. Уголь сектора = 100. Опредълать площадь этого сектора, зная. 
‚это его радлусь = 30 дюйм. 


—- 
—.— 








м о 


_ Рюшене. Изь теометри извфстно, что площадь сектора выражается 
формулой: т ‚ тдВ В—его радусь, а з число градусовъ, заключающихся 


2 
въ его угл. Въ данномъ случа площадь сектора = о — = 200= = 
= 250`.3.14 = 785 кр, дюймовъ. | 

334. Сумма площадей прямоугольника и треуголевика, имвющихь равные 
высоты, равна 2800 квадр. футовь, а отношене этихъ площадей = 3. Основаве 
прямоугольника относится къ высотЪ его, какь 7:3. Опредёлить общую высоту 
прямоугольника и треугольника, их основаная и площади. 

Рищене. Обозначимъ площади прямоугольника и треугольника соотвЪт- 
ственно черезь $: и 52. Согласно условтю, составляемъ слЪдующя два уравнения: 
$1 55 = 2800.... (1), 51:55 =3, ИЛИ $: = 35....(2). Значене з, изъ уравне- 
шя (2) подставляемь въ уравнеше (1), получимь 35, -- 5, =2800, или 454 = 
— 2800; $, = 700 кв. ф.; слФдовательно, 5, = 2100 кв. ф. Пусть высота, прямо- 


| у Я 
угольника = 1, тогда его основаше =--2, и площадь равна 1.1 = 2100, 


ИЛИ 1? = 900; += 30. Итакъ, высота ==30 ф., осповане прямоугольника = 

7 7 т 
===. 30 —= 70 футамъ. Обозначимъ, наконець, основан!е треугольника 
черезь 2. Площадь его. равная полупроизведенио основашя на высоту, = 
ПС Е ПР | 
5 = 100; откуда ЕЕ фут. - 

335. Вь кругь, радлусь коего =4 футамъ, вписанъ правильный тре- 
угольвикъ, на сторон® котораго построенъ квадрать. Опредфлить рад1усъ окруж- 
ности, описанной около квадрата (учанаеся должны нарисовать этоть чертежъ). 

Рошенле. Стор’на правильнаго треугольника, вписаннаго въ кругь, рад1усь 
коего = 4 футамъ, равняется ти 3 = у 3. Пусть радлусь окружности, описая- 
ной около квадрата со стороной 4у 3, равень 2; тогда сторона этого квадрата 


выразится ‘черезъ гу СИ слъдовательно, для опредБленя 1х получимъ уравне- 
` Е. К Че Эх — 

ше: 2/2 = 4/3, откуда = и Е И 

| 2 : 


2 2 
336. На половинЪ длагонали о . имъющаго оспованме въ 
12 ф., а высоту въ 9 футовъ, построенъ квадрать, дагональ котораго служить 
стороною правильнаго треугольника. Вычислить радусь окружности, описанной 
около этого треугольника. 
Решеше. Длагональ прямоугольника, какъь гипотенуза, равняется квадрат- 


ному корню изъ суммы квадратовь сторонъ прямоугольника = ]/ 122 -- 9 = 15. 


15 15\2 15\2 
Длагональ же квадрата, сторона коего = > ф., равна Ио = (>) = 








450 5. ге 
=иИ = >у 18. Пусть ралусъ окружности, описанной около правильнаго 
и 
треугольника со стороной - У!8, равенъ 1, тогда сторона этого треугольника 
выразится черезъ гу 3, и, сяБдорательно, для опредфлешя х получаемь 
ба 5У 18 5 18 ББ 
уравнеше; Уз = > У1$; откуда = —= = = ет = 5 у. 
и 2уз 





ГЕОМЕТРИЯ. 


Стереометртя. 


ГЛАВА 1. 


Взаимное положене прямыхъ и плоскостей. 


Такъ какъ занимающеся по выпускамъ „Гимназ!и на дому“ уже 
знакомы съ общими понящями о стереометри—по сокращенному 
курсу '), то мы въ первыхъ главахъь лишь дополняемъ и расши- 
ряемъ т свЪдЪЕя, которыя уже имЪются у учащихся. 

224а. СпредЪленгя. Что такое стереометр1я, ч$мъ.она занимается, 
мы уже знаемъ. А именно: стереометуля есть та часть геометрии, кото- 
рая изучаеть свойства Ффигурь, не укладывающится на одной плоскости. Такъ, 
треугольникъ есть фигура, которую можно помЪстить на одной 
плоскости—еслЗдовательно, изучене свойствъ треугольника отно- 
сится къ области планиметрии. Если же возьмемъ кубъ, то изуче- 
н1е свойствъ этой фигуры относится къ стереометр!и, такъ какь 
фигура эта ограничена шестью плоскостями (два основашя и че- 
тыре боковыхъ плоскости). Однако никакихъ новыхъ элементовъ въ 
фигурахъ, изучаемыхь стереометрей, нЪтъ. Точка, лия, плоскость— 
вотъ тъ элементы, изъ сочетая которыхъ образуются и фигуры, 
части которыхъ находятся въ н%Ъсколькихь плоскостяхъ. 
| Изъ этого слЪдуетъ, что мы должны прежде всего познако- 
миться съ различными положен1ями, въ которыхъ могуть находиться. 
по отношен1ю другъ друга, прямыя и плоскости. При этомъ, ко- 
нечно, разсматривать мы будемъ взаимныя положевя прямыхъ и 
плоскостей въ томъ случаз, когда онз не на одной плоскости 
находятся, а, какъ принято говорить, в зространстею. 

225а. Свойства плоскости. Изъ понятйя о плоскости (см. вып. 1} 
слЪдуеть, что: 

1) Плоскость есть поверхность неограниченная, т.-е. ее можно 
представить себЪ продолженной безконечно во всВ стороны. Она _ 
какъ бы дЪлить все пространство на дв части. Поэтому, если 





1) См. выпуски 11 и 12. 


Ее 


9 
пересЪчь ее прямой, то одна часть этой прямой будеть находиться 
подъ данной плоскостью, а другая надъ нею (черт. 300). 
2) Бсякая прямая, которая не лежитъ на плоскости всВми 
точками, а лишь имЪеть съ ней одну точку, пересЗкаеть ее. 
3) Черезь всякую прямую можно провести множество пло- 
скостей (черт. 301). 


М 





у 
Черт. 300. Черт. 301. 


4) Прямая, соединяющая дв такихъ плос кости, лежить на 
ней всёми своими точками. 

5) Черезь всякую = и точку внЪ’ея можно провести 
плоскость. 

Положеше же плоскости вообще опредфляется тремя точками. 
въ пространствЪ, что доказано теоремой въ сокращенномъ курсЪ. Те- 
перь перейдемъ къ другимъ теоремамъ. 


226а. Теорема. Если 0% плоскости имтють общую точку, то онь иноють 
и общую прямую, проходящую через эти) точку. 


Итакъ, предположимъ, что у насъ есть плоскость Р (черт. 302), 
которая иметь общую точку 0 съ н%которой про плоскостью 
которую назовемъ в. На этой послЪдней 
плоскости проведемъ черезъ точку 0 двЪ 
какя-нибудь прямыя АВ и СФ. Тогда мо- 
гутъ представиться таве случаи. Во-пел 
выхь, можеть оказаться, что одна изт, 
этихъ прямыхъ лежитъ и на плоскости Р, 
иво.вторыхъ, если этого не будетъ, то пря- 
мыя АВ и СР должны пересфчь плоскость 
`’Р, потому что если плоскость и прямыя 
имЪють одну общую точку, то эти прямыя | 
или ЦЪликомъ ‘лежать (сливаются) на У ь 
плоскости или пересЪкають плоскость. Черт. 302. 
°’Еесли предположить, что АВ или СП сли- 
ваются съ плоскостью Р, то, значить, плоскость Р и та плоскость, 
у которой съ плоскостью Р общая точка, имЪють общую прямую. 

Теперь допустимъь второй возможный случай, именно, что 
прямыя АВ и С) пересЪкають плоскость Р. Тогда, если верхя 
ихь точки А и С лежать по одну сторону плоскости Р, т.-е. надъ 
плоскостью Р, то друмя ихъ точки В и Ш) лежать по другую сто-. 
рону плоскости, подь плоскостью Р. Возьмемъ теперь ни прямой. 


‚„Гамнзз!я на дому“, в, 22 - | | 18 


, 


$ 


А 





а: | 178. 


р 
АВ какую-нибудь точку М, лежащую вь верхней части (ладъ пло- 
скостью Р) этой прямой, и другую точку М на прямой СО, лежа- 
щую въ нижней ея части (подъ плоскостью Р), и соединимъ эти 
точки прямой ММ. Такъь какъ одна точка этой прямой лежить 
надъ плоскостью, а другая подъ нею, то эта прямая пересЪкаетъь 
плоскость Р въ какой-нибудь точкЗ К. Но, съ другой стороны, 
прямая ММ№ принадлежить плоскости 8, ибо лежить на ней 
двумя своими точками М и №; а это значить, что и точка К при- 
надлежить плоскости Р и плоскости 9. Значить, эти плоскости, 
помимо общей точки 0, имЗють еще общую точку К, т.-е. они 
имъють общую прямую, проходящую черезъ точки К и 0, что н 
требовалось доказать. 

Такъ какъ плоскости могуть или сливаться, или не имЪть ни 
одной общей точки, или имЪть одну общую точку, т.-е. пересекаться, 
то можно сказать, что двЪ пересВкаюнцяся плоскости имЪють общую 
прямую. 

о 2ад Ен перпендикулярныя и наклонныя къ плоскости. 'Тео- 
ремы, относящяся къ этой части курса, изложены достаточно 
полно вь сокращенномъ курсБ (см. вып. 11 88 155—161). Допол- 
нимъ эти теоремы другими. 

Теорема 1. Вск перпендик уляры: #5 одной и пой же прямой в одной ея 
точкь лежать в одной плоскости, перпендикулярной к прямой. 

Пусть намь дана нЪкоторая прямая ММ, черезъ точку № 
Вор ой проведены перпендикуляры во всЪ стороны (черт. 803) 
Докажемъ, что вс эти перпенди 
куляры МА, №, №, МО и МЕ 
И т. д. лежатъ въ одной плоскости, 
перпендикулярной кь прямой ММ 
`Для доказательства проведемъ че- 
резь прямыя МА и МБ какую-ни- 
будь плоскость 9. Мы знаемъ (вып. 
11, $ 156), что прямая, перпендику- 
лярная къ двумъ какимъ-нибудь 
| | прямымъ на плоскости, перпендн- 

Че,1. 303. кулярна. къ этой плоскости. Поэтому 

о плоскость 9 перпендикулярна кь 

прямой ММ. Теперь докажемъ, что прямыя №, №ОШО и МЕ также. 

лежать на плоскости ©. Въ самомъ дЪлз, если бы, напр.,. МС не 

лежала на плоскости @, то слЪдовало бы допустить, что черезъ 

одну и ту же точку № прямой можно было провести. два перпен- 

дикуляра: одинъ №, а другой по плоскости ©, такъ же, изъ точки 

№ что, конечно, невозможно. Слфдовательно, воз перпендикуляры 

къ ММ въ точкЪ М находятся въ одной плоскости, перпендикуляр- 
ной кь ММ. 

Теорема 11. Через вслкую точку вн прямой можно тровети кз этой 
прямой перпендикулярную плоскость. 

Въ сокращенномъ курсЪ мы доказывали это относительно 
точки, взятой на прямой. Теперь докажемъ, что если взята нфко-. 
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торая точка М (черт. 304) внЪ прямой ДВ, то черезь М можно 
также провести плоскость, перпендикулярную кь АВ. Для доказа- 
тельства проведемъ черезь точку М и прямую АВ плоскость в и, 
кромЪ того, еще одну плоскоеть © черезъ ту же прямую АВ. За- 
тёмъ поступаемъ такъ. По плоскости в 
изъ точки М проводимъ прямую М0, 
перпендикулярную къ АВ въ точкБ 0, а 
затьмъ изь точки 0 проводимъ по пло- 
скости © также прямую ОК, перпенди- 
кулярную также къ АБ. 

Если мы теперь черезь прямыя 

ОК и МО проведемъ плоскость Р, то 
эта плоскость будеть перпендикулярна 
кь прямой АВ, и вмЪетВ съ тьмь эта Черт. 304. 
плоскость проходить черезъ точку М. 
СлЪдовательно, теорема доказана. Добавимъ, что такая плоскость 
можеть быть проведена черезъь точку М только одна. Если допу- 
стить, что такихъ плоскостей можеть быть двЪ, то также при- 
дется допустить, что изь точки М можно провести два перпенди- 
куляра (по двумъ плоскостямъ) къ одной прямой АВ, что, конечно, 
невозможно. | 

228а. Параллельныя лини и плоскости. Говоря о параллельныхъь 
прямыхь еще въ началЪ курса, мы указали на то, что параллель- 
ными могуть быть лиШи, находяцяся въ одной плоскости. 

Это значить, что всЪ теоремы о парал- 
лельныхъ ливяхъ не примънимы къ такимъ 
прямымъ, черезь которыя нельзя провести 
одной плоскости. И обратно: плоскость можно 
провести только черезь параллельныя пря- 
мыя. Поэтому, если прямыя расположены такъ, 
какъ показано на черт. 305 (прямыя АВ и 
ММ), то черезъ нихь плоскости нельзя про- 
вести. Это слздуеть, между прочимъ, и изъ 
слЪздующей теоремы. 

229а. Теорема. Если плоскость перестокаеть одну изь параллельныхь пря: 
ныть, то она пересокаеть и другую. 

Итакъ, пусть имфемъ дв параллельныя прямыя ММ и АВ, при 
чемъ прямая ММ пересБкается плоскостью Р въ точкЪ 0 (черт. 306). 
Докажемъ, что въ такомъ случа плоскость Р пересЪкаеть и пря- 
мую АВ въ нЪкоторой точкЪ. 

‚о Для доказательства проведемъ черезъ прямыя ММ и АВ пло- 
скость. Эта новая плоскость, проведенная черезъ ММ и АВ, прохо- 
дить и черезъ 0, и, слЪдовательно, она имфють общую точку съ 
плоскостью Р. Но мы выше доказали, что если двЪ плоскости 
имЪють общую точку, то онЪ пересзкаются по НЪкоторой пря- 
мой. Пусть такой прямой будеть прямая ОР. Итакъ, прямая 0) 
находится какъ въ плоскости Р, такъ и въ плоскости, проходящей 
‘черезь параллельныя прямыя ММ и 46. Если же прямая ОШ, на: 





М 
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ходясь въ одной плоскости съ параллельными ММ№ и АВ, пересз- 
каеть одну изъ нихь, именно ММ, то она должна, пересЪчь дру- 
гую прямую АВ въ точкВ О. Но прямая ОД 
находится и въ плоскости Р. СлЗдовательно, 
можно сказать, что плоскость, пересЗкая. 
одну изъ параллельныхъ, пересЪкаеть и 
другую. 

236а. Лемма. Прямая, проведенная на плоскости 
черезь основание наклонной перпендикулярно ко яроекщи, 
перпендикулярна и ко самой наклонной. 

Итакъ, намъ дана нЪкоторая плоскость 
Р, на которую изъ точки 0 опущенъ пер. 
пендикуляръ ОВ (черт. 307) и проведена на- 

Черт. 806. клонная 04, при чемъ проекшя этой наклон- 

ной будеть прямая АВ. Дано, кромЪ того, что 
ивкоторая прямая ММ перпендикулярна къ проекци АВ въ точкЪ 
А, т.-е. при основан и наклонной. Требуется доказать, что въ такомъ 
случа эта прямая ММ будеть также перпендикулярна и къ ва. 
клонной 04. Для доказательства отложимъ 
на прямой ММ оть точки А по обЪ сторо- 
ны равныя части. Пусть это’ будуть АС 
и АХ. Точки С и О соединимъ съ вер- 
шиной 0. 

Замзтимъ теперь, что 0С и ОБ суть 
по отношеню АВ наклонныя, а прямыя СВ 
и ДВ—<уть ихъ проекщи. 

Разсмотримъ теперь фигуру, находя- 
щуюся на плоскости Р. ЗдЪсь ВА есть 
перпендикуляръ, а СВ и ЭВ можно разсма- 
_тривать, какъ наклонныя. Такъ какъ по Черт. 807. 
отложеню АС=АО, то, значить, СВ=ЛБ, 
ибо двЪ наклонныя равны, если равны ихъ разстоян!я отъ основаня 
перпендикуляра. Но СВи ТВ, какъ мы выше видзли, суть проекщи 
наклонныхь 0Си ОГ. Поэтому, если СВ=рВ, то. и 06=0Ъ. 

Обратимъ вниман!е теперь на треугольникъь ОСЛ. Треуголь- 
никъ этоть будеть равнобедренный, ибо 00=0Х. Потому прямая ОА, 
которая соединяетъ средину стороны СЛ (т.-е. точку А, ибо АС=Ар) 
съ вершиной 0, есть не только медана, но и перпендикуляръ къ 
прямой СР, а слЪдовательно, и къ прямой ММ. 

Итакъ, прямая ММ, будучи перпендикулярна къ ВА, въ то же 
время перпендикулярна и къ прямой ОА, что и требовалось до- 
казать. 

При помощи этой леммы доказывается нижеслздующая важ- 
ная теорема. | 

231а. Теорема. Плоскость, черпендикулярная ко одной из» параллельныть 
„рямыть, перпендикулярна и ко другой. = 

Пусть намъ дано. (черт. 308), что плоскость Р перпендикулярна 
къ прямой АВ. Требуется доказать, что эта же плоскость будеть 
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перпендикулярна и къ прямой (17), при условш, если СР парал: 
`лельна АВ. 

_ Доказательство этой теоремы, собственно говоря, распадается 
на двЪ части. Во первыхъ, надо доказать, что плоскость Ри пря: 
мая СР пересЪкутся и, во-вторыхъ, что С) 
перпендикулярна къ плоскости Р. Доказать 
же, что данная прямая перпендикулярна 
къ плоскости, это все равно, что доказать, 
что эта прямая перпендикулярна къ двумь Р 
какимь-нибудь прямымъ, лежащимъ на пло- 
скости и проходящимъ черезъ основаше пер- 
пендикуляра. > Черть 908: 

Чтобы доказать первую часть теоремы, 
достаточно сослаться на теорему, съ которой мы выше познако- 
мились (5 228). Въ этой теоремЪ мы доказали, что если плоскость 
пересЗкаетъ одну изъ параллельныхъь, то она пересЪчеть и другую. 

Поэтому и плоскость Р, перпендикулярная къ прямой АВ въ 
точкЪ ВБ, т.-е. съ этой прямой пересЗкающаяся, обязательно пере- 
сЪчеть и прямую СЛ. 

Теперь докажемъ, что прямая С) перпендикулярна къ какимъ- 
нибудь двумъ прямымъ, проходящимь черезъ точку Г. Для этого 
проведемъ черезь прямыя АВ и С) плоскость, которую можно обо- 
значить черезъ 5. ы 

Плоскость 5 должна пересВчься съ плоскостью по прямой ВУ. 
Кром прямой ВЛ проведемъ на плоскости Р, черезъ точку Г), еще 
одну прямую ММ такъ, чтобы она была перпендикулярна къ ВЛ. 

Теперь докажемъ, что прямая (Ш) будеть перпендикулярна 
кь ВО и ММ. Для этого проведемъ изъ точки П) по плоскости в 
прямую ОК, которую можно было бы разсматривать, какъ наклон- 
ную, проекщя коей есть ВГП. 

Тогда прямая ММ, будучи перпендикулярна по построено къ 
проекщи ВО, должна быть перчендикулярна и къ наклонной КД. 
Другими словами, прямая ММ перпендикулярна къ прямымъ ВО 
и ШОК; значить, она перпендикулярна къ самой плоскости 5. 

Отсюда слЗдуетъ, что ММ перпендикулярна и ко всякой иной 
прямой, находящейся въ плоскости Р, между прочим, и КЬ 
прямой СЛ. | 

Итакъ, Ср перпендикулярна къ ММ. Кь прямой же ВЛ пря- 
мая СО будетъ перпендикулярна потому, что ВЛ перпендикулярна 
къ АБ, которая параллельна, СО). А еще изъ планиметрии намъ 
извЪстно, что прямая, перпендикулярная къ одной изъ параллель- 
ныхЪ, параллельна и къ другой. Значить, теорема доказана. 

232а. Теорема. Деь прямыя, пертендикулелныя къ одной и той же пло- 
кости, параллельны. 

Дано, что прямыя АВ и СЛ перпевдикулярны къ плоскости Р 
(черт. 309). Надо доказать, что въ такомъ случаЪ АВ параллельна 
СТ. Для доказалельства допустимъ противное. Именно, что прямыя 
В Аи СТ не параллельны, и что прямой, которая параллельна 0 р 
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и не АБ, а иная прямая, также проходящая черезъ УЗО а 
напр., прямая А.В. 

Но тогда, согласно предыдущей теорем%, плоскость Р должна 
‘быть перпендикулярна къ прямой А.В, т. к. плоскость Р перпен- 
дикулярна къ С), которой, по нашему допу- 
щеншю, АВ параллельна. 

Это невозможно, т. к. прямой перпенди- 
кулярной въ точкЪ В къ плоскости Р будеть, 
согласно условно теоремы, не Д.В, а АВ. Сл$- 
довательно, наше допущеше, что прямой, кото- 
рая будеть параллельной СЛ, можеть быть ка- 
кая-нибудь иная прямая, но не АВ, невзрно. 
Значить, такой прямой можетъ быть только ДВ, т. к. всякая иная 
прямая, не будучи перпендикулярной къ плоскости Р, не можеть 
быть и параллельной СЛ. 

233а. Теорема. Две прямыя, параллельныя третьей, параллельны лежл 
(060%. 

Подобную теорему мы доказывали въ планиметри. Но тамъ 
мы имзли въ виду, что всЪ три прямыя лежать въ одной пло- 
скости, теперь мы докажемъ, что тая прямыя параллельны между 
собой, даже, если вс онЪ не лежать въ одной плоскости. 

Итакъ, намъ даны три прямыя, при чемъ 
(черт. 310) извЪстно, что АВ параллельна 
ММ и СР параллельна ММ. Требуется дока- 
зать, что прямыя АВ и ПС параллельны между 
собой. Для доказательства проводимъ плос- 
кость Р перпендикулярно къ прямой ММ. . 
Тогда, согласно теоремз 8 231а, плоскость, 
перпендикулярная къ одной изъ параллель- 
ныхь, перпендикулярна и кь другой, т.-е. Черг. 310. 
плоскость Р перпендикулярна какь къ прямой | 
АВ, такъ и къ прямой Ср. 

Итакъ, мы пришли къ тому, что АВи СО суть перпендикуляры 
къ плоскости Р. Но, какь мы видЪли въ предыдущей теоремз. 
(8 232а), два перпендикуляра къ одной плоскости параллельны между 
собой. Значитьъ, АВ параллельна С), что и требовалось доказать. 

234а. Параллельность прямыхъ и плоскостей. Какъ опредЗляется 
параллельность прямыхъ, мы знаемь изъ планиметри. Тенерь мы 
должны разсмотрЪть прямыя, которыя параллельны плоскостямъ, и 
затЪьмъ плоскости, которыя параллельны между собою. Поэтому, 
прежде всего мы должны опредЪлить, камя прямыя мы будемъ 
считать параллельными плоскостямъ. Прямая и плоскость называются 
параллельными, если оно не встречаются, сколько бы иль ни продолжали. Точно 
такъ же параллельными плосколиями называются тая плоскости, которыя не 
пересекаются, сколько бы иль ни продолжали. 

Что, дъиствительно, возможно существован1е такихъ пнчоско- 
стей въ пространств —нами было доказано въ нзсколькихъ теоре- 
махъ сокращеннаго курса. Именно, это тЪ теоремы, которыя. указы. 
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‚ вають признаки параллельности двухъ плоскостей. Поэтому, здЪеь 
мы должны установить признаки параллельности прямой и пло- 
скости, для чего докажемъ слздуюцщйя теоремы. 

235а. Теорема. Пулмая параллельна плоскости, если объ очнь пертенди- 
кулярны ко одной и той же прямой. 

Пусть (черт. 311) дано, что плоскость Р и прямая ММ пер- 
пендикулярны къ нЪкоторой прямой АВ. Надо доказать, что въ 
такомъ случаЪ плоскость Р параллельна прямой ММ, т.е. что онЪ 
не пересЗкутся, сколько бы ихъ ни продолжали. Для доказательства 
предположимъ противное. Именно предположимъ, что плоскость Р 
и прямая ИМ, будучи перпендикулярны къ прямой АВ, тЬмъ не 
_менЪе пересЪкаются въ нФкоторой точкВ 0. Точку пересЪчешя О 
соединимъ прямой ОВ сь точкой В. 

Замзтимъ, что въ то же время точка О лежить на продол- 
женти (по нашему допущено) прямой ММ, т.-е. на перпендику- 
лярЪ. Къ какому же выводу мы приходимъ? Мы должны прти 
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‚ КЪ тому выводу, что изъ точки О на прямую АВ опушены два 
перпендикуляра: одинъ ОМ, а другой ОВ, что, какъ мы знаемъ 
изъ планиметри, невозможно. Значитъ, наше предположене, что 
плоскость и прямая, перпендикулярныя къ одной прямой, пересЪ- 
каются, невЪрно. 

СлЪдовательно, при такихь условяхъ, прямая и плоскость 
параллельны, что и требовалось доказать. 
| 236а. Теорема. Прямая параллельна плоскости, ели она чараля-льна 
- Ярямой, проведенной на этой плоскости. 

Пусть намъ дано, что прямая ММ параллельна прямой АВ, 
проведенной на плоскости Р. Докажемъ, что въ такомъ случаъ 
прямая ММ параллельна плоскости Р. (черт. 312). Для доказа- 
тельства проведемь черезъ АВ и ММ плоскость ©. Прямой, по ко- 
торой плоскости Р и © пересЪкаются, будетъь АВ. 

Такъ какь прямая ММ лежить на плоскости ©, то она `мо- 
жетъ перес$чь плоскость Р также только въ точкЪ, лежащей на 
прямой АВ. То-есть, пересЪкая плоскость Р, прямая ММ должна 
пересзчь прямую АВ. Но это, конечно, невозможно, т. к. по условно 
теоремы прямая АВ параллельна ММ. Значитъ, предположене, что 
прямая ММ, будучи параллельна АВ, пересЪкаеть плоскость, на 
которой АВ проведена, невЪрно. Отсюда заключаемъ, что прямая 
ММ параллельна плоскости Р, что и требовалось доказать. 
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237а. Теорема. Всъ точки прямой, параллельной плоскости, одинаково 
удалены. отз этой плоскости. 

Пусть намъ дано, что прямая ММ параллельна плоскости Р. 
Требуется доказать, что всЪ точки прямой ММ (черт. 813) оди- 
наково удалены отъ плоскости, т.-е. что перпендикуляры, опущен- 
ные изъ всякой точки прямой ММ, равны. Докажемъ, что, напр.. 
перпендикуляры АС и ВО, опущенные изъ точекь А и В, равны. 
Опустивъ эти перпендикуляры, разсуждаемъ такъ. Два перпенди. 
куляра къ одной плоскости параллельны. Поэтому АС |! ВО. А мы 
знаемъ, что черезь дв параллельныхъ прямыхъь можно про- 
вести плоскость. На этомъ основан проводимь плоскость черезъ 
АС и ВР. Эта плоскость пересЪкается съ плоскостью Р по прямой 
СР. Прямая СТ лежитъ, слЪдовательно. и на одной плоскости съ 
прямой ММ, при чемь СЛ | ММ. Въ самомъ дзлЪ, допустимь про. 
тивное, т.-е. что Ср и ММ пересЪкаются—это значить допустить, 
что’ пересЪкаются ММ и плоскость Р, т. к. Ор лежить и на этой 
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плоскости. Итакъ, мы видимъ, что АС || В) и СШ | АВ (такъ какъь АВ 
часть ММ). Значить, вся фигура АВШС есть параллелограммъ, въ 
параллелограммВ же, какъ мы знаемъ изъ планиметрии, противо- 
положныя стороны’ равны. Значить, АС = ВО, что и требовалось. 
доказать. 

233а. Параллельныя плоскости. ВоВ важнЪйпия теоремы о парал- 
лельныхъ плоскостяхь помъщены въ сокращенномъ курсЪ (85 162— 
165). Дополняемъ ихъ лишь одной слвдующей теоремой. 

Теорема. Два угла, составленные параллельными и одинаково наптавленными 
сторонами, равны и лежать в5 плоскостяхь, параллельныть между собой. 

Пусть даны углы АВС и ШЕЕ, которые составлены такъ, что 
ВА || ЕБ и ВС\ ЕЕ. КромЪ того, дано также, что эти углы лежать 
въ разныхъ плоскостяхь (черт. 314). Требуется доказать, во-первыхь. 
что ДАВС = ХОЕЕ и, во-вторыхь, что плоскость Р параллельна 
плоскости ©. 

Докажемъ сначала, что плоскости Ри @ параллельны. Для 
`лого будемъ разематривать стороны угловъ АВС и ОЕЕ. Что 
собой представляеть каждый изъ этихъ угловъ? Не что иное какь 
двЪ пересвкаюцияся прямыя, ибо уголь образуется перес5чешемъ. 
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сторонъ. Но намъ, кромЪ того, дано, что ВА | Е и ВС| ЕЕ. Зна- 
чить, можно сказать, что мы имЪемъ плоескости Ри @, на кото- 
рыхь лежать соотвЪтственно параллельныя пересВкаюцияся пря- 
мыя. Но въ такомъ случаЪ, какъ извЪсетно изъ сокращеннаго 
курса ($ 162 теорема П), плоскости Ри © параллельны. 

Теперь остается доказать, что ДАВС = /БЕЕ. Для этого от: 
кладываемъ стороны угловъ такъ, чтобы ВА=ЕБР и ВС = ЕЁ, и 
соединяемъ точки В. и ЕВ, Аи Ф, Си Е прямыми. Тогда получаемъ 
фигуры ВСЕЕ и ВАЛЕ, которыя суть параллелограммы. 

То, что эти фигуры суть параллелограммы, слЪдуеть изъ того, 
что отрЗзки ВС и ЕЁ равны и параллельны, точно такъ зе какъ 
и отрЗзки ВА и ЕД. Если же эти фигуры параллелограммы, то 

Ар = ВЕ и СЕ = БЕ, откуда АД =СЕи, кромЪ того, 
АР ВЕ и СЕ| ВЕ, откуда АДИ СЕ. 

Итакъ, оказывается, что отр$зки АД и СЁ равны и парал- 
лельны. Поэтому, если мы проведемь АС и ГЕ, то фигура АСЕ 
‘будетъь параллелограммомъ, откуда АС = ПЕ. 

Такимь образомъ, мы видимъ, что у треугольниковь АВС и 
_ ЕЕ вс стороны соотв$тственно равны. Изъ этого слЪдуеть, что ин 

самые треугольники равны, и, слЪдовательно, уголъ АВС ре углу 
ЛЕЕ, что и требовалось доказать. 


ГЛАВА П. 
Деугранные углы. 


Начиная съ этой главы, курсъ будетъ излагаться независимо 
от того, что было помфщено въ сокращенномъ изложени. 

239а. ОпредБ5лене. Мы уже говорили, что всякую плоскость 
можно представить себЪ бечконечно продолженной во всЪ. стороны. 
Прямая, которая проходить по такой плоскости, разбиваетъ эту 
плоскость на двЪ части, которыя называются полуплоскостямиц. 


Ь 


Черт. 315. Черт. 316. 





Вообразимъ теперь, что нзкоторую плоскость мы перегнули 
по прямой лиши. Тогда у насъ образуются двЪ полуплоскости, 
исходящ!я изъ одной прямой. Деб полуплоскости, ислодяиия изо одной 
прямой, образуют» двугранный уголь (черт. 315). Полуплоскости, образую- 
ия уголь, называются его гранями, а прямая, изъ которой полу: 


= 


плоскости исходять, называется фребромь двуграннаго угла. Такъ, 
АВОС и АВЕЕ суть грани, а АВ — ребро. ЗамЪтимъ, что 
грани обозначаются обыкновенно лишь одной буквой, какъ пло- 
скости, весь же двугранный уголь обозначается 4-мя буквами: 
двЪ, обозначаюция ребро, и двъ, обозначаюция грани, при чемъ дв» 
средн!я буквы суть буквы, обозначаюция ребро, напр., (черт. 316) 
уголь РАБО. Если мы изъ какой-нибудь точки ребра, напр., изъ 
точки М, проведемъ по перпендикуляру по каждой полуплоскости, 
то образовавшийся при этомъ уголь ОМК будеть называться диней- 
ным угломъ (черт. 315) даннаго двуграннаго. | 

Такъ какъ двугранные углы, подобно линейнымъ, могуть 
быть больше или меньше и, слЗдовательно, могуть быть изм»- 
ряемы, то мы должны опредЪзлить, как!е двугранные углы будуть 
равными. Два двугранныхь угла называютея равными, если они при вложен 
совмещаются. Если же одинъ двугранный уголъ совм щается лишь 
съ частью другого, то онъ будеть меньшимъ, а тоть, часть кото- 
раго онъ составляетъ, будеть большимъ. Подобно угламъ въ 
планиметри, и къ угламъ двуграннымъ примВнимы поняйя © 
суммЪ, разности, произведем и т.д. угловъ. Изь нижесл5дующей 
и другихь теоремъ мы увидимъ, что сравнеше а 
угловъ сводится къ сравненю угловъ линейныхъ. 

240а. Теорема. Если двугранные углы равны, то равны и соответств ииве 
имз линейные углы. 

Пусть дано, что двугранные углы РАВО и Р,А.В,0, равны. 
Требуется доказать, что соотв тствуюце имъ линейные углы МВМ 
и М.В, №, также равны (черт. 317). Вложимъ  двугранный уголъ 
Р.4.В,4, въ двугранный уголь РАВО такъ, чтобы: ихь ребра сли- 





Черт. 317. 


лись и грани совмЪстились (велЪдотв1е равенства ‘двугранныхъ 
угловъ), при чемъ точка В, должна совпаеть съ точкой В. 
Тогда сторона ВМ линейнаго угла МВМ должна совм%стить- 
ся съ стороной В, М, линейнаго угла М,Б,М,, такъ какъ ВМ и В, М, 
суть перпендикуляры изь точки В, проведенные по одной и той 
же плоскости (ибо грани совмЪстились). Точно такь же ВМ со- 
вмъетится съ В, №. Тогда получится, что линейные углы МВМ и 
М,В, №, совмЪетились, что и требовалось доказать. 
Точно также моно доказать, что большему двугранному углу соотвтт- 
ствуеть больций линейный. Въ самомъ дЪлЪ, если бы одна грань о- 


187 : 
‘вмЪетилась, а другая пошла внутри другого двуграннаго угла, 
то, очевидно, и одна сторона линейнаго угла пошла внутри дру- 
гого линейнаго угла. Тогда, значитъ, линейный уголъ одного изъ 
двугранныхъ угловъ составилъ бы часть другого. Предлагаемъ 
занимающимся самимъ доказать обратныя теоремы, именно, что: 

1) @6лу линейные углы равны, то и двугранные цмь соотевтетвуюиие углы 
равны; | 

2) большему линейному углу соотвьтетвуеть и большай двугранный. 

24 |а. Прямые двугранные углы. СоотвЪтственно смежнымъ линей. 
нымъ угламъ, существують и смежные двугранные углы, которые 
можно опредзлить такъ: смежными двугранными углами называются тала 
вугранные углы, у которызь ребро и одна грань общия, а 0% друия грани 
лежать в5 одной плоскости (черт. 818). Поэтому. прямымь двуграннымь углом 


Черт. 318. Черт. -319. 


назывтетея каждый изо бвуть равныть смежныхь овугранныть у2ловз (черт. 
319). ПримЪняя предыдущую теорему къ прямымь двуграннымъ 
угламъ, можно сказать, что трямому одвугранному углу соответетвуеть 
прямой линейный и, обратно, прямому линейному соотеететвуеть зрямой двугран- 
ный (черт. 319). | 


Повторительные вопросы и отвьты. 


| 1) Чему равна площадь трапещи? Произведеню средней лини на высоту. 
2) ОпредЪлите площадь всякаго описаннаго многоугольника.—Она равна произ- 
ведензю периметра на половину радлуса. 3) Чему равна площадь з правильнаго 


1 | 
треугольника въ зависимости оть его стороны а7 3 =- 4?Уз. 4) Какь отно- 


сятся площади двухь треугольниковъ, иибющихь по равному углу? Какъ про- 
изведенля сторонъ, заключающихь эти углы. 5) Какъ относятся площади по- 
добныхъ треугольниковь? Какъ квадраты сходственныхь сторонъ. 6) Какъ от- 
‘носятся площади подобныхь многоугоньниковъ? Какь квадраты ихь рад1усовъ 
или апоеемъ. 7) Что надо понимать подъ площадью круга? Она есть общий 
предвль площадей вписанныхь и описанныхь правильныхь многоугольниковъ 
ври неограпиченномь удвоеши числа ихь сторонъ. 8) Чему равна площадь круга? 
Произведеню длины окружности на половину рад1уса. 9) Какъ относятся пло- 
щади круговъ? Накъ квадраты ихъ рад1усовъ. 10) Чему равна площадь сектора? 
Нроизведению его’дуги на половину рад!уса. 11) Чвмъ занимается стереометря? 
Она изучаеть свойства фигурь, не укладывающихся на одной плоскости. 
12) Сколько плоскостей можно провести черезъ данную прямую? Сколько угодно 
13) Сколькими точками опредвляется положеше плоскости? Тремя. 14) Что 


можно сказать о перпендикулярахь къ данной. прямой въ одной ея а Что 
вез они лежать въ одной плоскости. 15) Параллельны ли дв$ прямыя, периеЕ-_ 
дикулярныя къ одной и той же пло-костя? Да. 16) Признаки параллельности 
прямой и плоскости? Если 06% он перпендикулярны къ одной. прямой и 3а- 
тьмь если давная прямая параллельна прямой, проведенной на данной пло- 
скости. 17) При какихъ условяхь углы, лежащие въ разныхь плоскостяхъ 

равны? Ёели эти углы имфють соотвфтственно парзллельныя и одинаково наз- 
правленныя стороны. 18) Какой уголь называется двуграннымъ? Уголь, соста- 
_вленный двумя полуплоскостями, исходящими изъ одной прямой. 19) Какая 
зависимость между двугранными и ихъ линейными углами? Равнымъ . двугранв- 
нымъ угламь соотвфтствують равные линейные и обратно. 20) Какле двугран- 
ные углы называются смежными? Также, у которыхь ребро и одна грань 0об- 

шя, & 48$ друмя грани лежать въ одной плоскости. | 
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А т 
Двугранные углы. ^ 
Ру (Продолженее). 
а `о4за, Изь предылущихь теоремъ мы видЪли; что двуграны 
_ углы измняются такъ. какъ ихь линейные. Нижеслфду ЮШ..Я тео- вах 
_ рема намъ покажеть, что во- а 
_ обще измфрене двугранныхъ 
й о можеть быть замЪнено 
: Г В НВЫЕ ихь линейныхъ. # 
2% Теорема. Отношенае ‘двугран-_ 
›  №ЫХ у2406ь равно отношению иле диз ‘ 
ег а  нейныть 42/1065. | 
(: _ Пусть даны двугранные 1 
о углы РММ а Р.М, №9, ео 

т (черт. 820), у которыхъ. линей- Е нае 32. и 
В: углы суть АКВ и А.М, В, мы к го. 2% 
ее Предположимъ, что эти линейные углы имЪють общую мбру, ко- о | — 
На а ор въ у АМВ т. и а ВЪ те я т. `разъ. __ _ 
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РВ _ Такъ Как линейные углы содержать первый т, а второй: т ме __ 


и. т: ^ВыЫхь частей, то. слЪдовательно, если мы проведемъ рядь. плоско 
ей черезъ. ребро ММ и стороны линейныхь угловъ (ихь частей), 
| О: получимъ рядъ равныхь. двугранныхь ‘угловъ. `Равными. эти. и 
—.  двугранные углы будуть потому, что они соотвЪтетвурть равнымъ_ — ты 


- в _ линейнымь ($ 240а,. ‚выпускь 22). Такихь двугранныхъ угловъ а ь 5% _. 
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Многогранные. углы. не 


243а. Опредълен!я. Въ первыхъ ДВухь главахъ стереометрии: мы 
‘раземотр Ъли всЪ взаимныя положеня прямыхъ и плоскостей въ про- ие 
странствЪ. Теоремы, въ которыхь это доказывалось. очень важны ‹_ 
_( для дальнзйшаго. Подобно тому, какь для изученя фигуръ на 
я — _ плоскости намъ несбходимо было разсмотрЪть взаимныя положешя _ . 
_ прямыхь на плоскости, такь и для изучевя. фигуръ въ простран- = 
ств, т.-е. фигуръ, имВющихь три измъревя. вамъ необходимо ты 
знать всевозможныя сочетая плоскостей. Только. что мы раземо. — | 
_трЪли углы, образованные двумя плоскостями. Боле сложными  — 
‚являются углы, образованные тремя и болЪе плоскостями, т.-е. такъ 
‚называемые трелеранные углы и многогранные углы. Какъ. двугранные 
углы, такъь и многогранные являются тфми элементами, изъ кото- 


К ИТ чае 


С тыхь состоять простЪйпия геометричесвя тЪла — иногогранники (напр. ее 
°  Кубъ, пирамида). Итакъ, мы должны познакомиться со свойствами _ ты 
_трехгранныхъ: и многогранныхъ угловЪ. я и а С г. 
Прежде всего выяснимъ, что такое трехгранный утолъ. Тре . 
„гранный уголь есть незамкнутая часть пространства, ограниченная тремя пловк- — - 


__ стями, пересокающимнися в одной точкзь (черт. 321). Наглядное представление 
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х -- ие ие а можеть даль. ‘уголь комнаты въ томЪ ‚ меть, ы 
ОО находятся двЪ отфны и поль. Поль и двЪ стЪны и суть ть трио 
плоскости, которня, пересЪкаясь. ВЪ одной точкВ, образують трех-_ 
| _ гранный уголъ. Точно также трехграннымъ. угломъ является уголь 
| г куба, уголь четырехугольной коробки. ВЪ ТОМЪ мВств; гДЪ сходятся 
Е ‚ ДНО и двЪ стЪнки. Пересфкаюцйяся_ плоскости. вазываются гранями, Е 
_ а лиши ихь пересфчешя — ребрами трехграннаго угла; точка пере-_ 
И. С ‚лены трехь. граней есть вершина трехграннаго. угла. Такъ, отВны | 
Е - _и поль. въ нашемъ. примЪръ будуть. гранями, а лини ви ый 
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в тра ар о т к 
— ‚ о _ Уголъ можеть и образовань. также и четырьмя гранями, | 
|. _ патью, шестью вообще мн гими гранями; такъ, уголь ВАВСРЕЕ есть. — 
т 3 к _ шеетигранный уголь (черт. 822). _Мвогогранные. углы вазываются вы- и 
°  Пуаыии, если этоть уголь лежить по. ‘одну сторону. каждой: Граши. ^ 
=. | _ Здьсь а о. хе ногогр лы. 
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°— Обозначается обыкновенно многогранный уголь или одной ыы, и 
т которая ставится у его вершины, или же, кромЪ буквы, стоящей у _ Е. 
° вершины, еще и рядомъ буквъ, стоящихь у реберъ. Такъ, много-  — 
о гранный уголь, изображенный на чертежь 322, можно обозначиь = 
или черезъ букву 5 или черезъ рядъ буквъ ЗАВСРЕЕ, при чемъ пер- во 
вой буквой въ этомъ ряду должна быть буква, стоящая у вершины. = 
`244а. Теорема. Каждый изь плоских угловь треугольника меныце сумны, 
но больше разности двулз другить плоскить 21065. ыы а 
Пусть намъ данъ трехгранный уголь ММО (черт. 323). Тогла 
°  Шлоскими его углами будуть углы АБВ, В5С и (54. Возьмемъь _ 
’  изь нихь наибольпий, именно уголь МБО, 5 | 
°— и докажемъ, что / М80< ИМ 8М-- (№50. — 
о Для. доказательства отложимъ на Д 50 
| о. ребра МБ часть, равную углу МЬЫМ. 
Пусть это будеть плосмй уголь МБР. Изъ 
° точки А по плоскости угла МБО проведемъ 
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и. какую-либо. прямую АС такъ, чтобы она в: г. 
_  пересфкла прямую 5Р въ нЪботорой точкВ И 
р. Наконець, на ребрЪ 5М отложимъ 5 В, Черт: 328. в. а 
° равную 5), и соединимъ точку В съ точ- > 


° ками А и.С. Тогда мы получаемъ треугольникъ АВС, относительно о и. 
°  котораго можно’ сказать, что у него сторона АС’меньше суммы = 


_’ сторонъ АВ и ВС. Но Аб = АБ-- ОС, какъ это видно изъ а о. 
’ Шоэтому АР--РС < АВ-- ВС. и. - 
и. `Разсматривая же послЪднее неравенство, ааа ЗОВ о: 
__ тем АР = АВ. Что АБ == АВ, это слъдуетъ изъ того, что треуголь- те с 
Ники АЗ и АБВ равны, ибо у нихъ, во- первыхь, равны углы при о. 














: ы _рершань (по ее ны о, и об и, АЕ иг. 


Уз _ ную) Род треугольники АЗВ и АБО равны, то Е АВ. у. . о 
° вательно, въ неравенствЪ Ар ро<АВ- ВС можно отбросить вв _ 


ы о лъвой частн АО, а въ ‘правой — - АВ. а неравенство и г , 
Г ‘такой видъ: РС ВО. т о. 
.. Теперь ‘будемъ т разематривать треугольники 05С и _В80.. у : о. 


_отихъ. треугольниковъ равны по двъ стороны, а третьи неравны. = — 
_ Воли. ке двз стороны одного треугольника соотвЪтственно равны И 
двумъ сторонамъ другого, а третьи стороны неравны, то противь. 
_ большей ‘изъ сторонъ лежить больший уголъ. Такъ какъь мы выше 
_ вывели, что РС < ВС, то, слЪдовательно, уголь 250. лежащий про- © 
т | _ тив стороны 1, ‘меньше угла В5С, лежащаго Е сторбнй ВО: ее 


| __ 5%” а _'(950< д В5С.. А м а ие 
Е ‚Такъ. какъ по отложенно Д АЗВ = ый АЗ, - 9: ‘если. мы. ы приба- — 
вимъ КЪ лЪвой части послфдняго. неравенства. уголь Аб, акь 
— _ правой — уголь АБВ, самое неравенство не ‘измЪнится. _ Тогда, бу- и 
м а 208С- { АВБ < ДВВОН ИЗ. т. 


_ о у 280+ ие 22 С! аоаре с АБС. ее ”. 2 80+ й А зв, “о - 


и ше, ь, как. углы зо, _№80 и мву. т Е. 
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о _ Чтобы доказать, что _М80, или вый ему. ‘уголь А5С, а ы 
о  _ ‚авности двухъ другихь плоскихь угловъ. достаточно. изъ объихь. 
о Частей поселЪдняго неравенства отнять по равному углу АБВ. Тогда. 





— —^  получимь: (450 — Х 458 д ВОД 4538 — { 458, или : 
о СД 480 — Д АЗВ < (ВБС, м: 
т _ те. уголь В9$0С- оказывается больше, разности двухь другихъ =: 
__ `` угловъ. Но уголь А8С есть наибольший; слдовательно, онь и 

— одавно больше разности двухъ другихь угловъ. 
ы с 246а. Теорема. Сумма веохь плоскить угловь многограннаго угла меньше 44. 
ть _ Пусть имемъ многогранный уголь ЗАВСГРЕ (черт. 324), грани 
_—  котораго пересЪчены нъкоторою плоскостью. Тогда въ сЪчени дол-_ 
зщ ра многоугольникъ о столькихь сторонахъ, сколько. 
с Е | граней въ данномъ многогранномъ углЪ. 

Е Такъ, если многогранный уголъ иметь п 
и граней, то въ съчеши получится п-уголь- 
р ^ никъ. Разсматривая получившуюся фигуру, 
т мы видимъ, что при точкахь А, В,С, ри Е 

ыы ‘образовались трехгранные углы. Такъ, при ‹ 
г точкЪ В гранями трехграннаго угла будуть. 
в двз грани АЗВ и В5С даннаго угла, а 
—- | Черт. 824. третьею гранью будеть площадь сЪчешя. — 
те Подобнымъ` же образомъ образуются и 
_. , - ‘трехгранные углы при. прочихъ точкахъ. На основаи предыдущей 

_ Теоремы, мы по поводу каждаго трехграннаго угла можемъ напи- 
— _ саль, что одинъ вто плосю уголь больше и: двухъ другихъ. 
= ] Такъ, напр.: — | 

а. | ДАВС < 88 - Д9ВС г | 

го ат ДВОР < (Во -+ И5СЬ | ит. далЪе п нера- 
. ее ” ДОВЕ< д 5ро ы ЗЕ венствъ. й 
т НО . . Е ВА ЕЛИ. ха 
Ра. _ с Сложивъ вс эти неравенства. почленно, мы въ лВвой части 5. 
о _ получимъ сумму: Д АВС (ВОО - ИСРЕ+... ‚т.е. сумму веъхь 
_  _ (®) уГловъ многоугольника АВОРЕ. Сумма же эта, какь _извЪотно, 
_ равна 24 (п—2), гдВ п есть число сторонъ. 

—. _ ___ ВЬ правой же части неравенства мы получимъ сумму: Д АВЯ-+_ 
— _ С ЗВС- д В08- АБС Е 8рС-- (8ОЕ-..., то-есть полу- 


р чимъ сумму угловъ, лежащихъ при основашяхъь каждаго изъ треуголь-_ 
ЕЯ НИКОВЪ. Другими словами, мы получимъ сумму воЪхь. угловъ вВсЪхЪь 

С ел. _ треугольниковъ, кромЪ тЪхъ угловъ, которые расположены при нер-_ 
и _ шинЪ 8. Если обозначить сумму всЪхь угловъ, лежалцихь около . 
- -. ти вершины 8, черезъ <, то сумма угловъ веЪхь треугольниковъ с: Е 
о Уовь лежащихь у вершины, можеть быть выражена зерегъ . ее. 
ож | о 

а Такимъ ом бложивъ указанныя. выше неравенства. мы 
а получимъ: 24(п — 2) < 24%—1; 2 — 44а < 24% — ы — 44 $ — #5; = а 
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р _ Геометричееый задачникъ. — 


Стереометри. 


Прямыя линм и ‘плоскости въ пространств$. 


337. Разстоявя двухь точекь А и В оть плоскости соотвфтствевно равны 


28.5 фут. и 9,6 фут.; проекщя к соединяющей эти точки, на ту же ишос- 


Черт. 1. 





кость ‘равна ‘34 `футамъ, Опредълить разстояте между 
точками А и В. 

Рьщене. Пусть разетоящя точекъ 4 и В от 
плоскости №4 (черт. 1) будуть соотв тственно прамын 
АК.и ВМ, з проекщя прямой АВ —лишя КМ. Изь 
точки В проводимь литю ВС, параллельную ‘прямой 
КМ; (468 = АКМ =. Тогда изъ прямоуголь- 
наго треугольника АСВ найдемъ: искомое разстояни 


АВ = / Аб:-- СВ. Но АС =АК-—СК —=АК —ВМ = 


= 28,5 ф.—9,6 $.==18,9$., СВ =КМ = 34 футамъ; 
слЗдовательно, Ва и" == У 357-21 - 357 21-Е 1156 = 
=У/1513 Г 1513,21 == 3849 


338. На вершин прямого угла а треугольника возставленъ 
= перпендикуляръ къ плоскости треутольника, имфющий 


г длину въ с метровъ; 
ы отстоить оть одного конца гипотенузы на ‘а метровъ, а 
2% оть другого на $ метровъ. Опредзлить длину гипотенузы. 
в: Решене. Для опредзлен1я гипотенузы АС (черт. 2) 


вершина этого перпендикуляра И 


прямоугольнаго треугольника «АВС найдемъ его катеты 
АВ и ВС. Согласно усювю, РВ =, Ар=аи 
Об =ь; (ОВА и [ РВС суть прямые, такъ какъ 
прямая ЮВ перпендикулярна кь ‘плоскости ‘треуголь- 


ника АВС; слфховательно, она перпендикулярна и къ 


прямымъ АВ и ВС, лежащимъ на’этой плоскости. Ноэтому 





Черт. 2. 


изъ прямоугольныхь треугольниковь АРВ и СОВ соотвзтственно находимъ: 
АВ=У/ 40:— ов: = Уже и В =уУре—ра= йе. Гиюте- 


вуза же АС = У 482+ Вс: = Уве. 


333. ДвЪ взлимно-перпендикулярныя плоскости 898 и ВАММО о 





каются по лиши ВО; между сторонами образовавшагося 
двуграннаго угла содержится прямая АВ, пересЪкающая 
плоскость. @В05 въ точкЪ А. а плоскость ВНИ® ВЪ 





точкь В. 





Длина перпендикуляра АС,  пущеннаго ИЗЪ ТОЧКИ 
А на линию. ВО, равна а =16 дюймамъ; длина. пер- 
пендикуляра ВШ, онпущеннаго изъ точки ВБ на ту же 
лин!ю А, равна $ = 12 рюйм.; разетояне РС’ между 


Черт. У: точками Бис равно е == 41 Дюйм. Опредзлить длину 


лини АВ. 


Рюшене. Соединимъ точки В и С (черт. 3). Изъ прямоугольнаго треуголь. 
ника СВУ, въ которомъ катетъ ВР = —=Ь -6 =12 дюйм., катеть 0С=е=21 дюйм.. 


_  Шежы ОВ= Я +2е= к =. Изъ прямоутольнаю треугольник = — 


Им 


=: 5. - 
ь. “А . 


«1 Ех ы> „ —. ты, 4. РА са у} р. $ > 18. ет 4 
: . 2% ' {- | ы _ в + $ < И, 
.. . я 5 
и ииииицию . 


АСВ бт перпендикулярна КЪ ВО. лежащей па плоскости М вом, Я сама 
злежить на плоскости СВО5, перпендикулярной къ плоскости ИВОМ; сявдо- 

_ вательно, АС перпендикулярна ко всей плоскости МВОМ, и, саЪдовательно, 
АС 1 СВ и / АСВ = — 909), въ которомь АС = а = 16 ‘ДЮйм.. имъемъ: . 

_  4В= У дсчов: = Уэфыча=Уле: 123 {218 = 29 дюйм. 

и 340. Изь точки А, лежащей на плоскости ММ, опущенъ пернендикулярь 
к АС на параллельную ММ плоскость РО, имющ длину=0. Изь точки В, ва- 
ходящейся на той же плоскости ММ, проведена къ 
плоскости РФ наклонная лишя ВГ, пересвкающая 





в. плоскость РФ въ точк8 0; проекщя этой наклонной 
= на плоскость Р® перпендикулярна къ лиши СЛ. 
и Разстоян1е между 4 и В равно с, разстояще между 
ы Сир =. Опредвлить длину наклонной ВО. 

р Решене. Изъ точки С; лежащей на плоскости 
р РО (черт. 4), проводимь прямую СК, лежащую на 
ое а 30% той же плоскости, равную и параллельную прямой 
м АВ. Изь точки В опускаемъ пернендикулярь ВК на 
а Черт. 4. _ плоскость РФ; точку К соединяемь съ точкой Ш; 


м ДК, очевидно... проекшя наклонной Вр. 
— Изв прямоугольнаго треугольника СДК, вь которомъ СР =, СК = АВ==с, 


" _ вайдемъ: катеть ОДК = У СК*— Ср = у 2 — м. Изь треугольника же ОВК, 
т въ которомь ВК = АС=а и ОКВ = 90°, ибо ВК перпендикулярна къ 


о  ^_ Пюскоети Р©®; слБдовательно, ВК | ПК, лежащей на эт на этой плоскости, нахо-_ 
_  Щимы искомая прямая ВО = Увк: + ок: = Уже. 

ее _ 341. На линю ОЕ, имфющую длину=а и параллельную данной плоско- 

о сти, опущень изъ НВкоторой части А перпендикуляръ, длина котораго равна р; 
продолжене этого перпевдикуляра ‘оть прямой ДЕ до 
плоскости имзеть длину —=9. На какомъ разстоянми 
ваходятся между собой точки пересвченя данной плос-_ 





_  Жости въ двумя прямыми, изъ которыхь одна проведена. 

те. я черезь точки А и Л, з другая ви 

ОИ точки Ди? 

а Ы Рамшене. Пусть точки К и Р суть. 

м соотвфтетвенно точки пересфченя прямыхъ | 

4 ас > АДБи АВ 0ъ плоскостью ММ (черт. 5). Черт. 5. 

о Очевидно, что прямая КР параллельна 

и _ прямой ОЕ, и, слфдовалельно, треугольники АКР и АБЕ по- | 
о И: добны между ‘собой. А изъ ихь подобя находимъ: искомая — 
м ‚  прамая КР: ШЕ = Аб: АВ. Но РЕ-==а, АВ =р, АС = | 
о. ‹ =4АВ-+ Ва=р+$ схвдовательно, КР:а=(р-+а:р 

о к. откуда КР Ри +9. т 
о. 342. Три прямыя АВ, АСи АР, выходящья изъ одной и. 
| 1 тж. образують между собой углы: ВАС = 10%, — 
о. о & Оба "ВАР == 190. Узнать. лежать ли эти три пря-. 

_  Мерт. в.  МЫЯ в вь одной плоскости или въ разныхь плоскостяхь. — 

о Ришене. Есяи прямыя АБ, АС и АД (черт. 6) лежать = 
А ВЪ ОДНОЙ плоскости, то необходимо, чтобы 1) Д ВАС ДСАО= 
ож ых ВАР, на самомь же дваЪ 10% + 75° неравно 120°, или П) Д ВАС = 


т. и 74 САХ. Ра ВАХ, на ДБаВ же 10% — 75° не равно 120%, или Ш) т 
а (САР — ДВАС = Е ВАФ, ва два же 75° — 102 не равно 1209. С16- — 


а >, РА 
и _ довательно, во веъхъ трехъ. положетяхь АННЫ при не лежать на ода СЫ 
< ы о У 
: _ плоскости. о а ее № 
т 5 у че, | Я м А у ва 
Ма х . к А , $ $. № | . р . р о 2 ° Г 
"быти у и ера 
а ес. ых : 7 кл м у _ В ы | ‹ ы | м *.ъ , | ; . 1% лет: 5% 3 \ 3 | . г. . ” 
ых к же. ‚ 5 < 9 . п . р у 5 БЕ . — у ых У. -; в 
Е | {А 7 ы Ея >. А, - .. 2 \ А у. р ‹ 7% . | ` м .. . | . $ а № | , ыы й и : о | ( > т : 
у ы #3 < гк « . =. ` И 4% $ бл 7 — , ‘ ь & РУ. 
м а: ЖЕ Е а сю еб т с: : а у ег, а. 
"фе у: >: г. д. РАВ ЗА а # 7% у < \ ие. | вах <. ] в к, +&, | | К Ред <: 1. > ьй . т С АА й О 
И и р. , 7 г ат айнруя а ма! А, к я: т 
=. аа И 


в Г. в. З г | # 5 ‚ ^ ЗОХРы и. ее , ет . м ке. У. еХ р х $ 
Не 3 2 м а ея т ; 358 и: ем С -® . 5 
жа" $ <: ой, — 3 * ы м ан . м ы 3 ь й р Е & Ч^, №2 `. 4 5 - И 4" 2 ‚ » ц. у \ 

ЧА, И И С, Е ен оАх ФЕ ВОР Т. р ия О Ч, а АР С ыы р я с 


м: 


„ 


м И Е с — а? И а’ Е 0". 10. 
а 2 р. | АИ 


призмы, == 25.14 = 350 кв. метровъ. периметр его =2.25- #.14 = 78 метр.; 
‚елъдовательно, согласно форм.. найдемь: полная поверхность, даниой призмы =. 
= 718 +2 ‚ 350 = 1714, пли 198 = ‚1014, тдь боковое. ребро, та 


я ня а = 4—2. 350 = 7 — 700 = о ХЗ. аа 





Геометричеек!. задачникъ. 


_ 343. Длины дагоналей трехъ сходящихся сторонъ нрямоугольнаго парал-. 
лелепипеда суть а, В, с. Опредфлить полную поверхность параллелепипеда. х 
Риющене. Пусть длина прямоугольнаго паралле- › 
пепипеда АД= С ==х (черт. 1), ширина АВ = С) = - 

—=уи высота РВ =. Согласно формулЪ, полная по- 
верхность $ = (?А) - ЗАВ} ЕВ -2АШО. АВ = — 
= РВ(АПВ -- АВ) +-ЗАП.АВ. Изъ прямоугольнаго — 
треугольника ВА. въ которомь гинотенуза ВО=а_ 

(длагональ). нах”димъ: АВ”--А12=В 1, или 22-|-у= 

— 02... (1). Изь НЮ треугольника А ЕВ, въ 
Которомъ АЁ =ф. имбемъ: АБ? - ЕВ? = АЕ? или _ 
2-Е 22 =... (2) и. наконець, изъ прямоугольнаго — 
ет, 1 ° треугольника ЕВС. въ которомъ о получаемь; 
ВС? -- ЕВ* = РС, иаи 12-2 = ......(3). Выч-. о 
темь уравнеше (2) изъ уравченя (3). получимь ис НФ. 





’ Сложимъ’ уравнене (4) съ уравнешемъ (1), ПОЛУЧиМЪ: 222 == 6? = 42—62, 0т- = 


са Е СЯ 
куда др -:-У о. ^^ . Вычтемь уравнение (1) изь уравневшя (1), 


—-- < . 7 


р 2 ^ р? = С? $7 ЗА 
получимь 29? = 4? + 62 — с?, откуда АВ=у= ] 5—=--.  Найденное 

| ей . 20—8 _ М—а о $ 
значене у подставляемъ въ уравнение (2), позучимь 2? = 0 у = Ен ежу 


откуда ЕВ = ул к ‚ Набденныя звамция 4.7), АВ ЕВ ШодСта- < 


влуемь в выражене полной поверхности $: тогла нолучамь В 











а-я а а) а пов ряа) | 
а. 


. ыы . . ут, `а 


ЕЕ 


и уе -ютем+о 
| ИЕ @-ы ету а = 


у 2. - 
и. м ОР 

"в 9 >, в 

р 


в’. 


а < (42 — 2)? -- ий " — (62° 4?) ум — (6 — с)? 
344. Длины сторонъ прямоугольнаго освованыя прямой пт’измы суть 55 и. са 


14 метровъ; поверхность ея = 1714 кв. метр. Опредьдить боковую. поверхность 4 


и боково" ребро: 1 _. 
_ Рющене. Площадь  рямотгольника. лежащаго Въ основании. датой. прямой _ 


>. 


== = 13 метр. Для нахождения. же боковой поверхности призмы, оче-_ 


видно, нужно оть полной повегхиости отвять 2 площади основашя, а т. 





.: я МИ. 
$ у . 


- В _ _ ‚м ] Ах р и. 
: г": ^ т ‚> с вОБтл 
© 99 ц . 5. > Ру Ка А 
} $ и у . р, Зв = 6 


>, . 271 к : : . ь :® к < 1% ни: 

Ги сс: Ем: л, ил й АЛ кв -- А мА эл . Я. м ву м, т ю 

ды: 5 и 2 Е № х 44 й А 3 а «ел в 2. у 2 ^* % И г $ С: И. с ды 4 к. Я 
“ ААА РМ нае РО ЕЕ УТКИ АОИ ТЕК 4 ЕКА ЗО МАНЯ ДС» ар ЕВ 





Г 345. Полная поверхность прямой призмы съ квадратвымъ основанемь = Р 
‚ Квадр. фут., высота призмы на $ футовь болЪе слоровы основаня. Опредзлить 
сторону основаня и высоту призмы. 
| Релиене. Обозначимъь сторону квадратнаго основамя прямой призмы. че-_ 
`резъ 2, тогда высота призмы обозначится через (1 -- 5). Согласно формул, 
полвая поверхность = 44 (2-- 5) + 24? =Р, или 61? 465 —Р=0, ит 
Ы р | — 96 + | 46 {6 — 56 | 
ее с. + Узаяар (Е, 
° №6 годится, какь отрицательная величина). Итакъ, и основаня == 
| —= 6 -- и — 25+ У2 (2 + ЗР) + 
6 


. — 


‚ высота (й) =5--6 = 
чб и 3-Е ЗР) 
о ое, 


_ 346. Опредвлить сгорэйу квалрутнато основатя и высоту прямой призмы. 
зНля, что высота на 5 футовъ болфь стороны основашя и что полная поверх- 
ность призмы = 00 квадр. футовъ. 

_Рощеше. Эта. зацача подосна предыдущей. а потому, въ конечномъ резуль- 
тать послфдней положим В = й фут. и 800 кв. фуг.; сторона основашя = 


—----- 





25 ИЗО ЗР) 95: У. 3.800) __ ЮУ 604 2100) __ 
В о о 6 Е 
— + У4900`, 10-70 __ 60 1 У 2 (2+3 
о ира т о р 00 &. =. Е ыыььр ыыы р => == 70 Е высота — 4 У2(26° + ЗР) __ 
6 
’ (20--. Уз (50 - 3:500) ^__20 ы 2.2450 490 _ 20. 
к х: д АВЕС В В и Е Ч 


90. 
== = = 15 тов. 

"347. Въ кубв АМР МЕС ВВ (черт. 2) проведено ой 
счете АРСО, площадь  Которато = Р. Опредбаить | и С 
1) ребро Куба, 9) длагональ 241) основаиия, 3) матопаль 
ЛС куба и 4) полную поверхность куба. 

Рющене. Обозвачимь ребро куба черезь х. Длаго 
валь 0 основатя его опрелрлится по теоремв Пиеаг ра, 
‚Жакъ  гипотенуза  прямо\!ольнаго треугольника АМО, 
Въ Которомь АМ = М0) = <; саЪлювательно, АБ = 

_ = УАМ? + М0? = У = 2. Сбее же — 
о АБСП, очевидно. пи. прямоугольникъ, и 110- — 

р: 2 


т щаль то — АВ, А) =т. 1 УеРи:-Р. откуда 2 = т. 


< 





Чорт. 2. 


г Р. ЗИ О РУ? . 
и ТИ. Уз и. 

НА р) 3.2 РУЗ о б 

а утольнаго треугольянка АСТ; АС = И Ар? С Ив Е У? 7: +— 

р = = У -Руз ро Полная поверхность ‚волкаго. чб = ушестерениому. квадрату 

о о ребра; ВЪ анномЪ случаз полная поверхность = 64° =6. РУЗ =} Р У: 


. ОВ 348. `Общимъ основантемъ прямой. призмы п прямой пирамиды, имбЮЩИХЬ 
> лакже общую высоту, служить правильный многоутольникъ, апоееха котора- 


РУ, р \/Р ие Уз =УРУу?. до 


_тональ АС куба опредвлится по Пиозгоровой теоремВ, какъ гипотепуза прямо- _ 


г ТО = а; боковая поверхность, призмы, въ т разъ. боле боковой поверхности о 


_ рамиды, Опредзлить высоту. 


мня Из. и прертозьшика 00: ый въ которонъ КО; —& аповема 





з Г } м - - =. чт . 
. : у: ` у уе” 4 р . х С а ‚%: ., 
«< м м = че | = к Г: 5 : Е — Ме атс 


Рющеше. Пусть общая высота 00; “(верт 3) прямой призмы и пирами- т 


р в, Го И МЕР м ^ ра абы а ВАНО АГ у |. = 
Е о > К ма “т - \ ый в ; 7 к — Е О . к м4 уе / и # = ру 
о ВАтел ‹ . \ 5%. — ке > > 
о 24 И о а 
че ``.’ а Г. о 

ц* 





| НН, а многоугольника, лежащаго въ основанти при. мы. ©’ 
Пирнмады. находимь по теоремв Пиезгора: КО = У 00 Е Ко: = уефа, = 
Боковая поверхность данной призмы, согласно формул$. = — 
Р 00, =Р.1, дв.Р — периметрь основания; боковая же _ 
| ] 1 а 
поверхвость- данной пирамиды = -Р КО, => Рупа. 
Но боковая повехноеь иризмы боле м поверхн ста 
ИИрамиды въ п разь. Слзаовательт НО, Р.. Я уг. 1 аа == п, 

и 1.9 и ра а 
ИЛИ = ==, ИДИ. — == В^, ИЛИ р. = ака, 
| о = 5 

°( 2 5. че 
или 1°(4{— п”) = па; Куда ==. 

| ИУ —* 

349. Общимь основашемь прямой призмы и прямой пи-. 
рамиды, имфющихь также озмую высогу, служить правиль- 
НЫЙ многоугольникь. Панусъ. зруга, вписаннаго въ эттъ. 
МНО! \ТОЛЬНИКЪ, == О ИЮЙМАМЬ. оная, чЧт0 площадь боковой 

$» ` 7 ` г . 4: 

Ире. стороны призмы въ’! раза: 00д$е плющади боковой стороны. 
нивами ыы, опрезель упомянутую высоту: | 
Рещонае. Шус общая сысота 00, (черт. 3) прямой призмы й п08- 
МИДЫ = &.. Площадь ооковой стороны те. 6, призмы = Б,. АА, —=АВБ. = 


—= АВ ор Ибо че т елЕникь ВВ В,В зе прямоугольвикъ. Площадь” #5 
| | (А АО 
боковой 1 роны НР Прамидье <=; т Но ИЗЬ Прямоугольниго греу! 96. 





„Вика АО: в5 зама мь оо се ра съ круга, виясаннаго’ въ многоугодь- Н 
НИКЬ. и пАВНАТО 6 пюбмауь, ПО. — х находим КО, =] и + ай о 
| | АБ. ЗВ. ха 1 : 


Е УЗО ды СаБоние лено, ЛАои ь- Гроутоавдика, 40. В = у 
Согласно же Ублою ИломАдЬ ОЙ стороны ПРИЗМы В г. == . ‘рава бо- 
аъе нлощали м О Ия НИНЫ; ‚‘‚ ов1ельно, чем уравнешо: 
И 5 В р, Ж 
АВ о: а г а ЯД Е = 5 Ви Увы в Возведя 
объ части въ Квадрат 1’ чимь и = и или 2552 — [642 = 16.56; — 
0 —10.20: 22—01; =: <. Итак, высбаа 00,=8 Пюй.ма.мб. й 


350. Роковая поверхносгь. правильной четы ехуголь- 
ной пирамиды равна 20 квадрат. метрамъ: высота пиря- 
_  миды == 1,0 метр. Оцредьлить сторону основаная и зиооему 
‚ Пирамиды. а Е 
| Роцени. `Обозначая слорову квадрата, служащаго 
основашемь (черт. 1), Черезь 2, знобему ММ — черезь у, 





имфемъ: 20 = ^_^". иди 29 == 10.... (Ри у =2,26 + 
р 4 чи ь 

ее = или у = и Е. ... (2). Это значение у подстав-_ 
и а НО, Е 
ляемъ въ уравнение (1). поазчщмь 1 а ИЛИ Ни. Иа 
| ро 
2? а и) = = 10%, Или. г т ив — 100 отсюда =. ох. 
УИ 1600 Е | | в. 
= Е у= Н УЗ ЕВ, ь и т == 4; [= = — 4; `4зТа == а 
с ИЕ — и. ег ве | Е , хе к. 
Найденное значеше 2 = { метрамь подставляемь въ. ‚1-06. ‘уранели: и= С 
10 ия о: 
=10; 4у==10; =т=2,5 Е ое р а 
2 > у а, 
ы а, у с М | 
а ИА у ‚' а а“ } ый ВХ Де оч 


_  вильный восьмиугольникь, и 0,0, : 010 = 0,0\ : О, А = .1 и Е 


| = [7% -°, 7 "| 


_ Но ивь полобя треугольниковь 0,0:0, и О. АВ имфемь: аня 
ь = 0:0:: АВ = Ста Сафдовательн, ОВ Де не С.Б: = 


‚ футамъ. Проведя АМ, параллельную ОЛ), находим: 


`футамь. ММ = ОМ— РМ =ОМ— 0А= 2“ = 


9-96 

351. Разность сторонъ квадратовъ, служащихь осповатями правильной 
усфченной пирамиды, равна 6 футамв; высота пирамиды ==4 футамь, 8 пол- 
ная поверхность пирамиды = 168 квадрат. футамъ. 
Найти стороны основанй. 

Рюшене. Пусть сторона ЕК (черт. 5) квад- 
ратнаго основанля данной усфченной пирамиды = фу- 
тамъ, тогда, согласно условю, сторона ВС=(- 6) 


аповема АМ=У АМ 2 ММ№; но АМ= 0-4 


== _ @ Е 
2 
= ут 16 9 = 5. На основаши формулы полная 
4 (< -- 6) - 4] 5 


— 3; слвдовательно, АМ 





Черт. 5. 


поверхность пирамиды = 
-- 6) 2’ = 168, или 20% 60 - 22-2 195 + 36-Е 2? = 168; 22° + 
-- 324 —- 8 = (; 214- 165—36= 0: = 870-236; 1 =— 8 


=: 10 = 2; 25 = а 10 = —18. Итакь ЕК = 2 фит., ВО =: 8 фут. 
352. Сторона квадрата. служащаго. нижнимъ о’ новмиемь правильной у”В- 


_ ченной сирамиды, = а фут.; сторона квздрата, служащего гя о верхнимь . основа- 


шемъ, =0 фут. Сумма площадей боковыхъ сторонъ’ этой усАлезной пирамиы == 
суммь площадей ел верхняго и вижняго основанай. Опрдзлить высоту этой ни- 
рамиды. 

Рюшене. Боковая сторона данной правильной ус чентой 1 р (черт.5). 
очевидно, представляеть равнобочную трапецию, алешиаль которй, равная полу- 
суммБ параллельныхь сторонъ, умноженной на высоту, равна (А х ОЛА М = 
= (=) АМ. Но, согласно условию, сумма площадей боковыхъ сторонъ усЪчен- 


4 Ам 
Ной пирамиды = сум площадей ея основан!й; слЪдовательно, ыы 


а? -|- 5? ау 
2 2 т ти К 
= а* -|- 62, откуда АМ = ры. `’ Проведя АМ, параллельную искомой вы 


соть ОР, находимъ: Ор = АМ = / АМ: — М№: = УАМ*—(РМ— ВУ 


— У АМ? — (РМ - ФМ — 04} ии У р р ве в ь р. 


1 


аа а: 6] Е И (< а*-|- р а 5". —а?- НЕ 

2 а-|-) 2 |= ре НЫ. (= 2а-|-6) `)= 
у” . 26? аб ` 

= аа Ра 


353. Правильная восьмиугольная пирамида, у которой сторопа осповатя — а, 








_ убъчена плоскостью, проходящею черезь средину высоты параллельно основанию. 


Опредвлить площадь сфченя. 
Рошенае. Изъ геометрии извфстна слёдующая теорема. Если пирамила усз- 


цена плоскостью, параллельною основанию, то; 1) боковыя ребра и высота д$- 
‚ длятся этой плоскостью на части пропорщональныя; 2) въ озчеми получнется 


многоугольникъ, подобный основанию; 3} площади с№ченя и основан1я относятся, 
какъ квадраты ихЪ разстоявй оть вершины. На обнованти этой теоремы, «Вчене 
О.СЕЕ.Н, .. . -, Параллельное. восьмиугольнику .... (черт. 3), также пра- 


у - ы _Изакь, сторона полученнаго `правильнаго Восьмиугольника = И площадь 


т. 


а и и 


и у 5 8$ пар Я . К ` и 64 - «у $5 ь ее х И 1 о" 
=) ор И 2% ке. че: а О МИ УСА, | Е.А Ви #3 ПЗ АнОАЕ  % 
а `: в их ОА М а пра ВО О р Че ое ЧС фа А СНЕ С ра. 


бл. Т-^ т“ 
^ 
С. ` 


Е “ 
Аи 1 в 
< а о 
‚м 


т оч 
4% > 


рей. 


относя ТСЯ. КакЪъ 


354. Боковое ребро правильной шестиугольной пирамиды = 6 = 37 Г т 


<лорона’ многоугольника, служащаго ея основанемъ, == а == (0,75 фута. Оуред Ва. ТЬ. 
высоту пнрамилы. 


Рюшене. Пусть 50 м. высотой  пира- 
миды САВСЬЕЕ . (черт. 6). Соединимъ центрь О 
шестиугольника АВСПЕЕ, служащаго основавемъ, 
пирамиды, съ вершиной его В. Прямая ОВ, очевидно, 


есть ралусъь круга, описаннаго около правильпаго > 


Шестиугольника, и равна сторон его, т.-е. ОБ=а= 


| Д\\ = (0,75 фута. 


3 Изъ прямоугольнаго же треугольнака ЗОВ на. 

$ ь находим: 50 = У 8В* — ( — ОВ? = и 2 —= 8 

| _ =уУб+я-я=у 17-0715) (311—9,15) = 
ре = 3,99. оу, 4561 == 3,08 фута. 


355. Изм5ревя прямоу коль ваго параллелепинеда относятся между собою, 
какь т:п:р; объемь его = у. Опредфли1ь длину’каждаго изъ трехь изм5- 


Рещене. Обозначимъ длину параллелепипеда черезъ 7, тогда его ширина 
выразится черезь 15 и высота — черезь р. Изь теорий мы знаемь, что объемь 
параллелепипеда равен произведеню трехь его измфренй; слловательно, объемъ 
даннаго параллеленинеда равень 7. и2.рх=т.м.р. 48. По услов!ю. задачи, 


объемъ равень И. Слёдовательно, т.п. р. 13 =, откула 2 Ик: : А 
И и У. 3. м Иа а 
‘потому длина, ее к = | ; ширина, 
яз ‚пЗ ‘ХУ. па А 
‚ равная 02, = у ы ды == И тр, =У -„.—, в ваковець, высота, рав 
и $/ Ур ПИ У 
мой о ро ти. = кл т‘ 


356. Измвремя прямоугольнаго параллелепипеда пропортональны чис- 
3 
ЛаМЪ =, сит 4; Объемь его = 2 кубическимь метрам. Вычислить длину 


каждаго изъ трехъ измвренй параллелепипеда съ точностью до 1 сантиметра. 


Решене. Согласно условно. измврешя прямоугозьнаго парзалеленииеда 
= 40:48: 45. 0чевидно, эта задача подобно ире- _ 
_ дыдущей при чемь т = 40, п = 48. р = 45. 7=2. А потому воспользуемся 


АН. 
35 “4 


` х И р Ге 40: _ 38 и. а 
ОКОНчаТедьнымъ аи ея: длина = Е" — 48. 5 = р 
$ г З 

р. = И У. СЗ 
о Ни 5 ==. ТИ = 1,14 метро ширина — ИУ = р = 
3 -И: 7 64. 5: = НИ = =. 1 12 == : ый жетра,_ высота = =И = 
| Ее ь 


"357. ие ": ь ВЪ и пря Одно о плаваеть вв 
морской вод. Длина вертикальваго ребра параллеленииеда = 10,5 метра, лланы _ 
двухЪ другихъ его измфреюй суть 15.75 метрали 20,45 метра. "Плотность льда 
при 0° есть 0,93; плотность морской воды = 1. ‚056. Насколько кусокъ льда № 


‘погружень въ ‘Воду? 


- Рющене. По закону плавания. «вЪсь воды; взятой въ объем пот ружен= ой 
_— ной Части плавающаго твла, равенъ вЪсу всего плавающего тВла». Пусть длина — 
°  Ппогруженной части вертикальнаго ребра = х дециметрамъ. Объемь погруженной 
части, какъ объемъ. прямоугольнаго параллелепипеда, р измренй В. у 
СУТЬ "157.5 децимегр., 204,5 дециметр. и < дециметр., с” сно формузВ =. т 


=х. 157,5. 2045 ай. лепим. ВЪеь же воды, а. вв. оломь объем, ее. 





венъ т. ЧБ 5. 904.5. 1 ,026 каг. В всего плавающего тЪла = 1575. 
.204,5. 105 кубич. дециметр., его вЪфеъ =1575 . 2045. 105. 0,93 клграм, 
Слдовательно, х. 157,6.2040. 1.026 = 157.5. 204,5.105. 0.93: откуда 
= 9.17... децимету. 
5 358 Изь вещества, удъльный вфсъ котораго = 4, приготовлен брусокъ, 
‚  Пазваюший въ водВ и ИМЮНиЙ форму п’ ямоугольнаго параллелепипеда. Длина 
‘вертикальнаго ребра параллелепииеда = 6, длины двухъ другихъ его измвренай 
суть аи Г. ВЪсь бруска =; вЪеь кубической единины воды = /^_ На’колько 
брусокъ погруженъ въ воду? 
Рьшени. Допустимь, что брусокъ погруженъ въ воду на высоту 5. (0- 
Гласно закону. приведенному въ предыдущей задачв. намъ нужно найти вЪсъ 
о ВОДЫ, взятой въ объеме погруженной части ‚бруска и приравнять къ вЪсу са- 
° маго бруска. Для этого опредълимь сначала’ объемъ погруженной части бпуска. 
_ Онвъ, очевидно, представляеть с0б0й объемь прямого параллеленипеда, изм ре- 
ня котораго суть @, Ги 2. Согласно формулЬ, этоть объемь=ам. ВФеъ воды 
° въ найденномь объем = 0 Л, и, ва основания закона плаваня. ах Л =1, 
> откуда < = и 
359. Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда = 3932 квадр. 
футамъ, объемь его=16632 кубич. футамъ, длина одной изъ сторонъ оснораня== 
—= 28 футамь. Вычислить: 1) длину другой стороны основаня. 2) боковое ребро 
_ ИЗ) боковую поверхность параляеленипеда. 


Рющени. Обозначимь боковое резро (высоту) даннаго прямоугольняго па- 
’ ралаелециие да черезь 2, а другую сторону освовавя черезъ у. Пользуяеь. фор- 
_мулами, находимъ: полная поверхность параллелепипела == (2у + 0.28) + 


= 2.28 = 3932, или 28 (2 + у) -Е и = 1966... (1); объемь го: 28лу = 16632, 
или 2 = 594... (2). Это значеше 2у подставляемъ въ 1-е уравяеше, ПолуЧимЪ; 


__ вей (ураснеше 3-е) и ихъ произведение (уравнеше 2-06). составляем» квадратное 
’  уравнеше: т? — 49т: = — (0. Рьшивь это уравнение, получимь: т = 


Ал 


И ао 2401 49 5 Я 
и А — 594; ж = а / — -- 594: т— = 2: сы 
; ен == 29. Итакъ, +==27 футов, или 22 фут у=29 фут. 


_ или 27 фут Для нахожденя боковой поверхности воспользуемся форму лей 


— для боковой поверхности. Боковая поверхность = (2. 23 2.28). 57 = 
р. = 2700 квадратных футовь, или (2.27 2.28). 52—24?) квабр. Ффутова. 
” 360. Объемь куба составляеть = объема другого куба. имвющаго ребро 


ри `Опредвлить ребро перваго куба. 


`Рюшене. Обозначимъ ребро перваго куба черезь 1. Такъ какъ обтъемъ. 


э- _ вуба = бу его ребра, то объемъ 1-го куба = "3, а объемь другого куба = 
ый Вь. услови сказано, что объемь 1-го куба. составляеть ь другого куба 


^ согласно этому условцо, составаяемь уравнене: 2% = а 3. ОКУ 2 = 


ИУ оо м 


_ 361. Изь металла, удЪльный вЪеъ. котораго — 4, ВЫШИТО тВло, на 
_ ВЪ воздух р килограммов? ий И форму куба. оли ребро куба и 
- Весь твла въ водф. { 


. _вубич. дециметр. ВЪсь же его равный ‘произведено объема на и ВАСЪ, 
— дециметр. Изь физики ивество: что всякое тЬло, погруженное въ в 
° ряеть въ своемь вЪсв столько, сколько вфсить вода въ объем этого’ тфла. 





: У “ тв у ` ‹. $ 1 р у . "к "г -. _ . 
ре а“ ‘ к. и “=> А Г ы - р я . у = 


. у У . 
#. ит м Ба, г : ` т . Ё и 
А С ВВ А ПАОЛО м ре а СЫ 9 а 


28а 594 — 1966, или + у= 19....(3). А теперь, имъя сумму кор 


_Рящене. Пусть ребро куба содержить 2 дециметровъ, его объемь = 28. 


т ре Е рьльный съ тол. за мы ия что. зв - 


`(- 9 
, <= 
у гу < 


—". ` равень 22а =, откуда = `В, И, слвдовательно, объем Ку0а=° = р куб, Е 


хх и №2’. \ 


= @ 


О ЖА 


о у уж: ‘я рН о НО ГИОНОРЕ Пур тк а >. 

` ть, НЯ Е. их к 
- 218 НИ 

ея ВЪ объем$ даннаго куба =-—, 3 потому ВЪСЪ ыы ВЪ ВОДЪ равенъ р- ть 

ав 2. = ры =)? а (@— 1) килограмуовъ. 


362. ах объемь куба, у котораго полная поверхность равна пол- 
ной поверхности прямоугольнаго параллеленинеда. иибющаго измьрешя т, пи р. 

Решене. Согласно фозмулЪ полной поверхности параллелепинеда, мы 
имфемъ: полная поверхность даннаго параллеленипеда = 2 (т + пр -- 3т" = 
= 2 (тп - тр-- пр). Обозначимь ре’ро`куба черезь 5; полная поверхность его=е 


_ = 642 = 2 (ти + тр + пр). откуда х = у т м: А -- пр). о куба = 


и Я 
== 43 — (У: (име + эр ыы | у р. о Е то + м. == 


363. `По боковой позерхвости 5; ий полной поверхности 9 прямой призмы, 
У которой основашемь служить правильный треугольникь, опре’ьаить: 1) ‹1о-. 
рону основания, 2) боковое ребро и 3) ‹бъемь призмы, 

Реющене. Назовемъ сторову правильваго треугольника, лежатаго въ 0::0- 


: уз 
вани прямой призмы, черьзъ 4. Его алошадь ==” - ‚ И такь какъ полная 
поверхность ЕВ = боковой поверхности > ляб площади основавя, то полу 
3 2 $ Я 5) 
ча6мъ: 9 = ©, те - и или ыы г зы у ‚откуда 2 == у —\ = 
| я уз ИЗ 


Утв (5 уз. Обозначим боковое ребро (высоту) нризмн черезь №, 


ЗА: 


Согласно формулЪ, находимъ: боковая поверхность == 3\/ - (5`—Я0 У 3.2 





---- 


5 & . З ‚ 
= 5, откуда й = ть =, ‘Объемь же призмы, 0- 
‘уз а у 6 (5-— УЗ 


3.4. 65-58 3У65_зу: | 
364. Объемъ тв призмы, у которой освовазлемь служить правильный _ 
треугольникъ, равенъ И. В.сота призмы относится къ сторовЪ основаня, какъ 
т: п Опредьлить высоту призмы. ой 
` Решение. Обозначимь выготу призмы черезъ у, огласно условию, Высота 
призмы относится къ (ТоронЪ правиленаго треугольника, служащаго основанемъ 
я, какъ т: 1. Слфдовалельно, у: сторонё = т: и, откуда сторона треугольни- | 
ь а С 
“а=-.у. С '\Ъемъ нризмы, пользуясь формулой, равенъ: — а.) =. 


2 й — 3 — 
=> ти = о ай тт. УЗ. оивульу = 4т У 3 
Е 3? Зи _ Я 

365. Полная поверхность правильной шестиугольной призмы = ©; слорона 
основатя этой призмы = а. Опредфлить высоту призмы. 75 
Рищени. Обозначимь высогу данной призмы черезь №. Площадь правиль- й 
наго и: 0 стороною @ служащаго  основантемъ призмы, = 


_ За? 
= Е —. Сл»довательно, зная, что полная поверхность призмы = боковой — 


3. Уз ее >. 
оболо, бои в ров: 


поверхности -- деф площади обновашя, мы имемь, что полная поверхноеть ее 


ь правильной шестиугольной призмы = бий 2. и = бий -- Зи И 


| мг. = 

8— в УЗ Че 

откуда В = ге —. 
| | (ф в :) 

е. ПИЯ 

з бк 

и. 


- У | 2% 


. а. ры и“. т >. у . - 
г Ах а ЖИ АЕ И Е 5 |. 
ПРА 4455 : к : у о НТА 1 | . Аи | 55 


и хе ЖЬ. 44 г: + - ь бы К 1 я м 1 
2 ГА А Ме . у 2 ь , - , му о 
уме 5 ы в О з Пе = % 49+ 517 С . 
5х 5 и > 1 у я | у. 
р 2. а *? . _ 
‚1 > Г . 


А> ы \ —— —— — 


_ 366. а поверхность правильной ой призмы = 5. и 


_ призмы == сторон основанля. Опредфлить высоту. 
с ‚Разиене. Обозначимъ высоту данной призмы, равную сторон основания, 
‚ черезь. и. Площадь правильнаго шестиугольника со стороною й, служащаго 0с- 
ь ЗВ о 
нованиемь призмы = УЗ. САвдОВатеЛЬНО, полная поверхность призмы, с0- 
`гласно формулв, равна 612 + 31? УЗ = 312 (2+ 3). Въ усломи сказано, . 
что полная поверхность —=9. Такимъ образомь, 312 (2 + У3З)= 5, откуда 1? = 


>. ко 
тя о УЕ Уз) 


ея 367. Пльщади боковыхь“ сторонь прямой треугольной призмы суть т, п, в. 
Боковое ребро вя =={. Опредфлить объемь призмы. 

| Рюшени. Боковыми сторонзми прямой призмы служать прямоугольники, 

” одна сторона которыхъ есть сторона основатя призмы, другая — высота (боко- 

° вое ребро). Пусть стороны треугольника лежатаго въ обновани данной прямой 

(призмы, а равны 1, у й_2. Тогда, согласно условию, имфемъ: 


И откуда д; Еще, И=ее= <. Площадь же этого. 


3 
:} треугольника —= 


---- 


те Не (т ие и т и - я + фе. в те т и +е = 
#7 5 Г ых 2 тм 


—-- 


Е я Ее -е)(®- Н+е— т от+ сен йе) 
о р 





—-—-————-—— ————- 


= 32 р РН п - -- г) у о п—е) (т -Н е—п)(п-Ре—т. 


——-—— 


| (Площадь треугольника мы находили на основан формулы, что площадь 

_ Треугольника по тремъ сторонамь = квадратному корню изъ произведения полу- 
_ периметра на полупериметрь безь олной стороны, на полупериметрь безъ другой, 
‚ _ Ва нолупериметрь безъ третьей стороны). Объемь призмы. мы знаемъ изъ теорли, 











_^ равенъ мроизведеню” пломади основаня на высоту. Площадь основашя намь 

$ извЪстна, высота равна 1  Словалельво, о искомый обымь призмы == 

Е | = Ут ин -е! т О "ет == 

о. | | Е ЗдиныЬ : 

о . (ия "о ие. н — 2! ие —т) (п --е—м). 

к | 0, 
и: 1:1 а боковыхь сторонь прямой. треугольной призмы уг 35 

_ Квадратныхь футовъ, 29 квадрат. футовь и 36 квадрат. футов. Площадь 63 


_ основашя = 10 квадралвымь футамъ. Вычислить объемь призмы. 


_  __ Рымеще. Обозначиуъ стороны треугольника, служащего основажемъ призмы, 
_ через г уизг, а высоту призмы черезь Й. Согдае но условшю, 2в = 25, т= 


В . ‚ 36 

= вы "ВУ У = Ву: . (2); 21 =36, 2= те. 3): Площадь 
_ того треугольника, по в о площади треугольника по тремь сторонам, 
_ равна | 
УМ а 

к ЗЕ = ПЕС НЫ а и 

я А И: 8, ты о 2 - 








 _ УЕ 58-86] 755-Е29— в в 5 =“) - 
ры ре а 20 ( я 21 2 | ( 2% ые 






о ей 

о /5.9. 16.20 . 860 
мы > : и > : т”. Въ ‘условии сказано, что плоЩелЬ оспоращя = 10 
аа " | 


т" ввадр. фи. Сибдовательно, 55 Г =10, или 1017 = -360; №2 —36, отд ®= р” 


*- „ 






Е 
- м в И -` 
РОТ . ; 
и Ея, 2$ 
ПР 
{ & 
ве 
в“ 


ЗЕ Ук, \ 
2 ВА. > -. "! — “ 
7} учет ф д РИ . ко нех. ^ 
а ++ : у ви 4 ’, 7 


пирамиды = (т — и) УЗ. 50. гдь 50 — высота пирахиды, (Объемь пира — 


тинотенуза ЭВ =т, катеть ЗК = п, находимъ: КВ = и 58 5 — Ут — и т— а. в 


5К Е латах ет. 
1. боковая поверхность данной пирамиды = ЗАС. 5 = Зи Ут — а. Пло- а 
щадь же правильнаго треугольника АВС, служащаго А Ь пирамиды, = 


т, м 808 _ заходи: вр = У5в 58—08: = У - 


и ии и?) Уз 3. ‚50, мы получинь, что объемь ощрамы = Нед 3. 


4 Е р ии ТОН РРР Т -> 2+. ЗА РЗАЕТ ета МТ БРА ИТ $ < —*, АЕ т. ги М 
| * ее” № «т т а “ р в: . У 3 щ- <; юг иг Ая 34 х. К. АР Е и. уж > о Зы 1+. АА 

. 14.98 т — = -, <” й 1х | фе. | | ‚у 
д у ь + ео, .. 1-79 у 
Е з к > г. *- хр ` фра” -. 


6 


= узв- 6 = .6 т Объем призмы Е произведению площади основания. Ао 
высоту. Итакь, искомый объемъ данной’ и ве 
— 10.6 = 60 кубическ. футовъ. | 


369. По сторонз @ основанля и высотЪ № правиль= = 
ной треугольной пирамиды опредЪлить: 1) боковое ребро 5 
пирамиды. 2) ея апооему. 3) боковую поверхность ‘и 
4) объемъ. ги 
Ришеше. Соединимь основануе О высоты 50 (черт. 7) :х 
пирамиды съ вершиной В треугольника АВС. Прямая — 
ОВ, очевидно, есть радлусь круга, описаннаго около пра 
вильнаго треугольника АВС со стороною а. Пусть — 


ОВ = т, тогда ВС = т*Уз = @, откуда "= 





Я ге 

| ИЗ 
Черт. я. Изъ прямоугольнаго треугольника ЗОВ,въ которомь $0 =й, — 
находимъ: боковое ребро пирамиды 5В =1/ 502-20 = = 








== Ин р += = ку 4-23. Из прямоугольнаго же треугольника 5ВК. 85. р 
которомь катеть КВ = : =>, ея зпоеема ЭК = УК = = 
и. и и 

а И == у нк м | [2 +7 55 >. Боковая поверхность _ < 


пирамиды — = произведению периметра основаня. ва половину апооемы. Такимь — 


—А 


образомъ, боковзя поверхность ДАННОЙ пирамиды = = < ый р + Е 





а? з м еды 

и аи Площадь же о НЕ. и, слъдовательно, 
_объемь пирамиды =“ ть Е | Е. 
370. Боковое ребро а треугольной пирамиды = 2, апооема ея = ^ 

— п. Опредблить: 1) боковую поверхность, 2) объемъ пирамиды. Е 
Рюшене. Изъ прямоугольнато треугольника ЗПА (черт. 7), въ КоторомЪ с 


Но &В = с -— а м? — па: садовалельно. ВС = У» ие м2. ‘Согласно форму- ве 


> ) а . к 1 | 
ие - = (т? — п) Уз, и, сабдовательно, согласно формуль, объемь = 


миды равняется: произвеленю площади основания на треть высоты). Высоту. 90 _ 


мы опредфлимь слЪдуюшщимь образомъ: ОВ, очевидно, есть. радлуеь круга, ‚ОИ. 
о НагО около правильнаго треутол ина АВС; слЪдовательно, ВС = ОВУЗ, | а 
Иа с 


| и \} 
| пли 2 у. ЭВ Уз з откуда ОВ =" И” ‚ А из ‚прямоугольнаго а 


+ 
Уз _ 3 | | | С ое 


и : = 







О атЬ. значенте 50. (высота) въ. «формат о 


и | 


‚ 








у 


"Зи — Гия та 4? 








_37!. Опредфлить объемъ правильной треугольной пирамиды’ зная, что вы- 
_ бота треугольника, служащаго ея основаниемъ, = №, и Что апоеема пирамиды =. 
Ришене. Объем, Г Данной пирамиды ЗАВС (черт. 7) = площади тре- 


о 1 .. 
о Угольника АВС, умноженной на 5 ВЫСОТЫ ВО, т.е Г == = } НОВ 980: 
ь  Опредфлимъ эти величины. Изь прямоугольнаго треугольника АВК, вь кото- 


о ро ре АВ-= ВС. р "7. находимь: АК? = АВ: — ВК = ВС 


. и ВС? 2 

== ВС*, или #2 = — ЕС откуда Е 

и = Оу, ибо ОВи 40 суть радусы круга, Е около правильнаго 
ме. треугольника АВС; сльдовательно, ДО —— ‚ ОК=АК— 40 =й — 


Уз _ 


ой р 
Вит . Изъ прямоугольнаго же трезгозьняка СОК. въ которомь ЭК =. 
а от и — 
=. ОК = з- найдемъ: высота 90 = У 5—0? = зум и 
ей т атуз ыы 
И У ` муз. 5У— ну р? Уз — № 2 


| 5 

я 372. т площади освоватя Ри объему Г ОыЬ призмы съ квадрал- 
°—  ЫМЪ основашемь вычислить ея полную поверхность. 

_Рющене. Пусть сторона квадратнаго основаная данной прямой призмы = 


о 22, & Высота ся =. Площадь этого основавя равна квадрату стороны =. 

ЗЙ По условию, площадь основашя = Р. Слфдовательно, 1? =Р); откуда 2 = 

— «УР. Объемь же призмы равняется произведению площади основашя на вы- ` 
— (071У, Т.е. =Р.у. По условю, объемъ данной призмы равенъ У. СлФдовательно, _ 
в. у бе 
°_  Р.у=Й; откуда у =. Полная поверхность, прямой призмы = боковой по- — 
вх ‚ верхности -- дв и Е Такимъ образомъ, полная поверхность пря- я 


у ^ в а 

г Е | 

313. По боковому ребру р и объему 7 рамой призмы съ квадратнымь 
_  обповашемь вычислить: 1) сторову основания, 2) боковую поверхность и 3) 
°  Шодную поверхность призмы. \ 


г. ‘призм высота = боковому ребру, то, согласно формул“ объ объемз призмы, 
Ре МЫ имемъ. что объемъ ланной призмы = 14°. (. По условию, объемъ этой призмы 


Си. Сы ревел Т. Слвдовательно, 121 = 7; откуда 2 = у. Боковая поверхность. 
ты призмы равна произведению периметра о на выбОту. Такимь образомъ, 
р аа | 
м. боковая поверхность данной призмы = у” =4И = ГУ тт. Пол-- 


и о вая поверхность призмы равна боковой те = дВв. И о-вованй. _ 
— м _ Такимь образомъ, мы имБемъ, ‘то полная поверхность призмы равна 4 Ит - 


т р 





. мы мы Се 1 р, УРА Г и . г и» . , . АЙ . 5”, ат 
ое в. ^ "О = Ре . >. Та ре ВРУ | - 1 . > Ру < 4 к Р% 
в д 4 ч и. ТУ. АА 2 "т — $ > ‚ . 5) ‚291 < т № . р К 
я ме. а “ у АА» } сы р И ы | } . е + 
Яы)л “| - . . у 4 


; по сокращени получимь, что объемъ данной пирамиды =_ 


Но ВС = ОВУ 3 = 


р `мой призмы данной. == 449 -- 41° = ре + 2Р = Р -- т | 2Р о 


Рьшене. Пусть сторопа осногамя равняется 1. Такъ какъ въ прямой 





74, Пирамида, высота которой в, разевчена на три бт части _ 
двумя плоскостями, параллельными основанию. Онреллить высоту каждой изь 
этихь частей. | 

Рилиеще. Пусть плоскости ато В и ЕЗГЕ 
туть т плоскости. которыми разсечена данная пи-. 
рамида. Обозначимь объемъ данной пирамиды МАВСО _ 
(черг. 8) черезь Г. Согласно условно, объемы подоб- 
выхъ ей пирамидь МСОТОЕ и МЕЗГЕ соотв 


ственно равны = И а Пусть ММ. МРа МО : 


суть высоты этихь пирамидъ. Мы Знаемъ изъ ‘теорли, 
Чо О›Бемы подобныхь пирамидь относятся между 


: : р 
сосой. какь кубы высоть. Слфдовательно, та: 7 = _ 

% у } { | 
= М№: М0, или =: 1 = М№: 8, пи 





3 . 

Черт. 8. м № а ти. ви. 

ерт М № = —-, откуда ММ = Ут ма а 

= МР?: МО?3, или: 1 = МР: 13, или МРз = "и откуда МР= т . 
Но МР = МР— мнт ие м. - 


о =й— И ре - == й ( 1— у=) в высоты ны частей: соотвЪт- Е Е. 


ственно равны: ин т. (И? —), и РО= (1-7) зы $ 


375, Усфченная пирамида, высота которой = 6 футамъ, разебчена пло- — 
скостью, проходящею черезъ середину высоты; параллельно основанямь. Найи — 
величину площади сфчешя, зная, что плошадь вижняго основания = 18 квадрат. _ 
футг., а площадь. верхняго == квалрат. фут. 

Рииенше. Допустимъ, что данная усъченная пирамида @ТОВАВСРЬ (черт. 
8) разсЪчена плоскостью ЕТ. нлошаль которой обозначимь черезъ У. 
Построимъ на основаши @ТЕА пирамиду МОСТОВ такъ, чтобы образова- 
лась полная пирамида МВС. Мы знаемъ, что площади основашя пирамиды ^^ 
и сВченя, параллельнаго ему, относятся, Как квалраты ихъ разстояюй оть _ 


вершины. Согласно вышесказанному, будемъ имфть: = В = = а. г ь . 
ИЛИ в=ч= = ат. бя. Извлекая изъ объихъ частей уравненя квадратный. о 
_ корень, получимъ = = А =, откуда их = 19 фута далье ее .. 
СОА вы р ро ее — 
УР квадратн. фут. Я 


376 Высота усЪфченной пирамиды = И плошади ея оснований суть а (ниж- 
° вя'0) и Ь (верхняго). На какомь разетояни оть верхняго основашя нроходигь ^ 
параллельное ему свчеше, имьющее площадь, равное среднему ариеметическому и: 
изь площалей оснований? о 
Решене. Допуслимь, что данную усЪчевную пирамиду ОТОВ АВС у 
(черт. 8) нужно разсёчь плоскостью ЕЗТ.” на разстояши МР = 2 оть верхняю 
основашя @ТО В. Построивь на основами СТОВ пирамиду МСТОВ ии 


чтобы образовалась полная о: г. р ИМЬТЬ: 


Ая 
&% ГИ 
` 






АВС! 
м№ ММ е т Е. - 
— емо — ОЕ ЫР их у ии: ей чаи, й 


- 


Е 28 


МОЯ ых 


УВ. ›ЕЗЬЕ МР? а--ь (ММ + МР _ 
ЕН ь далъе: тор. мм: ‚‹ ИЛИ УЖ РНИИ УТС 


УЕ ви ь +2) Арье ет 
Уа-Ув аи Уз _ Ум- У» —_ вУь+=(У«—Уъ) 
я) р вУь ву 


отт да О = 
я 











И«-Уь 
див ЕЕ «У 5) Из: {УИ —Ув=ВУаь— 





о откуда 2 = МР = [Уаз 


УИ «Ув 


377. Высота пирамиды =. Выразить ч@резъ № разстояюе вершины пи- 
рамиды оть той плоскости, которая, будучи параллельной основанию, дБлить пи- 
рамиду пе’оламъ. 


Рьшене. Допустимъ. что искомое разстояне =, а площадь основаня 


пирамиды = 5. Мы знаемъ, что площади параллельнаго сЪчешя и основаня 
относятся, какъ квадрат ихъ разстояв!й оть вершины. Сл6логательно, ©, :9 = 


==4° :1?, откуда 8, = = ‚ Объемь Г панной пирамиды = ре объем ве И, 


3 
512 х © 


‘другой мевьшей пирамиды = т Но, согласно УСЛОВИЮ. сБченемъ. 


_ Параллельнымь основаню, пирамида дфлится пополамъ; слфдовательно, И, = 


тор 58 5 8 #8 | № й 
=. ИЛИ 5" 6, Или т Я откуда =] тЫ и 2 


378. Правильную пирамиду вь 8 футовъ высоты требуется разсЪчь двумя _ 


плоскостями, параллельными основанию, на такя три части (считая по порядку 
_ ОТ вершины), которыхъ величины относились-бы между собой, какъ 8 :19: 37. 


Решене. Пусть плоскости СТИВ и ЕЗГЕ (черт. 8) суть тв» плоскости, 
которыми требуется разсфчь пирамиду. О’ означимь объемь одной изъ частей 
пирамиды МОСТОВ черезь 87. Согласно условшю. объемъ усвченной пирамиды. 


‚ @ЦТОВЕГЗЕ = 19У; объемь точенной пирамиды ЕЗЬЕВСРА = 31. Объемъ 
же пирамиды МЕЗЕЕ = ЗУ -- 197 =217; объемь пирамиды МАВОР =87 + 

у) +197 + З7ТУ = 647. Пусть ММ, МР и МО суть высоты этихь пиремидъ: 

_ такь какъ пирамиды МОСТОВ. МЕЗЁЕЕ и МАВСГ подобны между собой, то 


мы можемъ написать, А МАВСО = 87 : 647 = М№: М0°, ии 
— 1:8 = ММ: 83, или М№ =-, = 82—61. откуда ММ =ИУ в = 4 фута: 
ее МЕЗЕР: МАВСР = У: ну — МР? ; МО, или 27: 64 = МГ? ; 83, или 


и. 379. Сторона празильнаго треугольника, служащаго 


ЕЕ 2%. 


те. 
т 


те 


: 3: 4 = МР: 8, откуда МР =-— = 6 футамъ. Итакъ, разстоявая вершины 
__ М данной пирамиды ОТЪ а СТОВ и ЕЗЕЕ 00- 
_ отвфтственно равны 4 имам и 6 футамо. ий 


_ основанемь прямой призмы, равна _@; боковое ребро приз- 
мы также равно 4. `Черьзъ средину М одного изъ 60- 
_ ковыхь реберь и средины № и В тЬхь двухь сторонъ 
_нижняго основаня, которыя сходятся съ этимъ боковымь 
бов ВЪ вершин® одного и того же трехграннаго угла, . 
_ провелена плоскость. Опредфлить площадь а 68- 
_ Чена ММВ. ый 

`Рющене. бъчеше ММЕ (черт. 9) есть, очевидно, 
В екранный треугольникь, ибо ММ’ = МЕ (прямо- 
‘угольные треугольники 4 МУ и АМ В, ВЪ КОТОрыхь Катеть 
_. м катеть АМ == катету АВ. таня и 60- 








и р: бух и а И В. р Е а 
и ее Е ее Е | 
ей бо, п, `стбловательно, мы- мВ). м изъ ‚вершины. М перпендикуляр в 
МК ‘на основаше №В; илощаль треугольника ММВ = Им `Найде МЪ это г 


_ величины. Прямая МВ || ВС, ибо АМ: АВ=АВ: АС Я слвдовательно, тре- С 
° угольникъ АМА полобен ь треугольнику АВС, и № В: ВС =1:9. Или МВ: = й 


$ _ а ты: 2, откуда МВ = ==. Изъ ыы же Е АММ, въ ее 






_ ти _ оторомъ АМ=Ф. АМ =--, по теоремь Шиовгора, Ваходимъ: МУ 28) к 


ей: =У АМ: + АМ? = у +; > Уз Е _А изъ п рямоугольнаго против. 


‘ 


г . оы _ вика МКМ, вЪ котором гипотенуза м -=. а ь МК — МВ 5 а р в. 


г зучиь и о МЕ? и сре и потому площадь 
т я у ь 





Г 


а ‘треугольника ИМ В = И: 5 = ИТ 7. ог 
и ‘о 380. Какъ а между с000ю А ПРАВИЛЬНЫХ шестиугольной. и. 


Зы _ восЬмиугольной пирамидъ, основашя которыхь воисаны въ одинъ и. тоть же . 
И _ вру и высоты которыхъ авпы сторонамъ соотвЪтствующихь оснований? г 


И Рьщене. Пусть радусъь круга, о! исаннаго около’ правильнаго. ото 


Е ы _ вика И восьми} гольника. равенъ В. Тогда сторона шестиугольс ка = В, восьми- ет 
В Уэ-—1/) В 4: 5 
о уощьнива = В У2— УЗ; площадь Оу а площадь 


ее 


: - 
и ня, - | 9: ый о ИЕ 
ИЯ _ мазь = у. 2— уз то ‚в у Е 4—2. те 
о С, УЗ Ее. Согласно ф м ".- Е У а а ры =) 


я “ ыг- в 2 >: г =. 
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и _ объемовь = ы КУ е У о. 2? = 
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ты м УЕ У Ты. 
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Геометрия. 





и ГЛАВА Г\. 
Многогранники. 


24ба. Опредфлен!я. Многогранники, какъ показываетъ само назване, 
суть геометрическая тЪла, ограниченныя многими гранями-—иплоско-. 
стями. ТростЪйшимъь видомь многогранниковъ является тЪло, огра- \ 

_ ниченное четырьмя плоскостями. Такое тБло получится, напр., если. 
т ОЙ пересфчемъ трехгранный. уголь плоскостью, не проходящей = 
черезъ его вершину (черт. 325). Плоскости, ограничивающие много-_ 

гранники, образують въ своемъ пересЪченши. многоугольники, ко- — 


й С 





0 


'Черт: 825. ‚. Черт. 326. у зы к 
торые называются гранями; стороны этихь многоугольниковъ назы- ‚| 
_ваются ребрами, а вороны ‘многоугольниковъ и миро. т 
гранника. а 
я: Такимъ образомъ, можно сказать, что многогранникъ, бро их. 
_›  ванный пересфчещемъ плоскостью трехграннаго угла (черт. 325); 
_ ограниченъ четырьмя треугольниками, которые будуть его гранями; — 
прямыя АВ, 40, АД ит. д. суть ребра, а точки А, В, С, Ю—вершины | 
И многогранника. Конечно, могутъ быть многогранники съ большимъь — 
о  Количествомъ граней. Таковъ, напр., многогранникь на черт. ле в. 
_ с ИМБющий шесть граней, а на ‘чертеж 827— восемь. _ | а 
^^ Если провести прямую, соединяющую дв вершины _мно-_ АС 
 гогранника, то эта прямая будеть называться дигональю. Много. _ г 
 гранники, нами указанные, называются выпуклыми, такъ какъ каж- ьа 
‹ а изъ ЭТихЪ а Е по. ` одну сторону. т 


< 1 ` а у 
% 58 ;) с 2 3 д 
_ | я “ * _ . 
. Ио ко $2 м Уч в 5 . х . , « 6? . . чт 4% | ‹ 
. . ит . ‚ “ч - М © . : . 1% е _ А ПК У, у к # $ ы а 
у 3-х 6% ОХ ТЕ 1 бе. ® 


ТУТ . ьГ ; . 
Ч х Ас м УХ “а САРА Ее ^ та у Аа И т ры >. ыр-, ^В- ] =. ‚ог ы {% И ол Я + 


< Ы 
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каждой изъ его граней, неопред$ленно продолженной. Мы будемъ 
разсматривать лишь таке выпуклые многогранники. 

247а. Призма. Итакъ, гранями многогранниковъ являются каке. 
либо многоугольники, Сообразно виду этихъ многоугольниковъ, и 
самые многогранники дФлятся на различные виды. Такъ, разли- 
чаютъ призмы, параллелепитеды и пирамиды. | 

Призмой называется многогранникь, у хотораго 9% грани суть равные 
многоугольники 5 соотвътетвенно параллельными сторонами, а въ прошя грани 
бить параллелограммы. Такъ, многогранникь АБСРЕЕММРБ (черт. 328) 





ъ 
Черт. 327... Черт. 328. ° Черт. 329. _ 


есть призма, если у него многоугольникь АВСШЕ равенъ много-_ 


угольнику ЕММР5, стороны у этихъ многоугольниковь соотвЪт- = р . 
ственно параллельны (АВ|]ЕМ, ВС] ММ ит. д.) и, наконецъ, м 


грани АВМЕ, ВСММ, СОРМ и ПЕБР суть параллелограммы. 
ЗамЪтимъ, что равные грани АВОСРЕ и ЕММРВ называются 
основаниями призмы, а прочя грани— боковыми гранями; ребра же призмы, 
по которымъ пересЪкаются боковыя грани (напр., АЁ, ВМ и т. д.), 
называются ` боковыми ребрами. 
_ Чтобы построить какую-нибудь призму, достаточно принять. 


о ва основаше какой-нибудь многоугольникь (выпуклый), нап. 
®  многоугольникь АВОШЕ (черт. 329), и изъ вершинъ его провести’. 


параллельныя прямыя 44:, ВВ, СС;, ОГ, и ЕЕ.. Эти прямыя надо. 
проводить такъ, чтобы ойЪз были направлены въ одну сторону и 


_  быди равны, т.е. АА, = ВВ, =0С, =,р, = ЕЁ;. Соединивъ концы 
_  этихь прямыхъ, т.-е. точки А:, В,, С, РД, и В, мы получимъ много. 


угольникъ АВ, 0,2. Е,, который будеть вторымъ основашемъ нашего. 


_  Многогранника. Построенный такимъ образомъ многогранвикъ есть, 


дьйствительно, призма, такъ какъ, во-первыхъ, боковыя грапи АЛ, В, В, 


°  ВВ,С.С, СОР. и т. д. суть параллелограммы (у нихь стороны 


м АА, ВВь, СС, ит. д; равны и параллельны), во-вторыхь, АВСГЕ = 


= 4,8,С,0.Ё, такъ какъ стороны этихъ многоугольниковъ соотвЪт- 


° ственно равны и параллельны (АВ == А.В, ВС = В!С,; ит. д. какь ей 
° стороны параллелограмовьъ; потому же АВ || А,В+, ВС || ВС; ит. д.). = 


ды. 


Такь какъ боковыя грани призмы суть параллелограммы, то, 


о  слдовательно, вс боковыя ребра призиы равны, какъ протевоположныя | 


’ стороны параллелограмма. 


_ 289 7 


| 


угольники, то можно различать, по числу сторонъ этихъ много: 
угольниковъ, призмы тр еугольныя, четыфеугольныя, иногоугольныя. абс 
на черт. 328 и 329 суть празмы пятиугольныя. 

Какъ мы видимъ изь чертежа 329, боковыя ребра’ призмъ 
наклонны КЪ нижнему основаню. АЕ, ребро. АА, (черт, 829) 
составляеть съ плоскостью основамя н$Ъкоторый острый уголъ. 
Такого рода призмы, у которыхъ боковыя ребра суть наклонныя къ 
‚ основашямъ, называются наклонными. Если же боковыя ребра перпен- 
дикулярны къ основашямъ призмъ, то тавя призмы называются 
прямыми. Такова, напр., призма АВСА,В,С, (черт. 330), у которой 
ребра образують съ основашями прямые углы. 

Высотой призмы считается перпендикулярь, опущенный ! изъ лю- 


бой точки одного основавя на другое; такъ, прямая ММ есть вы- 


сота призмы (черт. 381). Отсюда слЗдуеть, что въ прямой призмЪ 
высота равна боковому ребру. 


Во всЪхь *разсмотрВнныхь нами выше призмахь основашями. 


являлись неправильныя пятиугольники, треугольники и т. д. Но, ко- 





А, т: ` 
А с 
В — 
Черт. 330. | Черт. 331. Черт. 332. 


_ нечно, основанями призмы ‘могутъ бЫТЬ И правильныя многоуголь- 


ники. Въ такомъ случаЪ и самыя призмы называются правильными. 
Такова призма АВСРЕЕА, В.С. Е, (черт. 332), основа ями которой 
являются правильные шестиугольники. 

248а. Параллелепипедъ. Параляелепитедь есть такая: призма, у которой 
не только боковыя грани, но % основамя суть параллелогранны (черт. 333). 


Такимь образомъ, этоть многоугольникь имФеть шесть граней, 
которыя воз параллелограммы. Параллелепипедъ, какь и всякая. 


призма, можеть быть наклонной или прямой. Такъ какъь основан1я 
его должны быть параллелограммами, то, сл довательно, основашями 


параллелепипеда могуть быть и прямоугольники.” Врямой парал-_ 


лелепипедъ съ ‘прямоугольными основашями называется прямоуго- 


‘ным (черт. 334). ВеЪ шесть. граней такого о. суть. 


` 


’ прямоугольники. 
Три ребра прямоугольнаго параллелепипеда (черт. 834) а. рис, 


сходящяся въ одной точкЪ (веритинВ), называются изнеренями его т 
(три измзреня: длина, ие о Прямутольный вид. аа 


` 


" А а 9 
к : к те ОКЕ 
= фт. “> Тай АР * 


Такъ какъ основашями призмы могутъь быть любые много: 


\ 
оо т ВЫ Ч, ЧИ РАТЬ 


6х’ 0 @ 
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пипедъ, у котораго вс№ три измфрен1я равны, называется кубомь, 

Такъ, АВСОА\В С.П, есть кубъ, ибо 44, = А.) = А.В, (черт. 335) 

Такъ какъ вс боковыя ребра призмъ равны, а основашями куба, 

_ будуть квадраты, ибо 4,0, = А.В‚, то, слЪдовательно, всЪ ребра 
куба равны и всЪ грани куба суть равные квадраты. 

249а. Пирамида. Пирамибой называется такой многогранникь,  кото- 

* 020 одна грань есть многоугольникь, а вс5 промя грани треугольники имтюиие 

общую вершину. Пирамиду мы получимъ, если пересЪчемъ трехгран- 

ный Уголь (черт. о ИЛИ а многогранный уголъ плоскостью. 





Черт. 833. Черт. 334. : Черт. 335. 


Такъ, пирамидой будеть многогранникъ бАВСГ (черт. 336), обра- 
зованный многограннымъ угломъ 8 и плоскостью АВС (плоскимъ 
многоугольникомъ). Разсматривая этотъ многогранникъ, мы видимъ, 
что, во-первыхъ, одна его грань——назовемъ | 
ве основамеме пираниды—есть многоугольник, 5 
а остальныя—боковыя грани—треугольники? ой 
сходящеся въ одной точкЪз 8. Если изъ 
‘точки $ опустимъь на основаве пирамиды. 
_ перпендикуляръ БН, то оНЪ будеть называть- 
‚ся. высотой пирамиды. г 
Ребра, соединяюцщйя боковыя грани, на-. 
_ зываются боковыми ребрами. ЗамЪтимъ, что 
_ пирамида, обыкновенно, изображается буквами. 
‚ такъ, что впереди ставится буква (обыкно-. "Черт. 386. 
венно 9), обозначающая вершину пирамиды, — 
_ напр., АВС. 
Какь и призмы, пирамиды, по. своему основан, дЪлятся на 
_‘четыреугольныя, треугольныя, многоугольныя. Между прочимъ, 
 треугольная пирамида есть` многогранникъ, имвюший наименьшее 
число граней, именно 4, изь коихь три боковыхъ, а четвертая— о 
основане. Само собой разумЪется, что основашями пирамидь мо- | 
гуть быть какъ правильные многоугольники, такъ и неправильные. 
Вся же пирамида называется правильной лишь только въ томъ слу: 
_ чаф, когда: во-первыхъ, ея основаше есть правильный многоуголь. _ 
_ ник и, во-вторыхь, высота пирамиды проходить, черезь центръ 





‚рамидЪ равны. 


® шаяся часть будеть называться усьченной пиранидой. Такимъ обра- — 
_ пирамиды, заключенный между плоскостью основан!я и параллель- — 
_ною ей плоскостью (черт. 838). Многоугольникъ 4,В,:С:0;' ,, лежащи 


въ плоскости сЪченя, называется также основашемь усЪченной 8 
` рамиды. Такимъ образомъ, усЪченная пирамида имфеть два осно-. и. 


_ ная пирамида называется правильной. Въ такой правильной пира- 


даельны. 


ь довенит что ЕЕ его тра ть ме и. ка 


334 и , т 


этого многоугольника—такова пирамида БАВСОЛЕ (черт. 837), у ко 
торой АВ=ВС=(О=рШЁ=ЕАи БН проходить черезъ центръ Ё осно- 
ваня. Если Н есть центръ, то, слЪдовательно, ребра 5А, ЗВ, $0, 8). 
и ВЕ можно разсматриваль, какь наклонныя, равно удаленныя оть — 
основаня перпендикуляра $Н—взначитъ, эти наклонныя равны. Дру- 
гими словами, боковыя ребра, правильной пирамиды равны. Сравнивая между. 
собой ‘боковыя грани, мы видимъ, что у нихъ всЪ стороны соотвЪт- , 
ственно равны—поэтому боковыя грани правильной пирамиды равны. _ 
Изь равенства же боковыхъ ‚реберъ слЗдуеть, кромЪ того, что 60 
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> 


рю. СА 





х \ 
'А 0 ) 
В ©. . р: 
Черт. 337. мае Черт. 388. т: 


ковыя грани правильной пирамиды суть равнобедренные треуголь- И 
ники. Высота такого треугольника называется @п09вмй правиль- = 
ной пирамиды. Ясно, что всз аповемы въ одной правильной пи- 


Если мы отсзчемъ оть пирамиды верхнюю ея часть какой-_ ни, 
нибудь сзкущей плоскостью, параллельной основанйю, то остав- — 


зомъ, усВченная пирамида есть не что иное, какъ отрЬзокъ полной = 


вашя, при чемъ высотой считается перпендикуляръ, опущенный = 
изъ всякой точки одного основаня на другое. Не трудно видЪть, что. 3 
боковыя грани усЪченной пирамиды суть трапещи. Если усфченная. в 
пирамида является отрзкомъ правильной пирамиды, то и усЪчен- 


мидЪ боковыя грани-—равныя равнобочныя трапещи, Высота каждой — И 


‚$: к 


ИЗЪ ЭТИХЪ трапеций называется аповехой усЪченной пирамиды. О 
Иа. а 

ГЛАВА \.. | | о И 

, '; и р ф } 

"Свойства параллелепипедвъ. о 


_250а. оо. `Противоположныя грани параллелелитеда ра в ‚паро- — 


Пусть АВОРА.В, ср, будеть параллелепипедь. Ве а. 
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АА: ВВ и 21, (0,С; АДР и ВВ,ЦС,С равны. Что 4,8, 0.0, =АВСГ» 
слЪдуетъ изь самаго опредЪлен1я параллелепипеда (основан! 1я, равны). 
Грань А4.В,В равны 1)0,(С,(, потому что, во-первыхъ, всЪ стороны 
‚этихъ параллелограммовъ соотвЪтственно равны, во-вторыхъ, углы 
этихь параллелограммовь также соотвЪтственно равны, ибо сто- 
роны ихъ соотвЪтетвенно параллельны и направлены въ одну и 
ту же сторону. Такъ, / ААВ = Д О.ОД, потому что АА, | ОБ, и 
АВ | СР; ДХ ВВА=и СО. потому что ВВ]ОС и ВА| ОБ. 
Итакъ, АА,В.В = 0)0,0:0. Точно такь же доказывается, что: 
АА, р, р = ВВ, С,0. | 

Е Мы доказали, что противоположныя грани равны; докажемъ, 
о ЧТо оНЪ также параллельны. Что грани АД.В.В и ОО.С.С пара- 
_ллельны, слъдуеть изъ того, что двЪ пересВкаюнияся прямыя АА, и 





Черт. 839. Черт. 340. ° 


_ АВ одной изъ нихъ соотвЪтственно параллельны двумъ пересЪкаю- 
_  Щщимея прямымъ ОБ, и ОО другой. То же самое можно сказать. 
_и 0бъ остальныхь граняхъ. Итакъ, противоположныя ЗИ а ма 


_ лелепипеда равны и параллельны, 


25[а. Теорема. Вс четыре благонали `параллелепииеда тереськаются в 
одной точке ц бълятея вв этой точкь потоламо. 

Пусть намъ данъ параллелепипедь АВОСА,В,О,С, (черт. 340), 
въ которомъ проведены вс четыре дщагонали: АР., ВС,, СВ; и БА, 
_ Докажемъ, что всЪ эти дагонали пересвкаются въ одной и той же. 
_ точкЪ 0, въ которой он» дЪлятся пополамъ. Для докавательства. 
возьмемъ сначала какую-либо пару ц1агоналей, напр., АД, и ВС, 
_ и соединимъ концы ихь прямыми АС, и ВО, '). Тогда получимт 

фигуру АС.О:В, которая есть параллелограммъ по сльдующимъ 


_ основашямъ. Прямая АВ равна и параллельна прямой 4,В;; точно 
о таку же и прямая С.О, равна и параллельна прямой А ‚В:. Поэтому. 


_ прямая АВ равна и параллельна прямой С:0.. оли же двЪ. 
‚ противоположныя стороны фигуры АС.О.В равны и параллельны, | 


о то, значить, эта фигура параллелограммъ. Прямыя АР, и ‚ВО. 
а суть дагонали этого параллелограмма, а тая дагонали, какъ. 
° ‘мы знаемъ, пересвкаются въ точкЪ, которая дФлить каждую 


ея 
и 
и с 


_ изъ нихь пополамъ. Такое же доказательство можеть быть прим®нено. _ 
к каждой паръ дагоналей. Такъ, проведя прямыя А и А, р; мы по- 





я а <ебъ мысленно дагон. али 4 ги ВХ. 
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ос и РО И 31. тм. 


‘есть прямоугольный И 


ВС 01», мы получимъ: 





лучаемъ параллелограммъ АА. П.О. въ которомъ дагонали АП; и. А, 
пересВкаются пополамъ Но ут пересЪкается пополамъ и даго“ 
налью ВС;. Поэтому, можно сказать, что дагопали АП, ВС, и ПА, 
пересЪкаются ВЪ ОДНОЙ ТОЧКИ дфлятся ею пополамъ. Проведя, 
наконецъ, СВ и С.В, мы убфждаемся, что д1агонали ВС, и СВ;, пе- 


и ох т 


ресъкаясь, также дЪлятся пополамъ. Но ВС, пересЪчена пополамъ _ 
также дагоналями АГ, и ПА.. СаЛоАСВНЬНО и СВ, пересЪ- ^ 


кается пополамъ не только съ ВС., но и съ АП, и ОА, Итакь веЪ 
четыре жагонали въ одной и той же точкЪ пересфкаются по- 
поламъ. 


_ Точка, пересВченля (0) дагоналей параллелепипеда называется 
центромь параллелепипеда. 


‚2524. Теорема. Вх прямоигольномь параллелепитедть коодроть бой 5 — 


Фагоналей равень суммъ квадратовь треть измерений 
параллелепитеда. 

Пусть имЪемъ — параллелепипедъ 
` АВСЬА, В,С.П, (черт. 341). Проведемъ въ немъ 
какую-либо дагональ, напр. ВО, и докажемъ 
что квадрать этой дагонали равенъ суммЪ 
квадратовъ трехь измврешй Е 
да, т.-е. что | 
Вр 32—00 БО; - 

Проведемъ прямую ВР. Такъ какъ пря- 
моугольный параллелепипедъ есть прямой, 
Черт. 341. | то, слБдовательно, боковыя ребра. его перпен- 
дчкулярны къ основашямъ. Поэтому ОВ, _ 
перпендикулярна кь ВП, лежащей на основаши параллелепипеда. 
Значить, треугольникъь ВОГ, прямоугольный, и квадрать гипоте- 
нузы равенъ суммЪ квадратовъ обоихь катетовъ, т.-е. 
ВО. =? ВТ ею о. 





< 


\ 


Такъ какъ въ прямоугольномъ параллелепицедв всЪ грани— 


прямоугольники, то 740) есть прямой, и потому ‘треугольникъ ВОС 


и С. 
`Подотавивъ въ равенство (1) на мЪсто В1° равную ему сумму. 


, ВО =рр:- ВС*-+СТ», 
что и требовалось доказать. 
‚ Если мы. возьмемъ другую дагональ, напр.., `дагональ, В, то. 
также убЪдимся, при помощи тзхъ же разсужденй, что квадрать 


| 


ьз 


нее то 


‘ея равень суммЪ квадратовъ. м ен ОН: т 


`параллелепипеда. 


$ 
р 
№5 Ум 


Слёдстве. Такъ какъ квадратъ каждой д1агонали прямоуголь-› С . 


 наго параллелепипеда равенъ одной и той же суммЪ квадратовъ 


трехь измЪрешй, то, олЪдовательно, ‚6615 бНеонали еее м- 
о раллелепиледа равны. . 


‚ призмы. 


ная наклонная призма АБСРЕА: В.С. Р.Е, (черт. 842). 


_ лярной къ боковому ребру АА, (а слЪдовательно, 
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ГЛАВА У\У|. 
Поверхность и объемъ призмы. 
25За. Бокозая и полная поверхность. Такъ какъ призма ограни- 


чена нЪсколькими плоскостями, то подъ полной поверхностью призмы 
подразумЪвають сумму площадей всЪхъ ея граней. Такъ, полной 


_ поверхностью куба считають сумму площадей всхь шести граней 
_ его. Если вычисляють только сумму площадей боковыхь граней, 


то говорятъ о 60к0вой поверхности призмы. Ясно, что полная поверх- 


ность призмы равна боковой поверхности плюсъ сумма площадей 


обоихь основашй. Въ нижеслЗдующихь теоре- 
махъ мы выведемъ формулы ‘для поверхностей 


254а. Теорема. Боковая зовертность призмы равна 
произведению бокового ребра ея на периметрь. перпендику- 
дярнаго сюченя. 

Пусть, дана какая<нибудь, напр., пятиуголь- 


ПересЪчемъ эту призму а перпендику- 





и ко всзмъ боковымъ ребрамъ, которыя между 
собой параллельны). Тогда въ сЪВчеши образуется 


_ Черт. 342, 


- многоугольникъ а5с4, который и будеть перпендикулярныме стъченаеме. 


Докажемъ, что 
боков. поверх. = (а6 -{ Ве -- са -- ае -{ еа). АА.. | 
Для доказательства будемъ разсматривать каждую боковую и 
грань отдЪльно. Площадь грани АА,В,В есть площадь параллело- 


_трамма, основашемъ котораго можно считать боковое ребро. АА,, а 


высотой—сторону перпендикулярнаго сЪчен я а6. ОМ: 

площадь АА,В,В = АА, . 46 
точно такъ же площадь ВВ, С.С = ВВ, .%6 ` 

площадь 000.0) = СС, . ва 
площадь ОО. ВЕ = ОО... 4 

плошадь ЕР, 4,А = ЕЕ, . еа | 

ОТакъ какь АА, = ВВ, = ОС, = Ор, = ВЕ, то сумма всЪхъ пяти. 

площадей призмы, или, другими словами, боковая поверхность 

_ призмы —=АА, . а + АЛ,. ре + АД, . са-- ААД,. 4е + АА, .ва или 


‚боков. ‘поверх. — АА, (а -- Вс -- са + 4 + ва), что и требовалось до- 


казать. 
‘оБба. Сл детвИя. 1. Такъ какь въ прямой призм боковыя ребра 


о перпендикулярны къ основан!ю, то, слЪдовательно. перпендику- 


лярное сЪчеше прямой призмы есть не что ипое, какъ периметрь 


о  основавя. Поэтому бомвая пов реность прямой призмы равна произведентю 
к _ бокового ребра на периметрь основаная. 


_ ПЦ. Полная поверхность прямоугольнаго параллелепипеда, въ. 


в. и ` зависимости ОТЪ ее _измфреви. можеть быть ее ь |. 


ею ыы 
обозначить ихъ черезъ а, Ви с, такъ (черт. 343): полная поверх- 
ность равна боковой пов. -- 2 площ. оенованй. Боковая поверх- 
_ НОСТЬ == с (2а -- 26) = 2с(а-- 5) = 27а + 3665; площадь основания аъ, _ 
а дДвЪ ны, 206. Итакъ, полная повертность пуямоугольнаго пара-_ 
дадите 266 -- 246 = 2 (ва, 6 + а5), гдь @, 
6 и с суть три его измвреня. : 
256ба. 0Объемъ. Что такое объемъ, мы знаемъ 
изъ ариеметики. Въ геометр!и объемомъ вназны- 
вается часть пространства, которую занимаетъ 
геометрическое тЪло. ОтдЪльныя геометрическя 
твла; могутъ занимать ббльшую или меньшую часть 
пространства, поэтому. тЪъла эти могутъ быть сра- — 
вниваемы по объему. ‘Другими словами, объемъ 
всякаго тфла можно измфрить, для чего, конечно, 
нужно условиться относительно единицы объема. За 
единицу объема принимаютъ объемъ куба, каждое 
ребро котораго равно линейной единицЪ, напр., 
1 футу, дюйму, метру. ИзмЪ$ряя объемы геометрическихъ тЪлъь, 
мы должны имЪть въ виду слЪдующя положешя, принимаемыя , 
нами безь доказательствъ, какъ вполн% очевидныя: Г 
-1) Твла, совмВщаюцияся при вложени, имЪють равные объемы. У 
_ 2) Если ТЪло состоить изъ н%®сколькихь другихь ТВлЪ, то 
объемъ его равенъ суммЪ объемовъ тЪлъ составляющихъ. 
3) Два тБла, состояпия изъ одинаковаго числа равныхь тъльъ, 
хотя бы расположенныхь Въ иномъ ОВД ИМЪЮТЬ равные 


объемы, 
4) Если объемы двухъ тВль равны порознь разности объемовъ 


‘равныхь тВлъ, то тавя тЪла имВють равные объемы. 
| `Твла, имЪюния равные объемы, называются разновеликими. Тамя _ 
‚©Ъла могуть и не совмЬщаться другь съ (3) другомъ, подобно 
тому, какъ неравныя фигуры въ планиметр!и. могуть быть равно- 








и _ Черт. 344, о в. 

° велики (относительно площади). Такъ, призмы, изображенные на - 
_ Чертеж 34%, равновелики, такъ какъ составлены изъ > дВуЖЬ однЪх =. я 
Е о же треугольныхъ призмъ Аи В. ка и 
|! Теперь перейдемь къ теоремемъ. на которыхъ основыва тя _ 
ох `вычиолоне объема призму. и т : м и 
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257а. Теорема. Прямыя призмы, илеюцщия равныя основаня и высоты, равны 
Пусть даны дв прямыя призмы АВСОЕабсаеи А.В:С,Р,Ела161с14е, | 
_ (черт. 345), у которыхь равны основан1я и высоты. Докажемъ, что 
эти призмы равны. Такъ какъь въ прямой призмЪ боковыя ребра_ 
перпендикулярны къ основашю и равны высотЪ, то, слЪдовательно, 
боковыя ребра обфихъ призмь также равны. Вложимъ теперь одну 
призму въ другую такъ, чтобы ихъ равныя нижн1я основавя со- 
°_ вмъетились и точки А, В, С, р и Е совмЪетились съ точками 
А, В.О, р и Е. Тогда ‘ребра, исходяция изъ этихь’ точекь, 
должны пойти по одной прямой. Въ самомъ дЪлЪ, если бы, напр., 
ребра Аа и А!:а, не пошли по одной прямой, то вышло бы, что 
изъ одной и той же точки можно возставить къ одной плоскости 
_ два перпендикуляра. Итакъ, ребра пойдуть по одному направлению, 
_ и, велфдетв!е равенства этихь реберъ, точки а, $, с, 4 ие также 
_ совпадуть съ точками а, 6, с, 4 и в. Другими словами, призмы 
_веецЪло совмфстятея и сольются во всЪхь своихъ точкахъ, значить, 

‘призмы равны. | 
° 58а. Теорема. Всякая наклонная призма равновелика в прямой призму, 
‚высота которой равна боковому ребру наклонной призмы, а ОТАН 

С _ дярног] съчению ея. 

| Пусть имЪемъ наклонпую призму 'АВСОЕА,В,С:0.Е, (черт. 
846). Докажемъ, что эта призма равновелика призмЪ, высота 





Черт. 845. | * Черт. 346. 


_ которой, равна какому-либо ребру данной призмы, напр., АА, & 
_ обноваше—перпендикулярному сЪченю афсае данной призмы. Пер-. 
° пендикулярное сЪчеше абсёе провести, какъ мы знаемъ, весьма, 
_ проето. Проведя это перпендикулярное сфчене, далЪе поступаемъ 
_такь. Оть точекъ а, $, с, 4 и е продолжимъ ребра до ихь прежней 
_ длины, т.е. на такое разстояне ад, чтобы аа. =АА:. Точки аи, В, с, 4, 
и е, соединимь между собою и получимъ многоугольникъ а16с1але1, 
р _ впорый ‘будеть также перпендикулярнымъ сфчешемъ къ гранямъ, 
_ равнымъ перпендикулярному _ съчентю афс4е. Такъ какъ ОЕ: 
# _ ребра призмъ равны и, съ другой стороны, по построеню аа, =_ 
° = 06; = 06, = 44; = вв, = АА,, то, значить, вновь образовавшаяся 
_ прямая, призма авс, алеафсае иметь основашемъ перпендикуляр- 
_ ное оВчене наклонной призмы, а ребра—равныя ребрамъ наклонной 


_ дииомы. Не ВЪ ов Е боовов: р равно. Не . Сл. — а _. 


ее г а. ОТ 9: т 21 
: 5. 


та р я 


РАМНИИА С ва 
ВИ: 29. С . Е № 
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довательно, аа, равное АА,, есть высота образовавшейся прямой 


‚ призмы. Теперь остается доказать, что наклонная призма 


АВСРЕА,Б:С.Ш.Е, равновелика прямой призмЪ а16с:4:е:абеде. Для 


’этого прежде всего убВдимся, что многогранникъ афсаеА.В,С.0.Е, 


равенъ многограннику а16:с:4:е. АВСПЕ. У этихъ многогранниковъ 
основан1я абсае и а\Ъ.с,41е, равны, какъ перпендикулярныя сЪченя. 


Такь какъ боковыя ребра этихъ многогранниковъ перпендикулярны 
къ своимъ нижнимъ основашямъ, то при вложеши одного много-. 


гранника въ другой такъ, чтобы ниже!я основавя совпали всЪ№ми 
своими точками, ребра ихь пойдуть одни по другимъ. Теперь 
2братимъ внимане на то, что. 


Аа = Аа! — аб Аа: = Аа, — А.А 
В:6 = В. — 66, ВЬ, = В,5. —- В.В, 
Сс = Сс, — ес, и. Се = Са —0:С 
Да = 04, —да, „ Ба =ра—5Ь 
_ Ее = Ее, — ее, | т —= Ее, —ЕЕ 


Но такъ какъ аа, = А.А, 6, = В) В, сс, = С.С, аа, = рр И ев, = Е.Е, то 
Аа = Аа, — ва: 
| и Ла, = Аа, —аа, 
откуда Аа = Аа;; точно также В:5 = ВЬ,, Сс = Се, 2:4 = Па, и 
Ее = Ее.. Это означаеть, что вс боковыя ребра многогранни- 


_ ковъ соотвЗтственно равны. Если же они, какъ мы выше показали, 
пойдуть при вложен!и по одному направлен!ю, то они, вслЪдстве 
‚ своего равенства, совмЪстятся. Такимъ образомъ, и многогранники 


афсае А. В.С. Е и а. с.а1е. АВСОЕ при вложеши совмЪстятся всЪми _ 


своими точками а это значитъ, что они равны. 


| ‚ Разсматривая весь многогранникь а. 61 с141е. А. В:С. П.Е, мы ви- 
_ ДИМЪ, что наклонная призма получится, если оть всего многогран- 


ника отнять часть а15,с:4е. АВСРЕ, прямая же призма получится 


если отъ того же многогранника отнять часть афеде А, В.С. Г. Е.. Такь 


какъ, по доказанному выше, абсае А.В, С.О, Е, = а! с14.е. А ВСБЕ, 


то, значить, какь объемъ наклонной, такь и объемъ прямой _ 
‘призмы равны разности объемовъ ‚равныхъ тЪлъ. СлЪдовательно, 


объемъ прямой призмы а\В,с,4ел асае равенъ объему наклонной 
призмы АВСРЕА, В.С. Е,, т.-е. объ эти призмы равновелики. 


259а. Теорема. Ёсли провести злоскость черезь два противоположныя боко- _ 


выя ребра паралледепитеда, то параллелепитедь раздълитеся на 06% вова, 


треугольныя призмы. , 


Возьмемъ параллелепипедь АВСЛА. ВСЮ, (черт. 347). И о 


резъ два его противоположныя ребра АА, и СС, проведемъ пло- . 
скость АА:С;С. Докажемъ, что образовавицяся при этомь двЪ _ 


треугольныя призмы АВСА, В.С! и АОСА,О.С, равновелики. 


Проведемъ въ этой призм черезъ точку а перпендикулярное | 


съчеше, которое есть параллелограммъ абса. Плоскость 44,С,С пе- 


Ув, 


^^ 


= 


ресЪчетъь его по дагонали ас!), которая раздЪлить его на два рав- - 


ныхъ треугольника абс И 'а4с. Треугольникъ абс есть не что иное, | 
какъ перценликулярное сЪЗчеше треугольной призмы Ирой Вск 


в) Представьте себЪ ее мысленно, 


ы __ 241 
треугольникъ а4с—перпендикулярное сЪчене призмы АБСА.Т,С,. 
Какъ указано въ предыдущей теоремЪ, наклонная призма АВСА,В,С 
равновелика такой прямой призмЪ, у которой основане == абс, а 
высота равна одному изь боковыхъ реберъ наклонной, напр. 
ребру АА,. Точно также призма АШОСА,ГП,С, равновелика прямой 
призм съ основашемъ а4с и высотой АА,. Но такъ какъ абс=а4е, 
а высота прямыхъ призмъ одна и таже (А4,), то обв прямыя 





Черт. 347. _ Черт. 848. 


призмы, какъ имёюцця равныя основан!я и одну и ту же высоту 


равны, согласно теоремВ $ 257а. СлЗдовательно, и треугольныя на 
клонныя призмы АБОА,В:С, и АОСА,О:С:, будучи равновелики рав- 
нымъ прямымъ призмамъ, должны быть равновелики между собой. 

.260а. Теорема. Объемы, двуть прямоугольныхь параллелепитедовь, интющить 


фавныя. основаня, относятся, како и15 высоты. 


Пусть прямоугольныя параллелепипеды А ВОРаьса п 


— А, В.С,Р:а са, (черт. 848) имфють равныя основашя. Докажемъ, 

что ихь объемы, относятся, какъ ихь высоты, т.-е. какъ Аа: Аза. 

_ Могуть представиться при этомъ два случая: во-первыхъ, когда. 
высоты параллелепипедовь соизм$римы и, во-вторыхь, когда он 


несоизмЗримы, 


Пусть высоты Аа и Ала: соизмримы, и общая м%ра находится 
ВЪ а т разъ, а въ А1:а: п разъ. 


Отложивъ эту общую м$ру на высотахъ А4аи А; а, и о 


_черёзъ точки дзленя плоскости, параллельныя основав\ю, мы раз- 
‘дЪлимъ первый параллелепипедь на т равныхъ частей, а второй 


т и п такихъь же частей. ‚. 


` Тогда можно будеть написать, что 
у объемь АВОПаБса Н..3 
объемъ АВ: С.) с:а1 СА » 


_Но высоты находятся также въ отношеши >", ибо общая мьра. 
_ содержится въ Аа т разъ, въ а п БИ. ИЕ. 


`% т => п 
3 Откуда: | 
и ‘объемъ АВСРаод _ а 


| и. | т _ обьемъ АН а. — Зла’ 


в. и п требовалось доказать. 
_ „Гжмвиаёя задом", в. м. ея 


Ау 4 и 
и: \ , 
8 16 ср 
_ и м = 
‹ . * К. 
` а — _ 
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Теперь разсмотримъ тоть случай, когда высоты несоизм$римы 
Пусть н3Ъкоторый отрззокъ содержится въ Аа т разъ, а въ 
Аа, (черт. 349) этоть же отрЗзокъ содержится боле, чЪмъ п разъ, 
но меньше, чё5мь п--1 разъ. 


Поэтому, можно написать, что 
приближ. отношене а. =>. 
Если мы черезъ точки дЪлс- 

ня высоты Аа проведемъ рядъ 
плоскостей, параллельныхь осно- 
ван!ю, то  параллелепипедъ 
АВСОаса раздЪлится на т рав- 
ныхъ частей. Если же провести 
рядъ такихъ плоскостей черезъ 
точки длен1я высоты Аа: вто- — 
| ‚рого параллелепипеда, то этотъ 
параллелепипедь будеть содержать такихъ частей, какихь ВЪ 

первомъь параллелепипедв содержится т разъ, боле, чёмъ в 


разъ, но менЪе, чёмъ п -|- 1. Такимъ образомъ, | ` 
| объемъ АВСПабса р 





—— 
= 


| ‘приближ. отношене А.В. Баса 1 ` 
Такъ какъ приближенныя отношеня, вычисленныя съ одина- 
_  Ковой точностью, равны, то, слЗдовательно: 
объемь АВСРава о _ Аа | 
объемъ А.В, С,0,а6.с.а,  А.а,° уз 
Итакъ, во всЪхь случаяхъ объемы прямоугольныхъ паралле- 
лепипедовъ, имЪющихь равныя основан1я, относятся, какъ ихъ вы-. 
соты (ребра). _ ка 
_ 26[а. Теорема. Обземы двуть прямоугольныть параляелетитедовь, интю-_ 
шито равныя высоты,  относятия, како площади ить оснований. | у 





— 





; : 
* _ #. 
ерт. д . ` м ‚> 
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Пусть даны прямоугольные параллелепипеды Ри Р,, у кото- — 
рыхъ высоты Н и И, равны (черт. 350), площади же основашя не- — 
равны. Стороны основашя одного параллелепипеда суть аи ва 
другого а; и В, и, слВдовательно, площади основан!я, какъ прямо. 
‘угольники, равны соотвЪтотвенно @ и а1б.. Поэтому, надо док И 


и А с а 
: а м! , ‚> \ ; ме %+ 2. У 


их 


` ЕЕ . , а Зо 

Е р х № | < \ ; . ег. вл Кр. | 
№ \. ы ^% у, - ы \ С, х ь 3. им у . . . _ „у к. | я _ й ` > с 4х а > Ге < © $. 
= А а А, "=. Тм. Уре ВА р к. -. х $ >. АА = 6 8 а “„ чт. Их у \бч м." РР ‚ Ч РН О >. 21% . 5% 
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объемь Ро _ аБ ох 

объемъ Р, — а, ° 

Для доказательства построимъ трети прямоугольный парал- 

лелепипедъ ©, у котораго высота такая же, какъ и у первыхь 
двухь параллелепипедовъ, одна сторона основанйя такая же, какъ 
у параллелепипеда Р, а другая, какъ у параллелепипеда Р\:. Дру- 
гими словами, одна сторона прямоугольника, лежащаго въ осно- 


ваши параллелепипеда ©, равна а, а другая равна 6.. 


Сравнивая © съ Р, мы зам чаемъ, что у этихь параллелепи- 
педовъ грани, зачерченныя косыми штрихами, равны, такъ какъ 
представляютъ собою прямоугольники, у которыхъ основаня и вы- 
соты равны (по построен1ю). Поэтому, если грани, зачерченныя ко- 
сыми штрихами, принять за основан!я, а стороны 6 и 6, за высоты, 
то, въ виду равенства основан, можно, на основаши предыдущей 


теоремы, написать: 


объемь Р _ 05. 
объемъ @ Ц‘ 

Теперь будемъ сравнивать © сь Р,. Видимъ, что и у этихъ 
параллелепипедовъ есть равныя грани: именно, это грани, зачер- 
ченныя на чертежЪ прямыми штрихами. И здзсь, принявъ эти 
грани за, основашя, а аи а, за высоты, можно, подобно предыду-| 
щему, написать: 

объемъ @ _ д. 
объемъь Ра,‘ 
Теперь умножимъ это равенство почленно на предыдущее; 


_ тогда получимъ: 


объемъ Р. объемъ ® _@6_ объемъ Р аъ 
`объемъ @ . объемъ Р, а р м Да: объемъ р @0: Е 
что и требовалось доказать. | 
262а Замфчане. Такъ какъ прямоугольные параллелепипеды, 


о имзюцще равныя основаня, имфють, собственно говоря, по два 


равныхъ измвреня, а высоты ихъ суть ихь третьи измЪреня, то 


‘теорему 8 2604 можно выразить такъ: объемы прямоугольныть параллеле- 
‘дов, имеющить два общить (или равных) измореня. относятся, како ить 
третьи измюреня. 


Точно такъь же и теорему $8 261а можно читать: 0б5емы прям- 


_ угольныть зараллелепитедовь, инющить одно общее измтренае, относятся, какз 
_ фоизведеная изь двуть остальныхь измерений. 


263а. Теорема. Обзены 0855 прямоигольныть параллелепитедовь, им ющиить 


_ разныя овнованая ц высоты, относятся, каз произведенля площадей ить оснований 
_ на высоты, или, другими словами, кож процзведеная иль трель измерения 


`Пусть прямоугольные параллелепипеды— первый (назовемъ его 


ый в) и второй (назовемъ его В;) (черт. 351) имЪють разныя высоты и 


_ основашя, при чемъ стороны основавя и высота одного суть а, В 
и Н, а другого — а, 6 и Н,. Такъ какъ площадь основая парал- 
_ лелепипеда В равна аф а площадь основанйя наралиеленинеда В; 
о аб» 1 то, слЪдовалельно, нужно доказать, что 


’объемъь В _ 4.Н 
объемъ В: р, в... 


т 


“ х 
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Для доказательства построимъ трети прямоугольный я 
лепипедъ (назовемъ его А) у котораго основане такое же, какь и 


т 
| 
' 
} 
' 
* 
' 
' 
* 
' 
' 
т 
' 
! 
"т 
* 
* 
т 
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у параллелепипеда В, и, слдовательно, равно аб, а высота такая, 
какъ у параллелепипеда В., и равна, поэтому, Н.. Если будемъ сра 
внивать 4 съ В, то, въ виду того, что у нихь равныя основан Яя, 
мохно а теорему 8 260а и написать, что 


в: | объемъ В | се. : }, 
| __ объемъ А 1. | 
ба же А съВ,, на основани теоремы ы 261а, ео 
ет объемъ 4 т _@5_ 
ИХ `объемъ В: `а46. 
АА Перемноживь оба эти равенства, получимъ: 
ыы объемъ В а$.Н аб Н 


и 


объемъ В, “:6,.Н.  @а6.Н: › 
т.-е. объемы Ви В, относятся, какъ произведен. ИхВ Е : 
но изм рев. 
64а. Теорема. Обаеме прямоугольнаго паралледепитедв равень пробе — 
60 площади основания на высоту: | 
_^ Факь кажь измфрить объёмъ тВла—это значить Вычислить его 


отношеше къ объему, принятому 
за единицу, ТО, ЗНАЧИТЬ, надо. 
опредлить, сколько кубическихь | 
едчниць содержится въ данномь — 
прямоугольномъ пораллелениие- | . 
ДВР (черт. 852). Пусть, кубиче- оо 
ская единица есть кубъ 0, как- и 
дое ‚измврене. котораго равно- йе 
| единиц. Такъь какь, согласно. и 
предыдущей ‘теорем, объёмы | 
| прямоугольныхъь параллелепиие- — 
| Черт. 38. довЪ относятся, какъ произве- 
_дешя площадей ить основав], на высоты, т р 





Я 


| 


мьР _ аб. в _ 

№60 а5 есть ь они им Ца) Е, Нее еда Р, в. 

те площадь основаня ей 0 равна. оливы, ибо каждое ня ыы. $ Г . 
> и | | зи о 

А ы к х СИС ее | А . к {6 ео 

и. и = А Иа > . > о фе | а 


т МУЧа © рее" а ОКА Е СХ и ЗАЛ 4 ЗА ВИ а“ У Ру ем г В Ета 


__ 





ее 

"бичаснойй единицы равно. Ё "Тань какъ о ‘есть также м - 
единица, то. 

объемъ Р = @. ие 


а это означаеть, что число кубическихь единицъ, содержелцихся 
въ объем прямоугольнаго параллелепипеда, равно произведению 
_ числа, выражающаго площадь основавя (т.-е. аб), на число, выра- 
жающее высоту, въ соотв$тствующихь единицахъ. Или, короче, 
_ объеме прямоугольнаго ав равняется произведению основая ча 
_ высоту. 
Такъ какь площадь основаня, равная аб, есть, въ свою очередь, 
_ произведее двухъ его измренйй, то 
объемь Р=а,6.В; 
‘это можно выразить такъ: 0ббенз прямоугольнаго параляелепитеда равняется 
произведению треть его измторенай. 
Въ общемъ ВиДЬ НЕ выражается такъ: 
265а. СлЪдетвгя. 1. Та какъ ое прямоугольнаго параллеле-_ 
‚ пицеда равенъ произведеню трехь измВреши, то обземь хуба, у ко- 
‚ тораго. всЪ измфревя равны, равняется третьей степени его изиъреня. ет 
‚Такъ, если измфрене куба есть а, то объемъ его равенъ аз. А 
: п. Изъ перваго слФдетыя слЪдуетъ, что если кубиче- 
_ ская единица равна третьей стёпени линейной единицы, то и 
| _ отнощеие 0ву2з кубическить единице фавно третьей степени отнощеная ттьзь же | 
‘линейных единице. Такъ, мы еще изъ ариеметики знаемъ, что ели 
_ отношене сажени къ аршину равно 3, то отношене кубической 
_ сажени къ кубическому аршину равно 83, т.-е. 9. те 
' 66а. Найдя формулу для вычислешя объема прямоугольныхь т 
` параллелепипедовъ, перейдемъ къ вычисле- о 
о мямь объемовъ прямыхь параллелепипе- В ЗВ. О 
довъь и затЪмъ наклонныхъ. | 
Теорема. (Обземь прямого параллелепипеда 
_ равен произведеню площади основаня на высоту. 
х% Пусть параллелепипедъ АОО, 4, ВСС. В, 
то Се 353) есть прямой, но не прямоуголь- 
°_ НЫЙ. Это означаеть, кокь мы знаемъ, 
_ что только боковыя его грани суть пря- 
_моугольники, основашя же АПЛ А, й 
_ ВСС, В, суть. параллелограммы. Поэтому, К 
ей ‘если мы примемъ за основане грань АВС), = чорт. 868. и 
- то параллелеципедь будеть наклонный. в. 
} ы знаемъ изъ теоремы 8 258а, что наклонный параллелепииедь  — 
‚ Аокоынны такому прямому, у котора высота равна высот  — 
_ даннаго, т.е. РО,, а основан есть пернендикулярное с®чеше ага. Е 
5. _ Посмотрим теперь, чему равняется объемъ этого посльдняго паз — 
т раллежециеда съ основанемь абса. Такъь какъ грани ИВО и. ее 
_ АВЕ "бо, па] а нь то елси оны ера о. 
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3% 
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О ба к; 2 - $554“ ь) ; ; . у {= < › № я ыы, 
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х 7846 = 
довательно, линейные углы 4а5, абс и т. д. также прямые. Зназть, 
афса есть прямоугольникъ. | | 

Такъ какъ, кромЪ того, афса перпендикулярна къ ребрамъ ОГ,, 


‘СС, и т. д., то ясно, что прямой параллелепипедъ съ основашемъ 


афса есть нетолько прямой, но и прямоугольный. Объемъ же прямо- 
угольнаго параллелепипеда равенъ, какъь мы видЪли, произведеню 
основашя на высоту. 

Такимъ образомъ, объемъ этого волю а равенъ. 
произведен!ю площади афс4 на высоту ПП,. Такъ какъ площадь 
абса = Ча . аъ, то | 

объемь АДО,А.ВССВ, =аа. а5. ОП.. 

Разсматривая правую часть этого равенства, мы видимъ, что 
произведене аа.ПГ), ссть не что иное, какъ выражене площади 
АО, А.. 

Поэтому, 

объемь АРР,А.ВСС.В,=(площ. АДР, А,) 40. 


Такъ какь АШП! 4, есть основаше даннаго прямого параллеле- 
пипеда, а аб есть его высота, то теорема доказана. 

267а. Теорема. 0бземз всякаго параллелепипеда тфавень прове пло- 
щади основаая на высоту. 
} Мы уже доказали, что какъ объемъ прямоугольнаго, такъ и. 
объемъ прямого параллелепипедовъ равенъ произведен площади 
основашя на высоту. Докажемъ теперь, что и объемъ наклоннаго 
параллелепипеда АВСЛА,В,С.Г, (черт. 354) равень произведению 
площади АВСЛ на высоту се. 

Проведя перпендикулярное сочене а64, мы можемъ ска- 
зать, что этоть наклонный параллелепипедъ равновеликъ такому 





Черт. 354. Черт. 855. 


прямому, у котораго основаше есть аб4е, а высота—АВ. Объемь — 


же нрямого параллелепипеда, какъ мы только что узнали, ра- 
венъ произведеню площади основаншя на высоту. Значить, и 
объемъ АВСРА. В.С), =(площади абас). АВ. 
Но площадь аф4с, какъь площадь всякаго параллелограмма, 
равна произведеню основанйя на высоту. Основашемъ афас будетъ аф, 
а знеотой перпендикуляръ се, НЕ изъ какой- либо точки в 


247 


прямой са на основаше аб. Значить, площадь афе4=а6 .се. Поэтему 
объемь АВСПА. В.С), =05. се. АВ==се. а. АВ. 

_ Разсматривая правую часть этого равенства, мы легко можемъ 

убвдиться, что произведеше аЪ. АВ есть выражен!е площади грани 


‚АВС, т.-е. площади основаюя наклоннаго параллелепипеда, & се 
3 ‘есть высота его. Поэтому можно написать, что 


объемь АВСРА.В,С!П, = (площ. АВСО). св, 
что и требовалось доказать. 

268а. Объемъ призмы. Предыдуций рядъ теоремъ даетъь возмож- 
ность перейти къ вычислено объема призмы, какъ треугольной, 
такъ и вообще многоугольной. 

Теорема. 0Объемь всякой призмы фавень произведению площади основанля 
на высоту. 

Разсмотримъ сначала треугольную призму, & затЗмъ перей- 
демъ къ многоугольной. Пусть имФемъ треугольную призму 
АВСА.В,С, (черт. 355). Такъ какъ. мы уже знаемъ, чему равняется 
объемъ всякаго параллелепипеда, то попробуемъ дополнить эту. 
треугольную призму до параллелепипеда. 

Для этого проведемъ изъ точки В прямую ВО, параллельную АС. 
а изъ точки (С прямую СП, параллельную АВ. На получившемся 
параллелограмм% АВПС строимъ параляелепипедь АВПСА, В.С, 


‚Этотъ параллелепипедъ длится плоскостью ВСС,В, на двЪ равно- 
‚веливя треугольныя призмы (8 259а), изъ которыхъ одна есть данная 
` призма АВСА.В,С,. Это означаеть, что объемъ треугольной призмы 


АВСА,В,С, равенъ половинз объема параллелепипеда. Такъ какъ 
объемъ параллелепипеда равенъ произведеню площади основан!я. 
АВШС на высоту призмы, то объемъ данной призмы равенъ поло- 
вин произведеня площади основан!я на высоту. Обозначивъ вы- 


`соту призмы. (и параллелепипеда) черезь Н, можемъ написать: 


ее треуг. призмы = (площадь АВРО). Н. 


Но - > площади параллелограмма АВС есть площадь тре- 


а абс. ЗамЪнивь одно на другое; окончательно полу- 


_  чаемъ, что 


о призмы АВСОЕБА.В,С.О.Е, (черт. 356) также 

_ равенъ произведен площади основашя АВСШЕ 
_ на высоту призмы. Соединивь точки Е и В 
_  Дагоналями съ точками В, С, В; и (С,, мы про- 
_  водимь черезъь нихь плоскости ВВЕЕ и 


а треуг. призмы = (площ. АВО). Н. 
Теперь докажемъ, что объемъ многоугольн. 


‚ ССЫВЕ. Эти плоскости дЪлять’многоугольную 
_ призму на нЪоколько треугольныхъ призмъ. 
> ОбБень каждой изъ этихь призмъ, какъ только 
_ что было доказано, равенъ произведен пло- 
_ щади основамя на высоту (которую о 





= _ ЧИМЪ о Поэтому _ _ Черт. 356; 
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объемь ДЕВА, Е.В, = (плош. АВВ). Н, 
объемъ ВЕСВ:Е!С, = (площ. ВЕС).Н, 
объемь СЕШС, Е.П; == (площ. СЕЛ). Н. 


Такъ какъ сумма всЪхь этихъ объемовъ есть объемъ данной 
многоугольной призмы, то, сложивь эти равенства почленно, по- — 
лучимъ: объемъ многоуг. призмы = [площ. АВВ -|- площ. ВЕСЬ 
+ площ. СЕПГ). Н. Но такъ какъ пл. АВЕ-- пл. ВЕС--пл. СЕ)==площ. | 
АВСОЕ, то. | 
объемъ многоуг. призмы = (площади АВСПЕ). Н, | 
что и нужно было доказать. 

269а. СлБдств!я. 1. Такъь такъ высотой прямой призмы является 
ея боковое ребро, то обземь прямой призиы травень произведению площади 
ел основаная на боковое ребто. | 

П. Такъ какь всякая наклонная призма равновелика прямой, 
у-которой высота равна боковому ребру, а. основан1е есть перпен- 
дикулярное сЪчене, то отсюда слЪдуеть, что объем наклонной призмы — 
| га произведению площади перпендикулярнаго соченая на боковое ребто. 


Свойства пирамидъ. 


270а.7 Теорема. Если пирамиду пересьчь. плоскостью „ параллельно ея осно- 
`ваню, то 1) ‘боковыя ребра ц высота --дьлятся на. пропоруюнальныя, части, д 
Вы ‘соченае есть многоугольникь, подобный основан, 3). площади. основаная. › &. с 
‚чензя ‘относятся, какь квадраты иль фазстознй отъ,верщины. 
ВАР доказывать эту «теорему по.частямъ. о 
1) Пусть ЗАВСРЕ „(черт. 357) „есть — 
нирамида, которая. пересЪчена. плоскостью, — 
параллельной основавю. Обозначивъ с3- 
чене черезъ абсае и проведя высоту 50 и 
прямыя а иАО)/) .докажемъ, что.боковыя = 
„ребра. и высота, раздЪлены плоскостью с©Ъ- = 
ченя на пропорщональныя р т.-е., что — 
„ба _ 6% 56 ОА 
50-10 | е 
Такь какъ параллельныя плоскости Ри 
| ‚АВОРЕ и афсае можно разсматривать, какь — 
Черт. 357. плоскости, пересЪченныя плоскостями АВВ» га 
В5С ит. д. то прямыя аб и АВ, ви и 86 — 
‘ит д суть лини пересченй. Тамя лини, какь извфетно. изъ 
предыдущаго, должны быть параллельны. Значить, 6 | АВ, 61 Ве а 
‹4\ Ср ит. д. Принявь это во внимане, мы можемъ сказать, о 
‘что стороны АБВ разсЪкаются на части. параллельными 1 ям к 
`ав и АВ‚атаюя части должны быть пропорщюнальны. То же самое И. 
можно сказать о сторонахъ угла В5С, 050 и т. А. и Наань о. е 


? ух 








_носительно угла 450. Поэтому: К т т и. 
к о себ мыслевнно ав; и те о. 


" 23 ий 1 . $ . 4 ; 7» ак) асе > ОЕ 
ву м К: $ я Ея к УС, т | а № ‚ ору _ ,. кк ЗМ 2 ++ 
| к“ { ох Ме + ЧУ, В . у . . #{ `` я 1 _ ы ‹ . < РО ^ ры ука 
а. > 2 чл кг Г СА 47 ГчьА д У, + Ре 1 ОВ: % а В Ал Ач, $ ИА м А у ЧР”. дз. ЦЩю 4 | Р-Я се Г 


а, 


ем 

30 шв _ба | 
‚в = об, Е 1—9 ля 
8а 


м 
МЕ з 


вв. а" зав =—%, что и требоваловь доказать. 


2) Теперь докажемъ вторую часть теоремы, именно, что много. - 


Е. угольникъ ареде подобенъ многоугольнику АВСЛЕ. Какь мы выше 


убЪдились, а || АВ, слЪдовательно, треугольникь АЗВ подобенъ 


‘треугольнику а35. Точно такъь же треугольникь В$0 подобенъ 
_ тр-ку 05, и т-кь СБ) зподобенъ тр-ку сз4 и т. д. На основан!и 


подобя, мы можемъ написать рядъ такихъ равенствъ: 


“В В$ В5 _ ВС АВ _ ВС 
Г ЕЕ 
вс _ С5 г ср ВС _ Ср 
А ь-м, 
со ОС СД 58 _ в ев ТАЙ 


| НЕЕ везхь сторонъ НЫ можно до- 
казать пропорщональность ихъ. Углы же многоугольниковъ АВСПРЕ 


_ И'абеде, какъ составленные параллельными и одинаково направлен- 


ными сторонами, равны. Итакъ, эти многоугольники имФють про- 
порщональныя стороны и равные углы: значить, они подобны. 


_3) Наконець, перейдемъ къ третьей части теоремы и дока. — 


_жемъ, что площади основаня и сзченя относятея, какъ квадраты. 


ихь разстояв! оть вершины, т.-е. что 


м площ. АВСОЕ _ 053. 
площ. а6сае _ т 


Мы знаемъ, что площади подобных”, многоугольниковъ отно- 


_ сятоя, какъ квадраты сходственныхъ сторенъ. Такъ какъ сходствен- 


к ными сторонами у многоугольниковь АВСШЕ и афе4е являются, 


отт, 
м р м, 
. р ь- 


лы площ, @6сае *5 


ны прочимъ, стороны АВ и а, то можно написать такъ: 


площ. АВСОЕ АВ? [2 =>). 
площ. аббе а = 


| Но изъ подоб]я треугольниковь АЗВ и а55 слфдуеть, что 











АВ _ 45. 
Е, | а а” 
= 4 изъ теже же треугольниковь 408 и аб 
| 45‘ 08 
5 55° 
Значить, 
АВ: _ 05 (> г (=) 
Аа а 15’ а) \ 95° 
. Поэтому: 


плош. АВСОЕ _ | 08 у— 05. 
ет — `и8 


| эта. Теорема. Если 08% пирамиды, имтьюция одну и ту же высоту, пе- 
и плоскостями, параллельными ить основанямь, на одинаковомь разетояни 


_ сть а то а соченая со пропоруональны ра ава: 


части. Тогда получимъ: 


Возьмемь двЪ пирамиды ЗАВС и 5,А.В,С.ЛЕ (черт. 858), у кото- 
рыхъ одна и та же высота, равная КТ, и которыя перес®чены, на _ 
разстояи КМ оть вершинъ плоскостями абс и аб: се, т аа 


НЫМИ основан1ямъ. Надо доказать, что Ро 
са 


= площ. @6с т площ. 486 р 
5. площ. @16:с:4е площ. А,В,0.РЕ _ 


Относительно пирамиды АВС, _ 
на основаи предыдущей тео-. 
ремы, можно написать, что 
ее 

площ. @56 КМ? | 


Точно такъ же и въ пира- 
мидз 5: А а 
площ, ра о 
Такь какъ правыя части 
обоихъ этихъ равенствь равны, то аа быть равны и о | 





площ. АВС — плому або | 
_ площ. а площ. аб:сае 
или х (перованиЕ средне члены въ этой пропорции). 
площ. @6с —_ млощ. АВС 
площ, (16,6, ае площ, .4.В.СШОЕ ? 
какъ и требовалось доказать. | 
° Изъ этой теоремы можно вывести то очень важное сяЪдетв!е, 


что слу основашя 9 деуть пирамидь равновелики и высоты равны, то и съченя 


_ ЭТИ пиранидь, га отетояиля ото вершино, равновелики. 


. 
| 


Геометр!я. 


ГЛАВА УШ. 
Поверхность и объемъ пирамидъ. 


2712а. Поверхность пирамидъ. Все, что сказано о боковой поверх- 
ности призмъ, примЪнимо и къ пирамидамъ, Именно, подъ боковой 
поверхностью пирамиды подразумЪ вается 
сумма площадей боковыхъ граней. Полная 
‚‹ же поверхность пирамиды составляется изъ 
боковой поверхности плюсъ площадь осно- 
ваня, а въ случаз ус$ченной пирамидыы-— 
изъ боковой поверхности плюсъ сумма пло- 
щадей обоихъ основан. Нижеслздуюция 
двЪ теоремы опредзляють боковую поверх- 
ность правильной пирамиды и правильной 
усЪченной пирамиды. 
- 13а. Теорема. Боковая поверхность правиль- 
н0й пирамиды равняется произведению периметра 
основания на половину аповемы. 

Докажемь, что боковая поверхность правильной пирамиды 
БАВСРЕЕ (черт. 359) равна произведено периметра основашя 
'АВСРЕЕ на $ 50, при чемь БО есть апоеема. Боковая поверхность 
этой пирамиды равна суммЪ площадей равныхь между собой равно- 
бедренныхъ а. Площадь каждаго такого треуголь- 
ника равна АВ. 3 60. Поэтому, если многоугольная пирамида 
имзеть и граней, то боковая поверхность всей пирамиды =п.АВ. 
.390=(п.АВ).550. Такъ какъ всЪ стороны основашя пирамиды 
равны, то п. АБ и есть периметръ. Но- 
этому теорема доказана. 

214а. Теорема. Боковая повертность пра- 
вильнойусоченной пирамиды равна толусумлмь пери- 
метровь обрить оснований, умноженной на апооему. 

Пусть АВСШРЕасае есть. правиль- 
ная усЪченная пирамида (черт. 360), апо- 
оема которой= МО. Такъ какъ всЪ грани 
суть равныя равнобочныя трапещи и пи- | Черт. 360. 
рамида имЪеть п сторонъ, то боковая ея 
поверхность равняется %® площадямъ трапещи АВФа. Площадь тра 

‚ пеши АВфа равна $ (АВ + аЪ). МО. СлЪдовательно, боковая поверх- 





Черт. 399. 





х _ З + ее ^ у 
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ность я-угольной правильной усЪченной пирамиды = ®. 5 (АВ -Р а5). 
8 мо=—"- ВЕ т-. О. Такъь какъ п.АВ есть периметръ нижняго 


основашя, ибо ДВ =ВС = СГ ит. д., а п. аб по тому же есть пери- 
метръ верхняго основавня, то теорема доказана. 

275а. Объемъ пирамиды. Прежде, чЪмъ перейти къ вычислен!ю 
объема пирамиды, докажемъ слБдующую вепомогательную теорему. 
Эта, теорема имЪетъ такое же значеше при вычислеши объемовъ 
пирамиды, какъ теоремы о равенствЪ треугольниковъ при вычисле- 
щи площадей треугольниковъ. Такь какъ она служить основой 
для вычислешя объемовъ пирамиды и нзкоторыхъ другихъ тЪлЪ, 
то ее можно. считать леммой по отношентю къ тьмъ теоремамъ, 
которыя непосредственно указывають вычислен!е упомянутыхъ объ- 
емовЪ. 

При доказательствЪ этой теоремы` мы будемъ пользоваться 
способомъ предзловъ подобно тому, какъ мы имъ пользовались 
при вычислени длины окружности. Другихъ, боле простыхъ до- 
казательствъ этой теоремы нЪтЪ. 

Теорема. Дез преугольныя пирамиды съ равновеликини основаниями и рав- 
ными высотами фавновелики. Пусть имЗемъ двЪ пирамиды БАВБС и 
6'4.В:С', (черт. 361), у которыхь основаня АВС и 4.Б:С, равно- 
велики и высоты равны. Цокажемъ, что тая пирамиды равновелики 





Черт. 361, 


Какъ мы выше упомянули, доказательство будеть вестйсь по спо 
собу предЗловъ. А именно; мы докажемъ, что обЪ эти пирамиды 
являются предЗлами перемЪнныхь величинъ, сохраняющихь между 
собой равенство при всЪхъь своихъ послЗдовательныхъ измЪнен1яхъ. 

Раздълимъ высоту каждой изъ данныхь пирамидъ на н%ко- 
торое число п равныхь частей. Черезъ точки дЪлешя проведемъ 
плоскости, параллельныя основашямъ, и образуемъ, такимъ обра- 
зомъ, рядъ сВченй пирамиды, параллельныхъ основан!ю. Такъ какъ 
мы знаемъ, что сфченя пирамидъ. съ равновеликими основанями 
и равными высотами равны, если онЪ равно’ отстоять оть 
вершинъ пирамидъ (271а, вып. 24), ‘то треугольники, полу- 
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чивиЦеся въ сЪченяхь одной пирамиды, соотвЪтственно равнове- 
лики треугольникамъ въ сЪчешяхь другой пирамиды. На получен- 
ныхь въ сЪчен1яхъ треугольникахъ построимъ въ каждой пирамидЪ 
рядъ внутреннихъ призмъ. При этомъ верхними основанйями этихъ 
внутреннихь призмъ будуть треугольники, получивицеся въ сЪче- 
ви, нижея же основайя лежать въ плоскости этихь сЪъчени. 
Ясно, что если высоту пирамидъ раздфлить на 5 частей, то полу- 
чится 4 внутреннихъ призмы, т.-е. вообще если высота раздЪлена 
на п частей, то призмъ получится п —1. Такъ какъ каждая изъ 


Тор 
внутреннихь призмъ иметь одну и ту же высоту (равную =>. высоты 
всей пирамиды), а основавя у соотв тственныхь  призмъ равно- 
велики, то, слЪдовательно, и соотвзтственныя внутрентя призмы 
- обЪихъ пирамидъ попарно равны. Поэтому, если мы обозначимъ 
призмы, входяцпйя въ пирамиду БАВС, по порядку, начиная оть 
вершины, черезъ и, 1, @.... @» а, а призмы, входяцая въ пи- 
рамиду ©:.4.:Б:С1, черезъ В, 6,, В.,... 6, то можно написать; 

а: = 6; а» = 6» 
аз == 03; ... ал = бил. 
Откуда слЪдуеть, что: 
а аа ос а, = мы оо ЕВ. 
Теперь допустимъ, что число п безгранично-увеличивается; 
1 у & 
тогда высота каждой призмы, равная —, будеть безпредзльно 


уменьшаться. Другими словами, обЪ части послздняго равенства 
сдЪлаются перемЪнными величинами. Не трудно видЪть, что ихъ 
предЪлами будуть данныя пирамиды. 

Однако, докажемъ это хотя бы для одной пирамиды, ибо тв 
же разсужден!я могутъ быть примЪнимы и кь другой пирамидЪ. 
Итакъ, докажемъ, что пирамида ЗАВСО есть предЪль, къ которому 
стремится сумма призмъ а, - а. --а- ... + а, при неограни- 
ченномъ увеличени числа и. Принявь каждое сЪчене пирамиды 
бАВС за нижнее основаше, построимъ на нихъ рядъ призмъ, 
выходящихъь своими верхними основан1ями и частью самихъ призмъ 
изъ пирамиды. Конечно, высоты такихъ выходящихь призмъ 
остаются равными высотамъ призмъ входящихь, при чемъ призмъ 
выходящихъ будеть на 1 боле, т.-е. и. Обозначивъ ихъ по порядку, 
начиная отъ вершины, черезъ с1, со, с.... би-1, ©», Мы можемъ 
убздиться, что первая выходящая призма равновелика первой вхо- 
дящей, вторая выходящая— Второй же входящей и т. д., . т.-е. 

а: = с; Ч — 65; | 
(3 = 63, ... @-1 = би-1. 

Но такъ какъ выходящихъ призмъ на одну болЪе, то самая 
нижняя выходящая призма (с„) не иметь себЪ равной входящей. 
Поэтому можно написать: | 


(сое .. ао) — (а -Ры ща... Нд =ы. 
Ясно видно и вполнЪ понятно, что сумма объемовъ призмъ 


А 


°входящихь меньше объема всей пирамиды точно такъ же, какъ 
сумма призмъ выходящихь боле объема ея, т.-е. 


а-е-Рез-Н © си 1- Си > Объемъ АВС > аа--аэ-Наз-- зо -- а» 


а это означаетъ, что разность между объемомъ пирамиды‘ АВС и 
суммой объемовъ входящихъь призмъ (Ра Раз... Ра) 
меньше с». 

Теперь вообразимъ, что число и неограниченно увеличивается; 
тогда высота каждой выходящей и входящей призмы неограни- 
ченно уменьшается; слЪдовательно, безконечно уменьшается и вы- 
сота призмы с„ (нижней), а вмВетв съ тЪмъ и самый объемъ. этой 
призмы стремится къ нулю. Другими словами, при неограничен- 
номъ увеличени и, разность между объемомъ пирамиды и суммой 
объемовъ вписанныхь въ нее призмь уменьшается, а это озна- 
чаетъ, что объемъ пирамиды есть предЪлъ, къ которому стремится 
сумма объемовъ а а. + аз-- ... + а»_1. Обозначивъ объемъ пи- 
рамиды БАВС черезъ Г, можемъ написать, ‘что 


ТУ = предфль (а На Ра+... № а,_)). 


Точно также и объемъ пирамиды 5,4,В,С,, который обозначимь 
черезъ Г,, есть предЪлъ, къ которому стремится сумма объемовъ 
6, + 5. --...-Н 5,1. Но, какъ мы видфли выше, а-а, + 
3 ... ма =ы 6 .. 6,1. Поэтому и предзлы, 
къ которымъ эти суммы стремятся, должны быть также равны, т.-е 

ИИ. 

а это и требовалось доказать. 
216а. Теорема. 0бем5 пирамиды равенз произведению основаня на треть 
высоты. Пользуясь только что доказанной теоремой, мы можемь 
опредзлить, какъ вычисляется объемъ треугольной и вообще мно- 
гоугольной пирамиды. Сначала обратимся къ треугольной пирамидЪ _ 
и докажемъ, что ея объемъ равенъ произведено площади основа- 
Ея на треть высоты. Такъ, мы имемъ пирамиду ЗАВОС (черт. 362) 
высота которой равна Н; надо доказать, что 


объемъ БАВО = (площ. АВО) =. 


Для доказательства прибЪгаемъ къ такому построен!ю. 

На основаши этой треугольной пирамиды строимъ призму такъ, 
чтобы высота ея равна была высотЪ данной пирамидВ и одно изъ 
боковыхъ реберь призмы совпадало съ ребромъ пирамиды, напр., 
съ ребромъ 5Б. Обозначимъ эту призму буквами ПЗЕАВО. Не 
трудно видЪть, что если отнять оть этой призмы данную пирамиду 
АВС, то останется многогранникь БАШЕС. Принявь вЕфэтомъ 
многогранникВ за основате АГЕС, мы видимъ, что этотъ много- 
гранникъ есть четырехугольная пирамида, боковыя грани которой 
суть треугольники: ЗДЕ, ЗАО, БАС и БЕС. Итакъ, призма ОЗЕАВО 
состоитъ изъ треугольной пирамиды БАВС и четырехугольной пи- 
рамиды бАРЕС. Въ основаши этой посл8дней пирамиды проведемъ 
дагональ ОС и черезъ точки 5, ПР) и С проведемъ плоскость. Этой 
икоскостью четырехугольная пирамида СА ДЕС раздЪлится на дв% тре- _ 
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угольныя пирамиды: ЗДЕС и ПАС, у которыхъ основая АПС й 
ООЕ равны, а вершины сливаются въ одной точкз; слЪдовательно, 
высоты ‘этихъ пирамидъ также равны. Но, какъ мы только что ви- 
двли, треугольныя пирамиды съ равновеликими. основашями и рав- 
ными высотами равновелики; значить, И ВРЕС равновелика 
пирамидВ в)АС. 

Обращая вниман!е на одну изъ этихъ пирамидъ, именно пи- 
рамиду БОЕС, мы видимъ, что если въ пирамидз ОРЕС принять 
за основаше эрЕ, то вершиной будетъ С, т.-е. высота ея въ дан- 
номъ случаЪз будетъ равна высот данной пирамиды ЗАВС. Такъ 
хакъ, кромЪ того, БОЕ = АБД, то, слЗдовательно, согласно предыду- 
щей теоремЪ, пирамида БАВС равновелика пирамидв ©ПЕС, кото- 
рая, въ свою очередь, какь мы показали выше, равновелика, пира, 
мидЪ 9АОС. СлЗдовательно, вс три пирамиды, на которыя можно 
разбить призму ПБЕАВО, равновелики. Другими словами, можно 





Черт. 362. | | Черт. 363. 


сказать, что объемъ этой призмы равенъ тремъ объемамъ пирамиды 
САВС. Такъ какъ высота, призмы, какъ и высота пирамиды, равна Н, 
то объемъ этой призмы выразится такъ ($ 2684, вып. 24); 


объемь ОРБЕАВО=3 объемамъ БАВС=(площадь АВО) Н, откуда 
| объемъ АВС = (площадь АВС) = 


что И. требовалось доказать. 

“ Теперь докажемъ, что и объемъ многоугольной пирамиды равенъ 
произведено площади основаня на треть высоты. Разсмотримъ для 
этого многоугольную пирамиду ЗАВСПЕ (черт. 363). Черезъ ребро 5Е 
этой пирамиды и каждое изъ остальныхъ реберъ проведемъ плос- 
кости, которыя съ основанемъ пирамиды перес$кутся по дагона- 
лямъ ЕВ, ЕС и всю пирамиду разбивають на н$Ъсколько треуголь- 
ныхъ пирамидъ, у которыхъ будеть одна и та же высота: Основа- 
шями же этихъ треугольныхъ пирамидъ будутъ треугольники АВЕ, 
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-ВЕС, СЕШ. Поэтому, если обозначить ихь общую высоту черезъ Н, 
то объемы ихъ выразятся такъ: 


объемъ БАВЕ = (площ. АВЕ) =. 
объемъ ОВЁС = (площ. ВЕС) = 
объемъ ВСЁР = (плош. СЕЛ) — 


СлЪдовательно, объемъ многоугольной пирамиды ЗАВСПЕ, 
равный суммЪ нь треугольныхь м БАБЁЕ, р и 


СЕР, = (площ. АВЕ) И (площ. ВЕС) -. (плот. СЕР) = 


Выведя за скобки ` мы получаемъ такую формулу для объема. 


8 3 
многоугольной пирамиды: 


‘объемъ бАВОРЕ = (плош. АВЕ ++ площ. ВЕС + площ. СЕЛ) — 


Но площадь треугольниковъ АВЕ, ВЕС и СЕЛ вь суммЪ равна 
площади многоугольника АВСШЕ, лежащаго въ основавши всей 
пирамиды. Поэтому: 


объемь ЗАВСПЕ == (плошадь АВСРЕ) 9 = 


Итакъ, мы видимъ, что объемъ всякой пирамиды равенъ про- 
изведенш площади основан!я на треть высоты. 

Обозначивь ‘для краткости объемъ пирамиды черезъ Г, пло- 
щадь основан1я черезъ В, а высоту черезъь Н, мы можемъ выразить 
объемъ пирамиды въ видв такой общей формулы: 


7=-В- Н. 


217а. Слъдетвя. Такъ какъ ИЕ пирамиды равняется произ- 
веденшю площади основан1я на треть высоты, то: 

1) 06% камя угодно чирамиды, илиьючия равновелимя основаня и равныя 
высоты, равны: | 

2) объемы 0двухз пирамид относятся, какь произведеня иль осниваний на 
высоты. 


ГЛАВА ТХ. 
Объемъ усфченной пирамиды и усЪченной призмы: 


278а. Теорема. Обземз пирамиды, устченной параллельно основанию, равняется 
сумме объемов треть пирамиде, иноющиль высоту, общую сз устченной пира- 
мидой, и основаня: первая — ниюнее основане устьченной пирамиды, вторая — 
верхнее основане, третья же — среднее пропориональное нежду ними. 

Доказать это нужно относительно всякой усЪъченной пирамиды. 
Поэтому мы сначала докажемъ это для треугольной, а затЪмъ и 
многоугольной пирамиды. 

Пусть многогранникь АВСПЕЕ есть обЩонная треугольная 
пирамида (черт. 364). 

Для доказательства разбиваемъ эту пирамиду на три полныхь 
пирамиды слЗдующимъ образомъ. 

Черезъ точки Е. А и Е С проведемъ дагонали, и черезъ 
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эти дагонали проведемъ плоскость, которая пересЪчеть данную 
усЪченную пирамиду по треугользику АЕС. 

Оть всего многогранника эта плоскость отсЪкаетъ часть ЕАВС, 
которая есть треугольная пирамида, основане ея есть АБС, а вы- 
сота лежить въ точкв В. Но такъ какъ плоскость ДЕЁ парал- 

лельна АВС, то, слВдовательно, вы- 
ИЕ сота пирамида ЕАВО равна высот® 
данной усБченной пирамиды. 

Такимъ образомъ, пирамида ЕАВС 
удовлетворяеть требован!ю теоремы. 

Теперь обратимъ вниман!е на остав- 
шуюся часть усЪченной пирамиды, 
послЪ отняйя пирамиды ЕАВОС. 

Эта часть представляеть собой 
пирамиду четырехугольную, основа- 
шемъ которой можно считать четырех- 
угольникъ АСЕГ, а вершиной — точ- 
ку В. 

Эту четырехугольную пирамиду дз- 
лимъ на двЪ треугольныя пирамиды 
плоскостью, проведенной черезъ ребра 

Черт. 364. РЕ и СЕ.и дагональ ОС. 

Одна изъ этихь треугольныхъ пи- 
рамидъ есть пирамида ЕЛЕС, у которой вершина Е, а основаше ДЕС, 
другая же—есть пирамида Е АПС, съ вершиной ЕЁ и основашемъ АПС. 

Въ первой изъ нихъ, т.-е. вь пирамидЪ ЕЛЕС, за основан1е 
можно принять грань ОЕЁ; тогда вершина будетъ лежать въ точкЪ С. 
Если же вершина будеть лежать въ точкВ (С, то, значить, высота, 
этой пирамиды равна высотЪ усзченной пирамиды. 

Итакъ, пирамида ЕГЕС или, вЪрнзи, СЕШЕ, имъющая основа- 
в1емъ верхнее основаюе усЪченной пирамиды (РЕЕ) и высоту, 
равную высотЪ усЪченной пирамиды, удовлетворяеть также требо- 
ван!ю теоремы. 

Теперь остается разсмотрЪть третью пирамиду ЕАЮС и дока- 
зать, что и она удовлетворяетъь требованшю теоремы. Для этого 
поступаемъ такъ. Изъ точки Е проведемъ прямую ЕМ, параллель- 
ную ребру АР и тЪмь самымъ параллельную плоскости АРС. 0Со- 
единивъ точку М съ точками ри С, мы получимъ пирамиду МАС, 
У которой основане есть АОС, а высота М. Эта пирамида МАС 
равновелика пирамидЪ ЕАГОС, ибо у обЪихь этихь пирамидь одно 
и то же основане, а высоты равны, ибо вершины ихъ лежать на 
одной и той же прямой, параллельной основан!ю. Итакъ, вмЪсто 
пирамиды ЕАШО можно взять равновеликую ей пирамиду МАПС. 
Въ пирамид же МАГС можно за основаше принять грань МАС; 
тогда, вершина будетъ лежать въ точкЪ Л, и, слздовательно, высота 
‘такой пирамиды будеть равна высотЪ усЪченной пирамиды. Теперь 
посмотримъ, чему равняется основае МАС этой пирамиды. 

Сравнивая плошадь МА съ площадью нижняго основаня АБС, 





= я Ве 


мы видимъ, что, если принять за основаве первой АМ, а второй- 
АБ, то высоты ихъ равны. 
Поэтому эти площади относятся, какъ ихъ основавя, т.е. 
площ, АВС _ АВ 
площ, МАС  АМ` 
Но такъ какъь АМ = РЕ, какъ противоположныя стороны па- 
раллелограмма, то 


площ. АВС _ АВ а) 
плош. МАС ОЕ ° ® о э т ® ° ® ® э @е 


Сравнивая МАС съ верхнимъ основашемъ усзченной пира- 
миды РЕЕ, мы видимъ, что эти треугольники имфють по равному 
углу ((Ш.= ДА); площади такихъ треугольниковъ, какъ извЪстно, 
относятся, какь произведевшя сторонъ, заключающихь эти углы. 
площ. МАС _ ИУ АМ, 
| площ. ДЕР РЕ. РЕ ОЕ’ 
или, по сокращени равныхъ отрЗзковь АМ и ПЕ: 

ыы АИ О О 
площ ДЕЕ ГЕ 

Такъ какъ треугольникь АВС подобенъ треугольнику РЕЕ 
всЪ стороны соотвЪтственно параллельны), то можно, между про- 
чимъ, написать: 


Поэтому: 





й. АБ _ АС 
РЕ ПЕ’ 
АВ АС 
Но РЕ рр СУТЬ правыя части равенствъ перваго (1) и вто- 
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Черт. 365. 


рого (2). Поэтому и лЪвыя части этихъ равенствъ должны быть 
также равны, т.-е. 

площ. АВС _ площ. МАС, 

плош МАС площ. РЕЕ 
что означаетъ, что площадь МАС. есть величина средняя, пропор- 
цональная между площадями верхняго основаюя усВченной пи- 
_рамиды (РЕЕ) и нижняго ея основашя (АБС). 

} га | < = 


172. 





Итакъ, и эта третья пирамида, входящая въ составъ усЪченной 
пирамиды, удовлетворяеть требованю теоремы. СлЪдовательно, тео- 
рема, доказана. 

Теперь докажемъ эту теорему относительно многоугольной ус%- 
ченной пирамиды, напр., пирамиды АВСРЕабсае (черт.365), котораяесть 
часть пирамиды ЗАВСПЕ. Для доказательства построимъ треуголь- 
ную пирамиду ОММР, у которой высота равна высот% многоугольной 
пирамиды, а ‘основае ММР равновелико основан АВСТЕ. Такое 
основан!е для треугольной пирамиды найти легко: нужно прямо 
многоугольникь АБОЛЕ превратить въ равновеливй треугольникъ. 

ИмЪя равныя высоты и равновеливя основашя, пирамиды 
ЗАВСШГЕ и ОММР будуть равновелики. 

Треугольную пирамиду пересВчемъ плоскостью им, парал- 
лельно основанйю на разстоян!и отъ основан1я, равномъ высотв 
усЪченной данной пирамиды АВСЛРЕафбсе. Теперь мы имЪемъ двз 
усЪченныя пирамиды, многоугольную и треугольную, нижеЙя осно- 
ваня которыхь равновелики, а высоты равны. Поэтому и верхшя 
основая должны быть также равновелики ($ 2714, въ конц). По- 
этому и пирамиды бабе и Оттр, какъ имЪюция равновеливя 
основаня и равныя высоты, также равновелики. СлЗдовательно, 
если отЪ равновеликихь пирамидь ЗАВСРЕ и ОММР отнять по 
равновеликимъ же пирамидамъ бабсае и Отпр, то оставпяся части 
будуть также равновелики. ОставиЦяся же части суть не что иное, 
какъ данная усЪченная пирамида АВСПЕабсае и построенная нами 
М№Ртту. УсЗченная треугольная пирамида, какъ мы доказали, 
равновелика суммЪ объемовъ трехъ пирамидъ, имВющихъ такую же 
высоту, а основанями первыхъ двухъ пирамидъ являются верхнее 
и нижнее основанйя усзченной пирамиды, основане же третьей 
есть средняя пропорщональная величина между ними. СлЪдова- 
тельно, и объемъ многоугольной пирамиды АВСОЕаБсае, разнове- 
ликой, какъ мы показали, треугольной пирамидз, также равенъ 
сумм объемовъ трехъ пирамидъ, какъ указано выше. Конечно, въ 
самомъ выражеи этого измЗрен1я треугольники верхняго и ниж- 
вяго основатя придется замЪнить равновеликими имъ многоуголь- 
виками. 

Если обозначить объемъ усзченной пирамиды (треугольной 
или многоугольной) черезъ Г, площадь нижняго основан!я черезъ 
В, а верхняго черезъ 6 и высоту черезъ Н, то общая формула для 
объема усЪзченной пирамиды будетъ такова: 


1 1 ие 
или, по вынесеши Н за скобки, 


т=-Н(В+Ь+УБВЬ). 


279а. Теорема. Обземь усоченной треугольной призмы равень сумм обземовь 
трель пирамиде, имтоющить общее сё нею основане, а вершины — в треть вер- 
ацинать непораллельнаго соченая. 

Замфтимъ, что усЪченной` призмой называется аа 
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НИКЬ, ‘ваключенный между основашемъ призмы, боковыми гра 
[ями ея и плоскостью сЪчешя, непараллельной основано. Та- 
‘кова, напр., ус$ченная призма  АВСРЕЕ (черт. 366). Докажемъ, 


‚что объемъ ея равень суммЪ объемовъ трехъ пирамидъ, о кото- 


`!рыхъ говорится въ теоремЪ. Для этого мы, какь и въ предше- 


ствующей теоремЪ, разобъемъ усБченную призму на три треугольныя 
пирамиды, а затВмъ докажемъ, что каждая изъ нихъ соотвЪтотвуеть 
требовавямъ задачи. Однако, сначала разобъемъ ее на двЪз пира- 
миды—четырехугольную и треугольную. Для этого мы проведемъ сЪ- 
кушую плоскость черезъ точки А, В и С. 
Образовавшаяся при этомъ треугольная _. Ы 
пирамида ВАВС есть одна изъ пирамидъ, 
о которыхъ говорится въ теоремЪ. Въ 
самомъ дЪлЪ, основан!е вея АВС является 
основашемъ усЪченной призмы, а вер- 
шина лежить въ одной изъ вершинъ 
этой призмы (Е). 

Что же касается до четырехугольной 
пирамиды ВАШОЕС, то ее можно разло- 
жить на двЪ треугольныя пирамиды, 
для чего проведемъ еЗкущую плоскость 
черезъ точки Е, Ри С. Тогда образуется 
двз треугольныя пирамиды ВАШОС и 
ЕШСЕ. ` О 


Теперь раземотримъ каждую изъ этихъ пирамидъ отдФльно, 

Не трудно видЪть, что если точку В соединить прямой съ. 
точкой Г, то образовавшаяся при этомъ пирамида БАГО равно- 
велика пирамидЪ ЕАГС, ибо основаше АПС у нихь одно и то же, 
а высоты равны, ибо вершины лежать на одной и той же прямой, 
параллельной основан. Въ пирамидЪ же ВАС можно за, осно- 
ваше принять грань АБС; тогда вершина пирамиды будеть въ 
точк® Л. Итакъ, и эта пирамида, имвющая то же основаше (АВО), 
что и усЪченная призма; и вершину (Р) въ вершин ея, удовле- 
творяеть требовано теоремы. Теперь остается убздиться лишь въ 
томъ, что и третья составная часть призмы, именно пирамида 
ЕШСЕ, также равновелика, такой, у которой основае есть АБС, а 
вершина лежить въ третьей вершин усЪченной призмы, т-е. въ 
точк® Е. Въ самомъ дл, соединивъ точку В прямой съ точкой Е, мы 
убЪъждаемся, что образовавшаяся при этомъ пирамида ВАРС равно- 
велика упомянутой пирамидЪ ЕПСЕ по слъдующимх. основашямъ: 
высоты ихъ равны, ибо вершины лежать на прямой, ° ‘параллельной 
основанию; основатя же ихь СПЕ и АЕС равновелики, ибо у тре- 
угольниковъ СОЕ и АЕС основаше РС одно и то же, а высоты равны. 
Въ пирами д же ВАЕС мы можемъ за основан!е взять АВС, и тогда 
вершина ея будеть лежать въ точк® Е, что и требовалось доказать, 


Если обозначить черезъ У объемъ усЗченной призмы, черезъ 
В площадь ея основатя, а высоты, опущенныя изъ трехь вершинъ 
| © 
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‘непараллельнаго сЪчешя, черезъ ЗЕ Н, и Но, то общая формула 
объема усВченной призмы будеть такова; 


== ВН+ ВН, + ВН,, ИЛИ 
ТВ. ЕВ 


280а:; СлЪдетв!е. Если ры. треугольная призма есть пря- 
‘мая, то ея боковыя ребра перпендикулярны къ основаню, и поэтому 
три высоты, опущенныя изъ вершинъ непараллельнаго сЪчешя на 
основан!е, суть три боковыхь ребра этой призмы. Поэтому, въ та- 
комъ случаЪ предыдущая формула читается такъ: 0б5емь прямой тре- 
угольной призмы равень произведению ея основания на среднее аривметическое ‘изъ 
треть ея боковыхь реберь. 


ГЛАВА Х. 
Правильные многогранники. 


28а. Правильные многогранники. Правильными называются таюе 
многогранники, у которыть, во-первыхь, вс многогранные углы равны и, в0-вто- 
рые, в® грани суть правильные, равные иногоугольники. Не трудно предста- 
вить себЪ такой многогранникъ. Напр., такимъ является кубъ, у 
котораго всЪ трехгранные углы равны и всЪ грани суть равные 
квадраты. 

Изъ того, что грани правильнаго многогранника равны и суть 
лравильные многоугольники, слЪдуеть, что въ правильныхъ много- 
‹ гранникахъ равны также всЪ ребра, всЪ плосвые углы. 


Гранями правильнаго многогранника всегда являются каке-_ 


либо правильные многоугольники. Однако, не всяк! правильный 
многоугольникъ можетъ быть гранью многогранника. Мы знаемъ, 
что сумма плоскихъ угловъ всякаго многограннаго угла должна 
быть меньше 44 (2454, вып. 23). Поэтому, если многогранный 
уголъ образуется, напр., правильными треугольниками, то не всегда 
можно образовать его. Въ самомъ дзлз, ввдь плосыш уголь та- 


кого угла будетъ равенъ -а (ибо сумма угловъ треугольника = 24, 


2 
одинъ же изъ равныхъ угловъ равенъ з 4). Поэтому, если взять 


3 такихъ треугольника, то образованный ими многогранный уголь 
‘будетъ возможенъ, ибо сумма его плоскихъ угловъ будеть меньше 44 


2 
(именно, эта сумма равна -=-4 .3 == 24). Точно также возможенъ. 


многогранный уголъ, составленный 4-мя правильными треугольни- 
ками иди 5-ю. Въ этомь послЪднемъь случаЪ сумма плоскихь 


2 1 | 
угловъ равна 5. 54 = = 4 = 34. Если же мы захотимъ образо- 


вать изъ правильныхъ треугольниковъ шестигранный уголъ, то 


2 
этого сдЪлать не сможемъ, ибо 6 ‚= @= 44, а такой многогранный . 


‘уголъ, у котораго сумма плоскихъ угловъ равна или болЪе 44, невозмо- 
женъ. А это означаетъ, что 135 плоските Угловь, равныть угламь правильнаго 
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треугольника, можно образовать только трегранные, четырегранные и пятигран- 
ные углы. та > 

°_ Точно также изъ угловъ, равныхъ угламъ квадрата или пра- 
вильнаго пятиугольника, можно составить только трехгранные углы, 
ибо уголъ квадрата =4 и 4.3 будеть меньше 44, но 4.4 уже равно 


44. Точно также уголь пятиугольника, равный 5, будучи повто- 


ренъ 3 раза, дастъ въ произведеи — а, т.-е. меньше 44, будучи же 


24 
повторенъ 4 раза, дасть -- а, т.-е. больше 44. СлЪдовательно, четырех- 


гранный уголъ, а тВмъ боле пятигранный, шестигранный и т. д., 
составленные изъ угловъ правильнаго пятиугольника или квадрата, 
невозможенъ. Наконец, изъ угловъ правильнаго шестиугольника 
нельзя составить даже трехграннаго угла. ДЪиствительно, уголь 


4 4 
правильнаго шестиугольника равенъ „4. Повторивь 4 три раза, 


12 | 
мы получимъ ——@, т.-е. 44; слдовательно, у такого многограннаго _ 


угла сумма плоскихь угловъь окажется равной 44, что, конечно, 
невозможно. 

Изъ всего сказаннаго ясно, что изъ угловъ правильнаго семи- 
угольника, восьмиугольника и т, д. и подавно нельзя образовать 
даже трехграннаго угла. 

На этомъ основан!и можно сказать, что гранями правильныхъ 
многогранниковъ могутъ быть лишь правильные треугольники, 
квадраты и правильные пятиугольники. 

Правильныхь многогранниковъ можно образовать пять. 

Изъ правильныхь треугольниковъ образуется три правильныхъ 
многогранника: 

1) Тетраэдрз, т-е. правильный четырехгранникъ, имВюций гра- 
нями 4 правильныхь треугольника; въ тетраэдрзЗ, кромЪ того, 6 ре- 
беръ и 4 трехгранныхъ угла. 

2) Октаздрь. или правильный восьмигранникъ, имъюший 8 гра- 
ней—правильныхь треугольниковъ, 12 реберъ и 6 четырехгранныхь 
угловъ. | 

3) Икосаэдрё, или правильный дваднцатигранникъ, имЪюпии 20 
граней — правильныхь треугольниковъ, 30 реберъ и 12 пятигран- 
ныхь угловъ. 

Квадраты образують только одинъ правильный многогранникъ, 
именно: 

_ 4) 9ке9дз, или правильный шестиугольникъ, называемый также 
кубомъ, имъюшй 6 граней квадратовъ, 12 реберъ и 8 трехгранныхъ 
угловЪ. | 

Наконецъ, изъ правильныхъ пятиугольниковъ можно также 
образовать только одинъ правильный многогранникъ: 

5) Додеказдрз, или правильный двЪнадцатигранникъ, имВюний 
12 граней — правильныхъ пятиугольниковъ, 30 реберъ и 20 трех- 
гранныхь угловъ. | 





Повторительные вопросы и отвьты. 


1) Что такое многогранники? Геометрическая твла, огравиченныя многими 
гранями плоскостями. 2) Элементы многогранника? Грани, ребра и вершины. 
3) Что называется ОФагональю многогранника/ Прямая, соединяющая дв$ вершины 
его. 4) Каке различаются виды иногогранниковъ? Призмы, пирамиды, паралие- 
детиеды. 5) Какой многогранникь называется призмой? Такой, у котораго двз 
грани-— равные многоугольники, съ соотв$тственно параллельными сторонами, 8 
вев прошя грани—параллелограммы. 6) Что можно сказать о боковыхь ребрахъ 
призмы? Они равны между собой. 7) Кзкъь раздёлаются призмы по числу сто- 


2% САН 
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=. 


ронъ, основанй? На зиреугольныя, четырехугольныя, нногоугольныя. 8) Какля призмы . 


называются прямыми и какя наклонными? ТЪ, у которыхь ‚боковыя ребра пер- 
пендикулярны къ основантямъ, суть прямыя, т8 же, у которыхь боковыя ребра на- 
клонны къ обнованшямъ, наклонныя. 9) Каюя призмы называются правильными? 
Вь основани коихь лежить правильный многоугольникъ. 10) Что такое’ парал- 
леленипедъ? Это такая призма, у которой всВ грани параллелограммы. 11) Виды 
параллелепипеда? Наклонный, прямой, прямоугольный. 12) Что называется из: 
нюрешями прямоугольнаго параллелепипеда? Три ребра, сходяшияся въ одной 
точкз. 13) Какъ называется параллелепипедь, им5юний равныя изм$реня? Ау- 
бомь. 14) Какой многогранникь называется ирамидой Такой, у котораго одна 
грань есть многоугольникь;-а всё прошя суть треугольники, им ющ!е общую 
вершину. 15) Что называется высотой пирамиды? Перпендикулаяръ, опущенный 
изъ вершины ея на основане. 16) Какъ называется высота боковой грани пра- 
вилЬной пирамиды? Апооеной пирамиды. 17) Свойства всякаго параллелепипеда? 
Противоположныя грани равны и параллельны; всё дмагонали параллелепипеда 
пересвкаются въ одной точкз и дБлятся пополамь. 18) Какое соотношеве 
между дагональю прямоугольнаго параллелепипеда и его измзренями? Ивадрать 
щагонали равенъ сумм квадратовь трехь его измревй. 19) Какое отсюда вы- 
водится слвдствте? Всв дагонали прямоугольнаго параллелепипеда равны. 20) Что 
называется полной поверхностью многогранника? Сумма площадей вевхь его гра- 
ней. 21) Чему равна боковзя поверхность призмы? Произведеню бокового ребра 


на периметрь, перпендикулярнаго сфченя. 22) Накъ называются тфла, имзющя. 


равные объемы? Равновеликими. 23) Какъ относятся объемы двухъ прямоуголь- 
ныхъ параллелепипедовъ, имзющихъ равныя основан1я? Взкъ ихъ высоты. 24) Чему 
равенъ объемъ параллелепипеда? Произведению площади его основан1я на высоту. 
25) Чему равенъ объемъ куба? Третьей степени его изм5решя. 26) Чему равенъ 
объемъ призмы? Произведено площади основания на высоту. 27) На кая части 
пфлятся ребра и высота пирамиды, пересвченной плоскостью, параллельной ея 
основанию? На пропорщональныя части. 28) Какое существуеть соотношенте 
между площадями основашя и съчетя и ихъ разстоявами оть вершины пирз- 
миды, разсченной плоскостью. параллельной основанию? Площади основаня от- 
носятся, какъ квадраты ихь разстоямй оть вершины. 29) Чему равна боковая 
поверхность правильной пирамилы? Произведеню периметра основатя на поло- 
вину апоеемы. 30) Чему равна боковая поверхность правильной усЪченной пи- 
рамиды? Произведею полусуммы периметровь обояхь оспованй на. апоеему. 
31) Ёзкая. теорема является основной для вычисленя объема пирамиды? Тео- 
рема, гласящая, что дв треугольныя призмы съ равновеликими основавнями и 
равными высотами равновелики. 32) Чему равенъ объемъ пирамиды? Произве- 
деню площади основания на треть высоты. 33) Чему равенъ объемъ пирамилы, 
усвченной параллельно основанию? СуммБ объемовъ трехь пирамидъ, у которыхъ 
ВЫСОТ 78 же, что и у усбченной пирамиды, а основашя первой и второй суть 
верхнее и нижнее основашя усфченной пирамиды, основан1е же третьей есть сред- 
нее пропорщоенальное между ними. 34) Какой формулой выражается объемъ 


У усБченной нарамиды? У=- НВ +в УВЬ) гдз Н—высота, В площадь 
никняго и р == верхняго основаня. 35) Напишите формулу для объема У тре- 


{ 
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угольной призмы, усвченной непараллельно основаню? У = В. о ГДЕ 
В есть площадь основания призмы, а Н, Н: и Н, суть высоты, опущенныя изъ 
трехъ вершинъ непараллельнаго съченя. 36) Каюе многогранники называются 
правильными? Также, у которыхь всЪ многогранные углы равны и пс$ грани 
равные правильные многоугольники. 37) Каке правильные многоугольники м0- 
гуть быть гранями правильныхь ‘многогранниковъ? Только треугольники, ква- 
драты и пятиугольники. 38) Сколько можно образовать правильных иногогран- 
виковЪ? Только пать. 39) Каке правильные многогранники имзють своими гра- 
нями правильные треугольники? Тетраэдрз., или правильный четырехгранникь; 
октаэдрь, или правильный восьмигранникь; 1к0эдръ, или правильный двадцати- 
гранникъ. 40) Каке многогранники образуются квадратами и правильными 
пятиугольниками? Первыми—кубъ (эксаэдръ), а вторыми —000екаэ0рз, или прз- 
ВИЛЬНЫЙ ДВЪнадцатигравнникъ. 


ъГимнае!я на лому®, вып. 25» | И А 


Геометрическй задачникъ, 


381. Правильный шестиугольникъ, сторона котораго==а, служить основанемъ 
`° правильной пирамиды. Какую высоту имфеть эта пирамида, если ея боковая 
поверхность въ 10 разъ болфе площади основаня? 


Ришене. Площадь 8 поавильнаго шестиугольника == г — —=3а. ОМ 
(чертежь 1), ТД @ — сторона Е а ОМ—его 
апоеема. Боковая поверхность 51 пирамиды = —- —=3.. 


.5М№М, гдБ БМ — апоеема пирамиды. Изъ Е задачи 
имфемъ: 5, = 105, или 305М = 10.30. 0М, ии 
ЮМ№М = 10 . ОМ. Изь прямоугольнаго треугольника 
50№(Д 50М =а) имфемь: 50 =У8№—0№= 
= (100№}»—0№ =у/990№ О№— —=0м№\ 99. Вычислимъ 

теперь "ОМ изъ прямоугольнаго треугольника ОМВ; _ 


— У 0В*— В№ = у я УЗ: Ветавивъ БЪ 











4 
выражене Е ОМ и 99 99 найденное нами значене ОМ, мы 
Черт 1. 
| получимь: > 3. /99 =5 3.99 99 = //33. 
ы 382. Радтуеь круга, описаннаго около основантя правильной шестиугольной 


пирамиды, = Д; высота ся =й. Опредзлить: 1) боковую поверхность, 2) объемъ 
этой пирамиды. 


Решене. Боковая поверхность 5 пирамиды = —=3В.5М (черт. 1). 


Йзъ прямоугольнаго треугольника ЗОМ имЪемъ: 9М = и 05-Е ОМ, гл ВО=В, 
а ОМ есть атоеема шестиугольника. Изъ прямоугольнаго треугольника ОМВ 


получимь: ОМ = УОВ? — ВМ = у 8—4 = | _ У 3; слвдовательно, 


$ М№ == [2 -- т т — у 412 - 3В?. Подставляя найденное для ЭМ значен1е 


6 —__ 








ВЪ паса ыы поверхности, получимъ: 8 =3 В. У 412 - 38? = 


= Е. У 9? -Е 312. 0бъемь о той же пирамеды = = В. р, гдь В есть пло- 


щадь правильнаго шестиугольника со сторовою В; В = — =. ОМ= 


38.5 УЗ = ЮУ 3; слбдовательно, о ==. 5 УЗ. = и В.В. 


383. Усьченная пирампца, им$ющая высоту № иплощали основашй Аи В 
пересфчена двумя плоскостями, дзлящими высоту на три равныя части и парая- 
лельными основанямъ. Опредфлить _ -0бъемь каждой изъ тоехъ образовавшихся 
‚ частей пирамиды. | 





а 24. < я ал же > ма иг.” чу ву, > 
Е. |. Ч _ — м № + мы = “= ч № <) 
к ‚= - . г» и у - . 
. чин - . ть 22 
ъ , _— = = ” м ь ое . 
— 195 
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Рошени. Пусть дана усфченная пирамида АВСРЕЕ (черт. 2). Площадь 
верхняго основатя этой пирамиды = В; а площадь нижияго основанля == 48. 
высота пирамиды = №. Высота пирамиды 00, разд лена 
въ точкахь О, и О, на три раввыя части.  Обозначимь 
нлощадя сбченуй, проходящихь че езъ точки О; и О.,. 
соотвтственно черезь В и Т (ва чертеж треуголь- 
ваки ММ№Р и 05,1’). Дополнимъ усзченную пнрамнду 
до нолной и вычиелимь отр5зокъ высоты 50. На осно- 
ваши извЪстной теоремы о можемь паписать: 


80,2 : 50* = А:В, или 50, : 850 = УА :У В, ии. 
(ЗО--№): 50 = Уд: . УВ: ‚ откуда 50’ = СВЕ 
Чтобы вычислить площадь с5чешя В (ММР), разсмо- 
тримъ пирамиду ЭМ МР, вь которомь проведено сЪче- 
не ПЕР (В). Мы можемъ написать В: В = 502: 5012, Черт. 2. 
ии В: РА = 00* : ($0 + 00,}. Подставивъ вуЪсто 








50 найденное выше его значене, мы получим: В: В = о : 
УВ в\ #2 ЗВУВ+ВУАВУИВ \*_ 
ты УВЕ, В в ( (уя—Ув) | 
я и В 2 2 ИУвВ-+УА ). 
пан В: В = о, (ВУРУА. или В: В= 
(Ид — УВ.)* (Уд-—ув} 
В. Е ‚ откуда В = У УВ + — У А о а теперь пло- 
щадь сфченя т. Мы можехь ваписать: В: г 50*:50,2, или В:Т = 502: 
РВ ив 
. 80+ 2 = ИЛИ: ВЕТ — м ть) ИЛИ 
— - ) (Уд— Ув} УЕ? 
В ‚ (38/ В+ У А-ЭВУ В п). ее о 
—Ия-у ув У 3(Ид-—Ув) (Уд-У в} 
| ых =. | 
и. УВазУ А ‚ ИЛИ и. Уд) ‚ откуда 


(уж ув} - 
„.. : 
ФТ = (Увзуа)! Найдемъь теперь искомые объемы трехъ усБченныхь 
пирамидь. Объемь пирамиды ММРРЕЕ = - ОО (В+ В+ и ВВ) = 
ь ‹ > АЯ 2 С 8 У Е 
А УВ Ул )* УВ (Ида Ув) _ А [198-- А+] 


0бъемъ пирамиды МУРОХ, И’ = =0 р | ее = и я 
+ Ив УА) - Ул) Бу-И аа В+ УАВ- 


+ ТА). 0Объемь пирамиды АВС ИИ = 0.0% (Т ы А+У АТ) = 
: о ты — 
зб ВаИ У Уд ВНУЯ)] Адьвту д) 


384. Объемъ усБченной пирамиды=7; сходственныя стороны нижняго и верх- 
_няго ея основашй относятся, какъ р:1, а высота полной пирамиды = #. Опре- 
ЯЪяить площади верхняго и нижняго оснований. 

Рищене. Площади основашй усфченной пирамиды относятся, какъ ква 
драты сходственныхь сторопъ, т.-. какъ 92:1. Обозначивь площадь одного 
основаня черезь 2, мы должны площадь другого основаня принять равной 715. 


`` 196. 


Объем ТУ усЪченной пирамиды АВСТЕЕ (черт. 3) = — (с вр хру= ТР, . 


ВИ | | 
ОТКуДа 5 = =@р 27.00. Вычислимь теперь высоту 00, усБченной пирамиды. 


На основани извЪстной теоремы стереометрии можемъ написать: 50:50; =ф:1, 
или (30 —50,): 50 = (2—1): р, ли 00, : № = (и—1) :р, откуда 00, = то, 
_ Подставляя найденное для 00, значене въ выражене площади верхняго оено- 


вая пирамиды, получимь д = т . Площадь нижняго основавя = 
8737 . | 
9—1’ 
385. Въ раВИЖЬНОЙ трехгранной призы АВСРЕС, сторона оспованя кото- 
рой равна а, проведено черезъ ребро Еа сфчено РКС, наклоненное къ основавию 








8 
Черт. 3. 





ЕР призмы подъ угломъ въ 450. Найти: 1) объемь и 2) полную поверхность 
пирамиды РЕСК. 

Рюшене. Объемъ 7 пирамиды РГ@К (черт. 4) = площади треугольника 
РЕВ. умноженной на =. высоты КР. Нлощадь треугольника РЕФ = -у НИ 
Остается опредзлить высоту КР. Раземотримъ треугольникъь КРМ; вь немъ уголь 
КРМ=909, а уголь РМК==45°, слЪдовательно, ДРКМ также равенъ 45°: 
такимъ образомъ, треугольникь КР.М—равнобедренный, и КР=РМ. Линю РМ 


а? за? 


можно опредзлить изъ треугольника РЕМ; РМ*=РЕ*—ЕМ*=а— аъ 
3 К 
откуа РМ=РК =“. Ивкь, = “УЗ. ФИЗ =“ =. 
Для нахождеюшя полной поверхности 8 а РЕСК придется т ‚ Сумму 
площадей треугольниковъ, которыми ограничена пирамида: Л РЕб = вуз то 


А ЕРЕ= АКРб=т РВ. КР=-а. “уз = “УЗ; т ы 
= > Еб ВН 5а . КМ. Ливю КМ опредзлимъ изъ треугольника КРМ ; 


КМ* = КР* -- РМ* = — т: ее 5-68, откуда КМ = _- Уб, а, тре- 


угольникъ КЕ = а. ву —— — Уб; 5 =“ УЗ + Е УЗ + 
у у ут УЗВ 


356. Основашемь и параллелепинеда служить рочбъ, у котораго сторона 
имветь длину въ 35 аршинъ, а меньшая д1агональ—въ 42 аршина; площадь же | 
диагональнаго сЪченя, проведеннаго черезъ эту меньшую дагональ, содержить 
924 квадр. аршина. Опредфлить объемъ параллелепипеда. 

Рещене. Проведемъ пагональ УМ ромба АМРМ (чертежь 5), который. 
елужить основанемъ ори параллелепипеда АМОМВЕСЕ. т. 
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точку персезчешя даговалей черезъ К. Изъ прямоугольнаго треугольника АМК 
пифемь: АК = / АМ№— МК = 35—22 = 1 25—41 = У781=28. 
‚ Площадь треугольника МАМ == ММ. АК = — . 42.28 = 21. 28; площадь 
ромба 4№1)М = удвоенной площади треугольника МАМ = 2.21 .28=1176. 
Площадь с$чешя ММ№УВЕ = МХМ .МЕ=42.МЕ; но, по условю, площадь 
длагональнаго сЪчешя = 924; слдовательно, 42МЕ = 924 откуда МЕ = 22. 
0бъемь ТУ параллелепипеда = нлощади АМОМ, умножевной на высоту МЕ; 
сльдовательно, 7 = 1176 . 22 = 25872 кв. аш. | 

387. ОпредЪлить объемъ правильной пирамил"” съ квадратнымь основашемь, 
зная, что площадь дтагональнаго сВчешя пирамиды = 6 У 2 квадр. дюймовъ, а 
аповема пирамиды = `/13 доймовь. 

_ Рющене. Соединимь прямою точки Л и В основашя пирамиды 
‚АВСОМ (черт. 6); тогда треутольникъь ОМВ даеть намъ даговальное 
сБчене пирамиды (между ДР и В подразумЪ вается пунктирная лин!я). 
Обозначимъ сторону АЛ основашя пирамиды черезь 24, а высоту ея МО че- 


резъь у. Объемь Г пирамилы = ы 412. Остается опредфлить 5 иу. Площадь 8 





треугольника ДМБ.= > ОВ. МО; во изь поямоугольнаго треугольника ЛАБ 
имфемь: ДВ= РА АВ? = У (24) - (22): = И 822 = 32/ 8; такимь обра- 
ЗОМЪ, © = 2:95 И? -у. изь усломя же задачи имгсмъ: 5 =6 и 9; слёдо- 


``. 


— 


салельн, 5 я = вби 3, откуда у —=6... (1) Из треугольника МОМ 





Е м 


Черт. 5. 





имфемъ: М0? + ОМ? = М№?, или у2412=13..... (2). Подетавяяя во 2-06 
- с 2 

уравнене вмфсто у его значевте изъ уравненя 1-го, получимъ: (-.) 22 =13, 

или 36--2“=1312, или 1“— 13124-36 =0; рЬшивъ это уравнение, получимъ: 





= — 144 13 =5 
Е: у о 69 =\/ —5—› откуда 11 =3 и 15 =02; подставляя 


вайденныя для 1 значешя въ уравнеше 1-0е, получимь для у два зна- 
чен1я: у = и у=3. Итакь, для объема У получимь два значеная: 


4 =, и У, 4. = 16. 


388. Основанемъ правильной пирамиды служить многоугольникъ, у котораго 
каждый изъ внутреннихъ угловъ содержить 120°, & каждая сторона имЗеть 
длину въ 3 дюйма. Вычислить (съ точностью до 0,01) высоту этой пирамиды, 
зная, что боковая поверхность пирамилы въ 10 разь боле площади ея основаня. 

Решение. Пусть у многоугольника, служащаго основанемъ пирамиды, п 
сторовъ. Сумма угловъ такого многоугольника =180 (и—2); такъ какъ, по 
условю, въ многоугольникв вс углы равны другь другу, то каждый изь нихъ 
4 
равень м. Известно, по условию, что каждый уголь = 1209; саЗдова- 


-$ 


= ^ = 58 В Е Е 
а 

| 180 ты -2)_ о. | 

тельно, ^^“) — 1200, откуда и == 6. Такимь образомь, въ основании пира- 


МиДы лежить а: тольникъ, и рьшен!е задачи сводится къ рышен1ю задачи 381-й 


(черт. 1). Подставляя въ окончательную формулу вмЪсто а его значенте 3, пе-. 


лучимь: 50 = И. 33. Логариемируя это выражене, получимь: 1250 =199- 


-- 51933 — 1402 = 0,9544 +. 151851 — 0.30103 = 1.41346, откуда. 


ВО = 45,85 дюйма. ы 
| 389. Въ кубв, ребро котораго = в = 2 дюймамъ, взято пять точекъ: первая 
` совпадаеть съ центромь верхняго основаня, а прошя — съ серединами сторонъ 
нижняго основамя. Означенныя точки служать вершинами тьлесвыхъ углоръ 
пягигранника. Отредфлить боковую поверхность его. 

Рищене. Еели мы соединимъ прямыми середины сторонъ нижняго основатя 


куба АВ (чертежь 7).съ центромь О верхняго о-новантя того же куба, то получимь. 


`правизьную 4-угольную пирамиду ОВМ М5; высота этой пирамиды ОО, = ребру 
- куба а. Сторону основания пирамиды, наприм., ММ, мы можемъ вычислить изъ тре- 

2 2 
угольвика МВМ№; ММ№? = МБ? -- Б№. или ММ№> _ (#)+ (5) =: г 


а? 242 а а? а _ Е 
и ММ =у = = У Вычислимь. теперь апоезму пира- 





миды РО. Изъ прямоугольнаго треугольника РОО, имБемъ: Р0?=001-- РО!= | 





---.-.-.-..- 
* . 





им 








= 00 +(5° _ и ем, ощра РО = и. Во 


ковая поверхность © пирамиды = > ф - РО. гдь ф есть периметръ ея основаня; 
1 3_- 3 ы 
слВдовательно, 8 = -4 а = . 4 = 6 дюйм. 

390. Боковое ребро правильной усфченной В пирамиды = а; ра- 
щусы круговъ, описанвыхь около нижняго и верхняго осповашй, суть В иг. 
Опредьлить объемъ пирамиды. 

`Рьшеше. Нровеёя ПМ, параллельную высот 20 (черт. 8). нахотимь: 
Е0=ЬМ = УШОВ?— МВ? = УОВ— (ОВ ОМ: =Уу рБ*—ОВ—ЕР)= 
= Ув? —(В-—т)= УЕ а— Вр. Сторовы правильныхь пяти- 
угольниковь соотвфтетвенно равны: зу 10—22 Из И >\У а У5. Шо: 
щадь нижняго основаня равна °): - и у 5}. \/ 5 5+10/5 = 
ЕТУ 00—05 +20) 05-05) = \/408-—У5). 55-2 5)= 


Ы—Щ—— ид 


*) См. задачи на вычислен!е площадей, 


п и лань нее 
У а р 

А т ел 

® '`з= .- " 

СА пы _— ‚ > 
вк =, 


= ую. РЕВУЗВУЗ- 100 (10 РА 
= в ИУ = -8 10-25; площаль верхняго основатя = 
ый 10+2 5. 5. (огл. и искомый объемь а - т /10-+: 10-25 5 + 


Ур И ии. 


-\/ (а В- (авы 1025 (пененвг у (@--В-г)(а-В-®). 
_ 391. Шо высотв № усвченной пирамиды и площадямь аи 6 двухъ. его 
основай АВСРЕ и ЕВГРК (черт. 9) опредзлить: 1) объемъ пирамиды 
МЕВЕРК, 2) объемь пирамиды МАВСПЕ 
Ришене. Обозначимь высоту О, пирамиды МЕВГЕРК черезь х, тогда 
высота МО пирамиды МАВСПГЕ равна (х -- №); такь ‘какъ площади основа- 
ня пирамиды и сЪчешя, параллельнаго ему, ее какъ квадраты ихъ 
ЕРЕРК _ 5 ое 
АВСОЕ @ = )° Ф-Ей р 


$ ы гу - й УЗ: и И а— УЪ) = УБ; в Е Итакъ, 
МО: - У МО = те — Согласно фор- 


мулз, объемь пирамиды МЕВЕРК = и 


(Из Уь)’ 





разстояюй оть вершины, то 











объемь пирамиды 


— мАворЕ— Ув _ 


-АВСБЕЕВГРК. Е я объемъ, согласно формулЪ, = 


— МАВСРЕ черезЪ д, тогда высота МО,=МО — 00, ==— 


3 3(Иа_Уь) а— т ь). 

_ 392. Площадь основашя пирамиды = М. Параллельно ему проведено 
съчене, площадь котораго = и, при чемъ объемъ получившейся усфченной пира- 
МИДЫ оказывается равнымъ У. ‘Опредфлить высоту полной пирамиды. 

Рщене. Пусть АВСТЕ есть основан!е данной пирамиды, площадь кото- 
раго = М; площадь ЕАЁРК (черт. 9) есть параллельное основаню сЪченте, 





Черт. 10. 


площадь котораго = и; и ОО, есть высота получившейся усвченной пирамиды 
(м+е+У Ми) 00, _ у 
= 


3 
Обозначимь высоту МО полной пирамилы 
Зо 
$ 
М+т-- У Мт. 


откуда ОО, = и - 
1 = == 
М+т-+ И Мт 


27 12906 


къ какъ площади основаня пирамиды и сфчешя, параллельн аго ему, относятся, 


222 
О ЖЕ 
\мы-у "= 


Ум 2 о тм _ 
Ре ни и 
Е Им 
Е м--т-У Мм 
Ми КУ Мт 
зум - Зум 
(м т-2У Мю) (Им-=УИм) муУм—т Ум 
393. Пирамида дФлится на и равновеликихъ частей сЪченями, параллельными 
основаню. Зная, что одна изъ сторонъ ея основатя ==а, опредьлить стороны 
съченй, сходственныя съ а. | 
Решеше. Обозначимъ объемъ данной пирамиды черезь Г. Оть сфчевй, 
проведенныхь параллельно основашю, мы получимь рядъ подобныхь пирамидъ, 
и, очевидно, объемы посл довательныхь пирамидь, начиная съ верхней, мы должны 
27 37 4 
обозначить через ее ох КЫ Пусть сторона основавя каждой 
изъ нихъ равна соотвЪтственно: 2, 9, 2, % ит. Д.; И ТаКЪ Как объемы подоб- 
ныхъ пирамидъь относятся между собой, какъ кубы сходственныхь реберь, то 


У аз 3 З у. 27 
рых — 3з. 3 8 —` — * — Ву, В 8 
=: 7 = 1.48, ИЛИ 2 ==-_, Оку = = =; = Гы 0 


2а? г 2аз ИИ 
——, откуда у“ = «И: ОЙ 18, МИ 


п % ® 


у Заз У 
#8 — — ==а ЕЛИ 
т я 


394. Основатемъ пирамиды служить прямоугольникъ, смежныя стороны кото- 

раго суть аи 6; каждое изъ боковыхъ реберъ пирамяды = с. На какомъ раз- 

_ стоявми оть вершины пирамиды должно провести плоскость, параллельную осно- 
ваню, для того, чтобы пирамида раздфлилась на дв равновелиюя части? 


Рщене. Пусть плоскость ММРО (черт. 10) есть то сфчеше, которов 
необходимо провести параллельно основашю, и высота 50, — искомое разстояне. 
Обозначимъ объемъ данной пирамиды ЗАВСОГ черезъ 7, тогда объемъ подобной 


ей пирамиды ©ММРО, согласно условтю. Е ; И такь какь объемы пожоб- 
ныхь пирамидъ относятся между с0бой, какъь кубы сходственныхь реберъ, 


М 
какъ квадраты ихъ разстояюшй оть вершины, то т 


ОТКУДА = 


| 


или 13 


или, что все равно, какъ кубы ихъ высоть, то — : 7= 80! : 503, или 
1 ;03 Ч 
я. 1 =80; : 503, или 90: ее ‚› откуда 50, = 30: = У Изъ 
2 
ВВ 


прамоугольнаго же треугольника 5ОГ, вь которомь $Р=е, ОБ=- = 


— 
ДЪ 


еЕ Е -- уче ‚ находим: 50=У 0—0 ый: т э я в 


и ет, 
У, обдииойьн, 80, — Аи 
2 2 


395. Опредзлить разстоявще точки оть плоскости, зная, что разстояшя этой 
точки оть двухъ точекь, данныхь на плоскости, суть 221 футь и 29 футов» 


- 





) 


° 901 


и что проекщи этихъ двух разстояшй на уноуянутую плоскость относятся 
между собой, какъ 11:1. 

Ришеше. Пусть разстояме АК. точки А оть плоскости 
ММ (черт. 11)=. Изъ прямоугольнаго треугольника САК, 
въ которомъ, согласно условно, гипотенуза АС = 291 фут., 
нахохимъ: проекшя СК разстоятя АС равна |/ 2212 — >. 
Изъ прямоугольнаго же треугольника ВАК, въ которомь 
гипотенуза АВ = 29 фут., имфемь: проекшя ВК раз- 
стояшя АБ равна У 29—22. Но, согласно условю, 
СБ : ВК =11;1; слБдовательно, составляемъ уравнеше: 
У 2212 —2* 11 2212 — 22 11 т 
у 1 Ш = (5). 12 зн = Черт. 11. 
= ны 48841 — 1* = 101761 — 12112; 1202? = е920, откуда 2 = м = 
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Геометрический задачникъ, 


- | Ируглыя тьла. 


Въ задачахъ, помфщаемыхъ здфсь, равно какъ и въ слфдующихь отд лахъ 
задачника: 1) подъ словомъ «цилиндрь» разумЗется исключительно прямой круглый 
Цилиндръ, подъ словомъ «конус» — исключительно прямой круглый конусь; 
2) Число т принимается = 3,14 (кромВ тБхъ только задачь, гдз на этоть счеть 
будеть слёлано особое указание). в 

396. Образующая конуса==а. а разность его высоты А 
и радуса основаня==т. Опредфлить радусь основания Тр \ 
ий боковую поверхность конуса. 

Решене. Пусть радтусъоснованя АС конуса (черт. 1) 
_равенъ . Согласно условию, его высота ВС = т--х. Изъ 
прямоугольнаго треугольника АВС имфемъ: АВ?=А(?-- 
-- В(?, или 2=г-(т- 1), пли 22 -- Эту — 


—2т-- У 412 + 842 — 8тя 
— (2 — 1?) = 0; п. 


— 24а“ — 72 
а о . Боковая поверхность опредьлится 
ла. (— т У 2а2— т?) | Черт. 1. 
К НИ Ф® 





по формул»: == 


397. Найти объемъ цилиндра, котораго высота = большей, а радтусь основа- 

шя = меньшей части лими @, раздЪленной въ крайнемь и среднемъ отношении. 
Решене. Раздфлить линю въ крайнемь и среднемь ‘отношени значить 
раздьлить ве на таюя двф части, чтобы большая часть была среднею пропорцо- 
‚нальною между всей линей и мопьшею частью. СлВдовательно. назвавъ большую 


часть лиши @ черезь 1, мы можемь составить пропорцию: = 5 ЛИ 
—а- Иа -- 4 _а(Уь—1) 
—- ОЕ. ЩЕ 


а— т ? 


ой см — 4 4— ‚ Итакъ, высота цилиндра 
= ие. а раллусь основана = 0 г = у слЪдо- 
вательно, объемь цилиндра, согласно фориуаь, = а (3 -У5}. (Из = 
= =“ 65-1). > 


398. При увеличени радлуса основашя цилиндра на а футовъ, объемъ ци- 
тиндра увеличивается на Ё кубическихь футовъ; при увеличеи же высоты 
на Ь футовъ, объемъ увеличивается на ф кубическихь футовъ. Найти объемт 
«цилиндра. 

Решене. Пусть радусь основайя цилиндра = футовъ, а высота = у 
футовъ. Согласно формуле, объемь Г цилиндра = п2?у... (1). При увеличени 

_ радтуса основавзя цилиндра на а футовъ, объемъ цилиндра увеличивается на 
кубическихь фут.; при увеличени же высоты на 6 футовъ, объемъ увеличивается 


„Гимназ!я на дому“, в, 26, 12 





о 
на № кубическихь фут.. СоотвЪтственно кеждому условно можемъ составить два 
уравненя: х 

1) гу Е=к(а--а)у=му-- пла та?у, или К=2атлуа-- та“... (2). 


2) пу №=к1?(у+)=тРу-Ет2?Ъ, или №=т26; ОТСЮДа 2 = и” Ум 
Найденное значене х подставляемь во второе уравнене и получимъ: 

9 = А. Найденныя значеня 5 и у вставляемъ въ первое урзв- 
ка ( И -- г) 1 


нен1е и получимъ ВР ( у 8) ,) т (о и а в 


399. Кусокь дерева въ формЪ цилиндра, высота котораго = й, горизонтально 
плаваеть въ водЪ. Плотность дерева = а, плотность воды = 1. Найти отношене 
объемовъ непогруженной и погруженной частей дерева. 

Рещене. Пусть высота непогруженной части дерева = 5. тогда высота по- 
груженной части = —2. Изъ физики известно, что твло плаваеть въ водв 
только въ томь случа, когда вЪсь его == вфсу воды, вытВспепной въ объем 
погруженной части твла. Но вфсь тфла == его объему, номноженному на плот- 
ность; слёдовательно, обозначивь вЪсъ дерёва черезъ Р, а вЪсь воды-—черезъ ©, 
мы можемъ составить два уравнешя: Р =9.4 = т!?В4, тдВ т--радусь осно- 
вания цилиндрическаго куска дерева, а 4 — его плотность. Второе уравненге. 
0) = 4, ==? ®Ш— =). Но тЬло плаваеть, слфдовательно, Р = ©, или п"?йа = 
= п? (й— 2), отсюда х=1 (1—9). Итакь, высота непогруженной части де- 
рева =#(1—4), а высота погруженной части=й—2=й—й(1—4)=й—й-- ва=йа. 
Изъ геометрли же извЪстно, что объемы цилиндровъ, имфющихь равныя основа: 
ня, относятся, какъ высоты, слдовательно, отношене объемовъ непогруженной 


ИА 
и погруженной частей дерева = , . 


400. Боковая поверхность конуса = $, высота. его =. Найти величину 
боковой поверхности цилиндра, имфющаго одинаковыя съ даннымь конусомъ 
основане и высоту. 

Рющене. Пусть рашусъь основавя конуса =, образующая его = у. (о- 
гласне формулЪ, боковая поверхность конуса выразится черезъ $ = тху; отеюла 


==... (1). Изь треугольника АВС (черт. 1) имвемъ: ВС? = АВ? — АС°, 








ни’. 
или |2 == у?—12.... (2). Подставляя звачеше у изь уравнешя перваго ЕЪ 
. 32 52 
уравнене второе, мы получимь: 12 = — 27, или а — = 0. 


| р? ЕСТ 
_ РазрЪшивъ это биквадратное ур-1е, мы получимъ: 5 = и —- у“ —- 2: = 
1 ри 
== и а Ут? - 452). СлЪдовательно, согласно формул, боковая п- — 


о ОрАИААЕ ЕОЕАР 4 
верхность цилиндра=2дй / =: 12 += У Вата 2 т (—= И + Ут? -{ 452). 
401 Радтусь основавшя конуса = В. Плоскость, параллельная этому осно- 
ваню, дфлить высоту конуса на двф части, находяпияся между собой въ отно- 
шени 7:9. Опредзлить площадь полученнаго сЪченля. 
_„ Рышене. Чтобы найти площадь сфчешя ЕЕ (черт. 2), параллельнаго 
основаню АС конуса, намъ необходимо знать только радлусъ круга ЕЕ, ибо 
сЪчене есть кругъ. Этоть радусь находять сл5дующимъ образомъ. Пусть высота 


ъ ъ 
конуса с... ВО. Назвавь ВД черезъ у, а ОС черезь у (согласно условлю, 


ОС ВС. я 
Е =). мы получимь: у У = ВС; отсюда у = ит. Изъ подобя = 


-ВвО т 
| СИ а ВАЙ вр 
лреугольниковь АВС и ЕВШ можемь состазить пропорцию: да = 0, 


Ра 


ИЛИ 


‚5х > ть 
= >> к ы 


ще 
уу 


ы о ИРА риа * 
ь м! н Г `` д 
. ть = $ 





РО ВС.т , ‚ ВХ т | | | 

В - @ЕювВб: отсюда ЕО = ти: В. Сл8довательно, площадь сЪче 
а о 

НЯ — и Г. | 


402. Объемь усфченнаго конуса = 3.14 кубическихь фута. высота ко- 
нуса = 3 фута; радлусь нижняго основаня = - фута. Принимая т = 3,14, 


вычислить рад1усь верхнаго основания. 
Решене. Пусть радлусь верхняго основатия усЪченнаго конуса = 1. 00-. 


Е т (22 36 62) 75 
гласно ‘формул$, получаемъь уравнеше: 3.14 = о = 





8:19` 
3,14 (22- 0,3 627) 25 | 
= о отсюда 2522 -- 155—10 =0, или 522 + 32—2 = 0. 
| | В 91 40 
Разрьшивь 910 квадратное уравнеше, мы получимь: 2 = и : 
— 3-1 2 —3— —10. 
 — т ово 98 — о" = Е —= —1. Такъ какъь радусь можеть 


д | 
быть только положительный, 10 5 == фута. 
403. Высота усБченнаго конуса = 3 футамь; рашусы его осповашй — 


о олинъ въ 9 фута, друтой-—въ 1 футь. Опредфлить: 1) объемъ, 2) боковую по- 


верхность этого усьченнаго конуса. 
4--1--2)3 
Рищене. Объемь усвч. конуса опредвлится по формул: о (С: 


(кубическ. фута). Для опредфлешя же боковой поверхности усзченнаго конуса, 
намь необходимо знать, кромз данныхъь радтусовъ основавй, еще образующую 
конуса. Для этого проведемъ плоскость АВСШ (черт. 3) черезь образующую 


| 





Черг. 2. 


АВ конуса и его высоту СШ. Эта плоскость есть, очевидно, прямоугольная тра 
пешя, въ которой АД =2, ВС =1, Ср=3. Изь прямоугольнаго треуголь- 
ника АВК имфемь: АВ = У ВК? (АБ ВО = у9-1=у10, ибо 
ВК = СЪ, з КР = ВС. Сльдовательно, боковая поверхность усфченнаго ко- 
нуса будеть равна $ = «(2 -+ 1) у10 ог У10. м | 

404. Усфченный конусъ, имвющиЙ высоту Й (черт, 4) и рад1усы основай . 
В ит, пересфченъ двумя плоскостями, двлящими высоту на три равныя части. 
и параллельными основанямъ. Опредзлить объемь каждой изъ трехъ частей. 


Риищеше. Такъ какь ВМ = ММ = №0 = в. Ор = Ви ВГ, = т, то р8- 


Шен!е вопроса приводится къ опредвленю рашусовь //С и МЕ двухь прове- 
денныхь сфченй. Обозначивь МС’ черезь 1, МЕ черезь у, по свойству меданы 


(средней лини) трапеши, имземь два уравнешя: 1) 5 = и о 





2 


и 
; 


_ 180 
г. 


_ Разрышинъ эту систему уравненй съ двумя неиззфстными. 2д=-у и о 


а | 21—19 =т | 
+ =В |2 — 21-1 4у=28 
у еа-н = т". 


Подставивъ найденное значене у въ любое изъ данвыхъ И. (въ 


 данномь случа въ первое), мы получим: 22 — — =; б—2В—г= 3"; 


2(2т + В) "В 


_ 6х = ЗЕ и - ЗВ; 61 =47-+- 28; ое. г. 


б 

Выразивь, такимъ образомъ, 5 и у черезь данныя величины, послФдова- 

тельно опредзляемъь теперь по извзстной формул объемы Г,, Г., Г. каждой 
изъ трехъь частей конуса: 


У, == ( т ТВ | 
тй 
о: = (и+2+ч)5 = | (+ 2) + 13 | 
7, = (+27) ь == | 1922 -- Ве + В |. 
[Повзрка; сложивь и выраженя Т,, Т., Г., получаемъ: 
— (82 + Ви- ® }; что. составляеть выражене объема даннаго усфченнаго 


конуса]. 
Другой вп0собъ опредюленая радзусовь. Пополнивъь данный усЪченный конусъ 
конусомь АРГ, получаемь полный конусь А@Ш (черт. 5). 0Обозначивь АВ 





Черт. 4. | ; Черт. 5. 











дв пер о 
черезь 9, изъ пропорции в = = › ИШи —— = < находимъ, что 2=5— и. 
Внося т такимь образомъ величину 2 въ каждую изъ двух, пропор- 
АМ - ВИ —- —_ М, и - 7 
Ц: й = = В. ИИ = у в: или — = и раз- 
рёшивъ эти пропорщи, мы получим: у = =: —. В о 


405. Усъченньй конусъ, имзющий высоту въ 27 а а ращусы ›осно- 
вашй въ 10 и 4 фута, пересфченъ двумя плоскостями, ДБЛЯЩИМИ высоту на 
три равныхь ч сти и параллельными основанямъ. Опредёлить объемъь казкдой 
изь получивтихся частей конуса. 

Рещен”. Эта задача подобна предыдущей, только отличается отъ нея чи- 
словыми дангуми. А потому, подетавивь въ конечные пезультаты вместо г — 4 


фута, г вмБсто В —10 фут., найдемъ, что ИВ — = 6 фут., & 
У РР == т: — 8 футовь. Слфдовательно, на основав1и формулы, най- 


с щы У, = 5-10-99 =3,14.732 = 2298,48 куб. фут. 


\ 


у: 
7 


ТС ИЕ. 9 3.14.44 — 139416 кубическихь фула. 
у — "(+6 .49 | 
ие: Е 





—— 


= 3,14.228 = 715,92 кубическихь фута. 


406. Образующая усёченнаго конуса = 5 аршинамъ, радусь его нижняго 
основашя = 4 аршинамъ, радлусь верхняго основан1я = 3 аршина. ОлоедЪлить: 
1) полную поверхность и 2) объемъ этого конуса. 

Решене. Полная поверхность усфченнаго конуса опредфлится по формул 

б=т(4  3)5- т. 4? с. 32 = 60т (квадратн. аршинъ). /Для опредвлешя 
же объема усьченнаго конуса найдемъ ‘его высоту. Для этого проведемъ 
плоскость АВС (черт. 3) черезь образующую АВ Жонуса и его вы- 
соту СО. Изъ прямоугольнаго треугольника АВК мы найдемъ: ВК = С) = 


=У АВ — АК?. ши (СР =У АВ — (АР — В =У 5-—1= 
= 4.6 —=9 6. 6. Сльдовательно, на основами формулы, объемь усЪчепнаго 


п (3* + 4213.4).2И/ 6 116 
конуса Г = Е НА В 


407. Окружность о основашя усфченнаго конуса иметь длину въ ( 
футовъь, окружность верхняго— въ (: футовъ; длина образующей = 1 футовъ. 
„Опредьтить объемь конуса. 

Рещенле. Зная окружность нижняго основашя усЪченнаго конуса, мы мо- 


жемъ найти самый радтусъ нижняго основан1я: Этг=(С; отсюда г = о=° Точно 
С з 
также 2и, = (1; отсюда т, = — Изъ прямоугольнаго треугольника АБК 


(черт. 3) найдемь: ВК =СР=у/ АВ?—АК?, или СР=У АВ—(АШ-В()?= 





5 ас 
= уе [2 — о == ие и на основанти фор- 
сс Уд У зеЕ (Се С 
мулы, объемъ усченнаго конуса У = 3 я (= а =. т а) у 


О И ЕР ЕТИ 
= ищи 42 8 — ((—0,, 
408. Сумма объемовъ двухъ конусовъ равна И”; радтусь ихъ общаго основа- 
шя =. Найти высоты этихъ конусовъ, относящихся между собой, какь жж: п. 
Рииене. Пусть высоты двухь конусовъ, имфющихь общее основане ра- 


уса х, соотвЪтственно равны 2 и тт. Ихъ объемы, согласно формул, соот- 





| . 0 — 7х 
взтственно выразятся черезъ И, = и 7. = . Но сумма. ихь объ- 
емовъ, "ОО условию, равна у. Е составимъ уравнен!е: 





_ 92 7, ту’ 

НИ =; отеюда #= РИ Итакь, высота одного кону- 
пи’ в 

са — пт? (0 т) › @ дДругог о = тт (Е т)“ 


409. Длагональ квадрата==а. Найти: 1) сторону этого квадрата. 2) его пло 

щадь, 3) объемь куба, котораго полная поверх- 

- ность равняется площади упомянутаго квадрата, 

и 4) площадь основантя цилиндра, который равно- 

мБренъ съ найденнымь кубомъ и иметь съ этимъ 
кубомъ одинаковую высоту. 

Ршенае. Обозназимъь сторону квадрата че- 

резъ 5; тогда изъ прямоугольнаго треугольника 4ДВ 

(черт. 6) имЗемъ; р а’—а?- 27; 











р. 
у 2 — 2. 2 АЕ, и. а — а и 2 ® 
а 28; = а И 5 м - 
М, - 
площадь 9 квадрала=а = (7) ==‘ Опред8- Черт, 6 


лимъ теперь ребро куба. объемъ которзго надо вы- 
числить. Обозначимь ребро куба черезь у. Тогда полная поверхность ‘куба=бу?. 


. — 2% ‚ Ри» , » > № у у в в 
‘ , - ; у, < А ь "5 -„- же, , Вы РТУЙО РА УЗ. въУР ТАТУ \ ще” К То И, 
5 + . Г $ 21 _ „9% 7. › 
Г т т 9 > . $ ..-} = 
| - ыы п 182 и. 
_ . ; 
; х ®; . ь . 
ы % ЪдФД&6 о А _ 
ч е | 
и 
= © 


(Ы 

а т Е 12 2/з 6 

| УЗ 8.33 уз | 

Объемъ Г куба = и а ие и и Высота цилиндра, пло- 
Щель основаня котораго вамъ надо опредфлить, по условию, = ребру куба. 
Обозначивь черезь В площадь основашя цилиндра, получимь для его объема И 


а 3 
6 





‹ \ Е | . а? 
_ По услов имфемъ: 69° =--; откуда у? =; у= 


слВдующее выражене: В- 





- По условию задачи, объемъ У цилиндра=0бъ- 





ему куба: откуда имземъ: В. ду Фу ь : вые а 
и: 72. ауз 

410. Внутри куба, ребро котораго = а = 2 метрамъ, помфщенъ цилинлуъ, 
в’ рхнее основане котораго представляеть кругь, вписа ный въ верхнее основа- 
н1е куба, а нижнее—кругь, вписанный въ нижнее основане куба. Опредфлить 
объемъ этого цилиндра. | 

Рещени. Объемь Т цилиндра, вписаннаго въ кубъ КЕММАВСР = 
= "В*Н, гдф высота цилиндра = ребру куба а (черт. 7), а Весть радусь 
круга, вписаннаго въ основаше куба КЕММ. 4-угольникь КГММ пред- 





Черт. 7. | Черт. 8. 


ставляеть собой квадрать со стороной а. ДЛаметрь основашя цилиндра 
ЕР — ЭВ — КМ —а (какь противоположныя стороны прямоугольника). Сл$до- 
ей ме а \?2 га? 
вательно, ‘В = а, откуда В=ъ, 4 У —= Ы =т (5) ‚а=-р = 
п.8 


Ч 


= 


= 2 — 6,98 куб. метр. 


411. Полная поверхность ус$ченнаго конуса равна 616 квалр. фут.;. высота 
его =3 футамь. Разность маметровъ обоихъ основавший = 12° футамъ. Вычислить 


Ве 22 | 
радтусы основанй (принимая т = 7 й ограничиваясь однимъ десятичнымъ зН4- 


кОМЪ). 
Рилиене. Назовемъ радусь верхняго основаня ВЕ черезь 7, а радусь. 
нижняго основашя АЕ черезь В (черт. 8). Изь условя задачи имфемъ: 
9—9 =19; В-—х=6. Слёдовательно АЁГ— ВЕ =АГ—КГ=АК=б. 
Изь прямоугольнаго треугольника АВК имфемь: АБВ = ВК? + АК? = 
— 82 + 62 — 100; АВ = 10; Полная поверхность © конуса = (Е 7). 
АВР «В? ли? = «(В + *)10 + «(Е? - 12). Замвняя В черезь х--6, по- 
лучимь: 9 = ^(2и- 6)10-Е =[(&«-- 6)? "*]. Изь условай задачи мы знаемъ, что 
9 — 616; сиёловалельно, х(2 - 6)10 + *[(х Е 6)? + г] = 616; 20, - 60 
6 98 5 90-1, 224-32-96 =196; #2--32^—100=0; 
#2 | 16—50 = 0; «= —8-У 114 = — 84 10,71 =2.7, а В=у- 
6 =, 6 = 8,7. | | 


412.` Равностороный конусъ иметь объемь-=У/. Опредълить объемъ опи- 





Е 





санной около этого конуса правильной треугольной пирамиды. (Равностороннимъ 
называется такой конусъ, который, будучи пересчень плоскостью, проходящей 
черезъь высоту, даеть равностороннай треугольникъ) | 
Раишевше. Правильной пирамидой, описанной около конуса, называется 
такая пирамида, которая имфеть высоту общую съ конусомь, а основзшемъ ея 
служить правильный многоугольникь, описанный около основашя конуса. Вы- 
числимь радусь основашя равносторонняго конуса: Обозначимъ `ралусъ основа- 
ня конуса черезь В. Найдемъ теперь, какъ выражается объемъь И” конуса че- 
резь В; "= кВ. ВД (черт. 9); ВВ=у АВ2—А0*= у 48*—В?=ВУЗ; 


— т ". ву 3 = Е? у ый откуда 83 == __ ‚ Найдемь теверь вы- 


у] [) 
ражене для Г объема правильной пирамиды. Такъ какъ высота пирамиды намъ 
известна, то остается только вычислить площадь © правильнаго треугольника, 





8 









—.->- .->-.-. >>. .-. 
© 





‘Черт, 9. | Черт. 10. 
описаннаго около круга рад1уса В и служагаго основанемъ пирамиды. Въ пря- 
мноугольномъ треугольникв 4.ОГ, (черт. 10) / 04.0, =30°. И5ъ плавиметри 
пзвЪстно, что «катеть, лежапий противь угла въ 30°, равенъ = гипотенузы»; 
слёдовательно, 4(0=200,=98; А.0,=У 4,0*—00=У4Е—В?=ВУ 3; 
4.0, =2ВУ 3; ВО, =У 4.82 —А:=]/ (ВУ 3 — (ВУ 3 = 
= 128? — 31? = ЗВ. Площадь 5 треугольника 4.В.С, = 4,0, В: = 
=ВУЗ.3В=ЗУЗ. 8 У=-.ЗУЗ. №.ВР=У 3. Е. ВУЗ= 


— 323 Вау ры 37 
= Аз. одамфняя въ полученномъь выражени В3 черезъ ит 
уз 





мы получимь: 


то 9 — 30/3 _зузи. 
РА к 


Уз Уз 
‘413. Поверхность шара солержать 4905 квадратныхь футовъ. Опредзлить 
его объемъ. 


Решеще. Изъ теори мы знаемъ, что поверхность шара = 4* 2. По условию 
3925 3925 
задачи поверхность = 490$ кв. фут. = ^^^ кв. фут. С. 68 вт, 41820; 


8 8 
3925 в 3955 


откуда В = 5; =. Пользуясь формулой объема шара (0`ъемъ шара 


4 о 
Й, = 3"), мы можемъ опредфлить объемъ даннаго шара: та п и 
14: 1И №./3925008 уров. 21.25 о 13 
= 2 (в) — 96 У 4(625)8 = ав— = 1022 95 КУбическ. футовъ. 
414. Сумма лазметровь двухь шаровъ = а, а сумма поверхностей этихъ 


шаровъ = 5. Опредзлить. каждый изъ. даметровъ. 
- Решене. Пусть одинъ изь искомыхь д!аметровъ двухъ шаровъ == 1, а дру- 





184 





/ / 


гой =. На основаши данныхь вь задачь условий, можемь составить два 
травшеши- 


тд? -- пу? = ©, ИЛИ ну =- ао 


из-у=б.... (2). 
а ыы обфимь частямъ ты уравнойя по 217, получимъ: 


12 Ну -Е 24 = = -- 22, или (2 -- У) = - - 229. Но (У) МЫ МОЖЕМЪ 


$ па? —$5 
ЗамЪнить черезъ 4, тогда получимъ (? = — я 219; ОТКУДа 1 = ие 
Пусть Хи у суть корни квадратнаго ое Составимъ таковое по кор- 
нямъ, зная, что произведен1е корней = — свободному члену. & ИХЪ СУММа —= коэф- 


фитенту н. $ ВЪ — степени и у. геи знакомъ. а. 


2—5 —_ Па — 5. 2$ — па? 
Ее ИЖЕ ИО: Ат а 
й в ее 0; НЕ. 2т Беер о 1-е , 
ту 25 — пай. 
а —= 
И “1 2$ — Я 
такъ, одинъ изъ жаметровъ равель з а т другой равень , 


а к 2$ — па. 
© } - 


415. бума радтусовъ двухъ шаровъ == @, сумма объемовъ этихь шаровъ =. 
Опредфлить радтусы. 
Решение. Пусть радтусь одного ‘шара =, а радлусь другого =. _На 
основаши данныхь въ задачь условй, мы можемьъ составить два уравненая: 
т-ЕУ = 4. 
лаз лу = 7, или 18-3 = 


Значене у изъ перваго уравненя подставляемъ во и. тогда получимъ: 


и 


30 30 
аи 318 иво СВЕ: зе 
18 (а _ = 42, ИЛИ 18 -- 4* — 3021 -|- 342* —48 = 1-› ИЛИ @8 — 3075 -- 
- 344° = _—. Раздфливь обЪ части уравневшя на За, мы а я ах -- 


а? 
= — =. = — 0. Разрьшивь это квадратное уравнение, мы  ПОлучимЪ: 


НЫ а 11/30 —=а3. а ре 
и Е.В: а: и ай за 2 №079 Зка. 

а? а 1 30 — таз. 

тит О И У: ИЗ — Ва ? 


эта 
Зе к а 
59. о и За 








р 1 Ее 2а3 
Итакъ Эринъ изъ искомыхъ радусовь = 1: = в = ИЕ, ИЛИ = 
й 1 8% — таз [#) 1 89 — па - 
3 —_—-—_ Л р ) — — = ——_ 
т ть = 5—5 аа ; лругой изъ иском. рад. а 5 у я 


В ЗИ — таз 

ИЛИ =. =5. Е 
416. Внутри шара проведены двЪ параллель- 
нБЯ ПЛОСКОСТИ по одной сторон его центра на 
разстолтаи 3 футовъ другь оть друга. Эти плоскости 
‘дають вь сочеши два малыхъ круга,  которыхь 
КТ адтусы соотвфтственно равны 9 футамь и 12 футамъ. 

я нредьлить объемъ шыла, 

Рилиеме. Для опречвления объема Шара намь 
необходимо зналь его рапулъь В. Найдемъ.его слЪ- 
лующимъ образомъ. Центрь шлра О (черт. 11) совди- 

И АЕ: ° гяемъ съ центрами сЪчешй № и М и с точками 9 

и Р. Изь прямоугольныхь троугольпиковь ОМО и 
0“ моек: 003 = ОМ М0”, или В = ОМ>- 144...» ОР?= 





вы & ВИ, Аа 
Ао ое» 
4, ^^ $ 
им —-< | 

к а 

* 
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= О№ + МР>, или В* = (ОМ + ММ)-+ 81. По услов1ю задачи, разстояне 


между плоскостями равно 3; слЪдовательно, В? = 02 - -2.3.0М 


- М№ - 81, или В? = 0 -- 60М + 9-1 81 = 02-+ 60М 

—90....(2). Вызтя почленно изъ уравненля перваго уравненше второе, по- 
лучимь 60М — 54 = 0; 60М = 54; ОМ =9. Найденное значеше ОМ под- 
ставляемь въ уравнеше (1) получимъ: В? = 81 -Р 144; В? = 225; 


В = 15 =15. 


Зная радусь шзра, мы можемъ, ка основавши формулы объема шара 


 (объемь шара равенъ = кВ?), опредзлить его объем. Г = 5 т . 15° = 


== .3.14. 153 = 14130 куб. футовъ. 


417. Поверхность шарового пояса = $; высота его =. Опредзлить объемъ 
того шара, поверхности котораго принадлежить упомянутый шаровой поясъ. 
(сдБлать затфмь вычислене въ случаВ $ = 2 квадратнымь метрамъ и й = 0.47 
метра). 

Рющенае. Изъ теорли мы знаемъ, что поверхность шарового пояса ; = 2*ВН, 
гдз А— ращусь шара, которому принадлежить поясъ, а Н — высота посльд-. 
няго. Назовемъ ратусъь шара, поверхности котораго принадлежить данный ша- 
ровой поясъ, черезь 2. Пользуясь формулой поверхности шарового пояса, мозкемь 


; 5 
составить уравнене: 2=хй =, откуда 5 = эр. 


Зная радусь шара, мы можемъ. на основани теори (© = з*В?3), опре- 


Злить его ооъемъ: ==. (5) =3 в 
ИТ ООВ Ва т] о-ва бе: 


Сдфлаемъ теперь вычислене объема шара въ случаЪ 5 = 2 квадр. метрамъ 
ий = 0.47 метр.; слЗдовательно, © = бо. Логариемируя это уравненте, 


мы получимъ 14% = 198 - доп. 96-2 доп. 09" 3 доп. 109 0,47. 
99. —= 9.90509 Итакъ, 19% = 0.11434. 
доп. 06 = 122155 По логариему найдемь теперь ® (антилога- 
ы риемированте). 
2 доп. 193.14 = 1.00570 я = 50. 
3 доп. 19 0,47 = 0,98370 Итакъ, © (объемъ шара) = 1,3012 куб. метр. 


19 ® = 0.11434 


418. Опредзлить поверхность шарового пояса, котораго основатия, лежация 
по одну сторону центра шара, имють радтусь ги г:. Радусь шара = В. 

Рющене. Для опредвлешя поверхности шарового пояса ВЗРО (черт. 11) 
необходимо знать его высоту №. Соединимь центръ шара О съ центрами с5- 
чешй М и № и съ точками Р и 0, тогда изъ прямоугольныхь треугольников 
ОМО и ОМР получимь: 04 = ОМ? -- М(?, или В? = (ОМ — ММ)? - и". 
или В* = О№—20М№М. ММ-- ММ? | .2.... (1). ОР? = О№2-- МР. пли 
Е? = О№? -1 12; откуда ОМ = У В? Рю. 

Послёднюю величину ОМ подставляемъ въ первое уравнение, тогда, получимъ: 
В? = В — т —2ММ У В*—п-+- М№-+- плз, или М№ —ЭММ У В? —1— 
— (12 —*,?) = 0; откуда ММ = У у = Ут 
= УВ— 71". 

Для значешя ММ приходится брать у корня знакъ (—), ибо, вь про- 
тивномъ случаз выходить, что ММ больше ОМ, чего быть не можеть. 

Итакъ, согласно формул поверсности шарового поясз, 9 = В (И В*—?2 — 
— УВ? — +2), или 6 = жВ(И В —т.2 — у В+), если ращусь нижня:о 
основатя принимать равнымь М@ =т, а радлусь верхнаго МР =... 











419. Въ шарё, радтусь котораго = 20 футамъ, по одну сторону центр” 
проведены два параллельныхь свчешя, изъ которыхъ большее отетоитъ отъцентра 


на 6 футовъ; радусь меньшаго сфчешя = 12 футамь. Опредёлить поверхность 
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образовавшагося шарового пояса, а также полную поверхность тБла, ограничен- 
наго поверхностью шарового пояса и плоскостями двухь проведенныхь сЗченй. 
Рюишене. Поверхность шарового пояса ВЗРО можемъ опредзлить, если 

намъ даны радусъь шара и высота пояса ММ (черт. 11). 

°_ СдЬлавь такое же построеше, какъ и вь предыдущей задачВ, мы получимь 
изъ поямоугольныхь треугольниковь ОМО и ОМР: М9 = У00*— ОМ? = 
= У400—36 = 364; ОМ? = ОР*— МРа, или (ОМ + ММ} = 400—144. 
или (6 | №1)? = 256, откуда 6 + ММ = 16; ММ == 10 футамъ. 

_  Итакь, согласно формулв, получимь $ =ж.20.10 = 1256 квадр. фут. 
Полная же поверхность тфла, ограниченнаго поверхностью. шарового пояса и 
плоскостями двухъ проведенныхь сченй, очевидно, будеть = 1256 + к. М0? -- 
-- МР == 1256 | «(364 + 144) = 2851,12 *в. 9. (= = 3,14). 


420. Въ шарз, радусь котораго = 15 футамъ, по одну и ту же сторон 
центра проведены два параллельныхь сфченя, при которыхь большее отстойть 
оть центра на 4 фута. Поверхность образовавшагося шарового пояса равна 753,6 
квадр. фут. Вычислить рад1усь и площадь меньшаго изъ сЪчешй. 

Рене. Опредфлимъ сначала высоту шарового пояса ВЗРО (черт. 11). 


На осповаши формулы поверхности шарового пояса, мы можемь составить ураз- 
и д ОВ ОВ 
нен1е: 2ж.15. ММ = 753.6; откуда ММ = 30 = 30.314 —8 футамъ. (0 


единивь центрь шара О съ центромь № меньшаго сфченя и точкою Р. мы 
получимь изъ прямоугольнаго треугольника ОМР, что МР = УОР? — О№? = 
—= УОР— (ОМ ИМ)? = У 925—144 —9 фута. 
Итакъ, рад1усь меньшаго сфченшя = 9 фузамь и, сяфдовательно, площадь 
сфченя =. 9? = 254,34 квадр. фут. | 
421. Около цилиндра, у котораго высота =36 сантиметрамъ, а ламетрь 
основаня == 15 сантиметрамь, описанъ шаръ. ОпредЪлить отношеше боковой по- 
верхности этого цилиндра къ поверхности образовавшатося шарового пояса, 
имющаго своими основашями верхнее и нижнее основашя даннаго цилиндра. 
Ршене. Боковая поверхность цилиндра, согласно формул, равна Э=м;, 


Слвдовательно, 3 даннаго цилиндра = 2. Ес. Еу = т. = .36 = 540мт. 


(чертежь 12). 

Для опредвлешя же поверхности шарового пояса АМВСКГ необходимо 
знать его высоту Ко и рамусь шара ОС, поверхности котораго овъ приналае- 
жить. Высота Ед намъ дана; ОС найлемь изъ прямоугольнаго треугольника» 


ОРС; ОС = УОЕ*- 8? = ]/ (51) + вбз= | 182+ (2) =. ©28- 


довательно, поверхность шарового пояса, представится въ видЪ: 2". 39 36 — 140/т, 


2 
Искомое отношене поверхностей = 540* :1404* —= 5:13. 

422. Вычислить кривую поверхность шарового сегмента, зная, что высота 
его = 0,2 метра, а радлусь шара = 0,45 метра. 

Решеше. Изъ теорли намь извфстно, что поверхность шарового сегмента — 
= «ВН, гдЪ Н — его высота, а В — радусь шара, поверхности котораго онъ 
принадлежить. Пользуясь этой формулой, мы можемъ найти кривую поверхность 
шарового сегмента. 5 (сегмента) = к. 0,45. 0,2 =0,5652 квадр. метр. 

423. Шаръ объема о раздълень на два сегм пта, высоты которыхъ отно- 
сятся между собой, какъ т: я. Опредълить кривую поверхность каждаго изь 
сегментовъ. 

Решене. Мусть радтусь шара = 2. Пользуясь формулой объема шара, 











такь какъ объемь шара = о, мы получимь уравнени = 0: откуда 
/ 3% 
Х —= Е: В. 


Назовемъ одну изъ высоть сегментовъ, на которые раздвлень шаръ, черезь 
1: тогда высота другого выразится черезь (2В — 1), и такь какь отношене 


ры 
ти» 
м 


Ч. а — 5:4 № ЗСТ 7 АВ . 
. ты, ; г . от, 
; ’ < : 7 





ВысотБ = =, то составляемь уравнене: и =, или пу + ту — ЭВ, 


2 Вт т 2Ан 
отКУДа У = Пти. Итакъ, высота одного сегмента = три’ РУО: ити. 


Пользуясь формулой кривой поверхности шарового сегмента, мы можемъ вычи- 
2®8. 2=В.2Ат _ 
слить кривую поверхность каждаго изъ давныхъ сегментовь: ©: = И 


__ 4Ет | РИ 36 
ан: Но В мы выше опредзлили равнымъ у =: Слфдовательно, под- 


ставивъ въ формулу т значене В, а —® и й __ 
28.2Ви 4 Е*п 4тп "902 Е Уват 
=инИ 360%; 58 = тр три тт’! Шт пери И 367. 
424. Кривая поверхность шарового сегмента, имфющаго высоту = й, отно- 
сится къ площади основаня этого сегмента, какъ 
т:п. Опредфлить радусь того шара, которому при- 
_надлежить упомянутый сегментъ. 

Рещшене. Пусть радусь шара, которому при- 

надлежить сегменть = 2. Согласно условю, ИР =В 
К (черт. 12), ОР=#— 1. 

Изъ прямоугольнаго треугольника ОРС’ полу- 
чимь: РС? = 00? — ОР? =? — (1—1), отку- 
да ЕО = У22 —12. Кривая поверхность $ шаро- 

| вого ‘сегмента = 21.%.й. Площадь основаня этого 
Черт. 12 сегмента равна п. ЕС?. Но значене ЕС намъ извфетно: 


оно равно У -24, — №?. Слдовательно, площадь осно- 
вашя сегмента равна: т. (у’224 — 1? )* = т. (22% — 12) = = (91—1). Поль- 

















у - «тв 
зуясь даннымъь въ задачь условемъ, составляемь уравнение: и. -ь м 
2х т й 77й 
ИЛИ 5 5 =, ИЛИ 25(Т— 1) = т; откуда 2 = рт 


425. Металлический цилиндръ, высота котораго = 1211 дюймамъ, пепелить 
въ шаръ. Дузметрь основаня цилиндра относится къ даметру шара, какъ 8:9. 
Найти 0б& даметра. 

Ршене. Обозначимъь даметрь основашя цилиндра ‘черезъ 85. тогда да 


метрь шара мы, согласно условно, должны обозначить черезъ 9х. Объем ЦИ- 
Вт Е: 
линдра, какъ намъ извЪстно изъ теории, равенъ В2Н = т . (= —5- = 


= 812°. 243. Объемъ 9, имвющаго дламетрь 95, равенъ в = 


92\3  4т.1295 
чт (>) = а = = 1 аа. Но о .; слфдоват., 822. 943 = топа. 

2 2 
Сокративь обЪ части на м и на С получимъ: 8.243 = В о — ви, 
Итакъ, шаметрь основашя цилиндра, равный 81, равенъ 8.16 = 128. а ма- 
метрь шара = 95 = 9.17 = 144. 

426. Металлический  ЦИЛИНДОЪ, ВЪ которомь д!аметръ относится »5 высоть, 
какъ 3:2, перелить въ шаръ съ радусомъ вь 48 сазтиметровъ. Вычисдить Д1а- 
метрь и высоту цилинлра. 

Решенае. Пусть ламетръ цилиндра будеть 35, тогда высота его. согласно 
ус'овно задачи, должна быть обозначена черезь 27. Объемь о цилиндра = 


—жА?Н =т. (>). Эф = В Объемъ т, шара, имфющаго’ радусь въ 48 


= 
— 











2 Я 
4 4 3 9 = 
сантиметровъ, = -- "8 = -т.483. Но ф=а; сльдовательно, имфемъ: —= 
ы | 4 4.483. 
37. 483; Сокративь на п, мы будемъ имЪть;: — =. 483; 23 = 4.48 5 
—_ . чу 
23.4 3 / 23.483 2,48 
отсюда 2 = ИУ === 39. 


33 3 33 


88. 


Итакъ, даметрь основамя цилиндра = 35 =3.32 = 96, а высота ци- 
зиндра = 24 =2.32 = 64 сани. 

427. По давному ребру а куба опредвлить радусь В шара, описаннаго 
около куба. | 

Решение. Платональ ЕО куба АВСРЕЕСН (черт. 13) служить даметромъ 
шара, описаннаго около куба. Принимая во внимане, что квадрать магонали 
прямоугольнаго параллелепипеда = суммВ квадратовъ трехъ его измфревй, по- 
лучимъ: ЕЁ]? = АВ? - ВЕ? -- ВС? = а? ++ а? -+ а? = 3а?. Обозначая РП че- 


резъ 28, получимъ: 48? = 342; В? = те в = >. УЗ. 


428. Въ шар, радусь котораго = 13 футамъ, проведено сфчеше, пер- 
пепликулярное къ д1аметру и отстоящее оть. центра шара на 5 футовъ. Площадь 
этого сБчешя служить общимъ основашемъ для двухъ конусовъ, вершины кото- 
рыхъ лежать на шаровой поверхности, на противоположныхь концахь шарового 
маметра. Опредьлить объемъ составившагося двойного конуса. | 


_ Рьшене. Вычислимь радусь съчешя АпМ (черт. 14), которое служить 
основашемь двухъ конусовъ. Разсмотримъ * прямоугольный ‘треугольникь АБО; 





Черт. 15. 


вЪ этомъ треугольник 40—13, В0=5; АВ—= У 40—08 = 132 — 52 —19. 





Объемь ®, перваго конуса = *12?. — объемъ 9, второго конуса = к, 122. —. 
(Сумма объемовъ конусовъ ®,; - 5 = а (СВ-ВО). Но (СВ-+ ВБ) соста- 


п.122 


вляють даметрь шара, равный 28 =2.13 = 26, Слёдов., о, + о. =' 5.26 = 
= т 26 = 48.к.26 = 48. 3.14.26 = 3918,72 кубическихь Футовъ. 

429. Въ шарф, радусь котораго = В, д1аметрь раздвлень въ крайнемъ и 
среднемь отношени, и черезь точку двлешя проведена плоскость, перпендику- 
лярная къ даметру. Образовавшееся сЪчеше служить общимь основашемъ для 
двухь конусовъ, вершлны которыхъ лежать на шаровой поверхности. на, проти- 
воположныхь концахр шарового дламетра. Огредфлить объемъ соста вившагося 
двойного конуса. 

Ришене. Пусть Мамотот СВ (черт. 14) вь точкв В разтЬлень въ пра, 
нсмъ и среднемъ отношеши, тогда СО: ВО = ВП: ВС, или СШ: ВО = ВП: 
:(СРЬ— ВР). Замбняя СР черезъ 28, мы получимь 2В : ВО = ВР: (2В— ВБ), 
нли В? = 48? —28В. ВЛ, или ВР? + 28. ВО — 48? =0. Рьшая это квало. 
уравнене, считая ВР. неизвЪстнымь, мы получимь: ВО = — В У В? -- 432; 
Вр=—В-+ВуУ5=в(/ 5—1). Вычислимь теперь, ва какомь разстояни 
оть центра О проведено сЪчеше Ат М, Т.-6. узнаемъ длину ВО; ВО = ВО — 
—0р=в(УИ5—)—В=вВ(/ 5—2). Вычислимь площадь 9 сВчешя, ко- _ 
торое служить оспованимь двухь конусовь: 5 =т. АВ? =*«(408— ОВ?) = 

= [8 — (5 —2)'] ==[ 81 — В? (5 —4У5+ 4)] = «(82 — 9824. 








% БА 1 В Ре а №. . * - 3 ) 
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+ 482У5) г. (482 У $88. Объемъ и, перваго конуса = < (482 У 5 — 
— 88?) т ‘объемь о» второго конуса = * (48? У5— 88?) 2. СлЪдова- 





1 Ре 

тельно, сумма объемовь конусовь и; -Ё о, = 5 (48 У5— 88?). (СВ-+- ВТ). 

° Но (СВ-+- ВО) составляють даметръ. т.-в. 2В. Такимьъ образомъ, и; + ©. = 

— ) з ва. 
с. (18° УБ— 88). 28 =" (5—2). 

1 430. 063- половины двойного конуса имфють общее основане, площадь. 
°  Котораго равна площади большого круга нФкотораго шара. 1) Какъ относятся 
’ между собой поверхности двойного конуса и шара, если объемы этихъ тьлъ 





©] => 


° равны? 2)Какъ относятся между собой объемы двойного конуса и шара, если по- 
_. верхности этихъ тЪль равны’ 

$ Рещене. Въ данной задачь разсматривается тотъ случай, когда оба ко- 
` Нуса, составляющие двойной конусъ, равны между собой. Обозначимь радтусь 


_ основашя конуса АС черезъ т, высоту ВС черезъ й, а образующую АВ че- 
. 2172 . 

резъ 1 (черт. 15). Объемъ о двойного конуса = 5—; Н0, по условшю задачи, 
® должно также равняться объему шара, большой кругь котораго имфеть ра- 


| а 
_ ДуСЬ г, Т.-6. шара, имбющаго рад1усь т. Такимъ образомъ, имЪемъ ии И 


ПАГ 





ами зла ыы 


4 | 
= не Т.-6. № = 27. Выразимъ теперь образующую р черезъ г. Изъ треуголь- 


_ пика АВС имфемъ: АВ? = А? + ВС?; Р = 92 - 412 — 612, 1 — У убБ. 
‚ Поверхность з двойного конуса = удвоенной поверхности конуса ВАД = 9] = 
2.1? /5. Поверхность з: шара, имфющаго радусь т, равна 4=?. Итакъ, 
$:81 = 2 У 5:4? = 5:2. Такимь образомъ, поверхности двойного ко- 
нуса и шара относятся между собой, кок У 5:2. Пусть вамъ теперь дано ра- 
венство поверхностей двойного конуса $ и шара $1. а требуется опредьлить 

‚ отношенте объемовь. Поверхность з двойного конуса = 2хуй по услов!ю задачи, 
$ = $1, Т.-6. 22| = 4т7?; ршая это `уравнене относительно 1, получимъ: {= 9. 
Выразимь теперь № черезъ т. Изъ прямоугольнаго треугольника АВС имЪемъ: 
ВС = УАВ? — АС? = У47 — т = УЗ =тУЗ. Объемь о двойного ко- 
нуса = а ее 
Итакъ, отношене 0:0; = тв УЗ: г = У3:2. Таклмъ образомъ, мы 
узнали, что объемы двойного конуса и шара относятся между собой, как 


У 3:2. 








ук 32 


2 т 
А УЗ. Объемь ®; шара, имзющаго радёусь , = = 173. 


ЗАТЕЯ и 


‚ 431. Даметрь шара равняется общей хорд двухъ 
пересвкающихся окружностей, разстояе между центрами 
которыхъ = 21 футу; радусь одной окружности = 20 фу- 
‚ Тамъ, радусь другой ==13 футамъ. Опредёлить поверх- 
ность шара. 

Решение. Дламетрь 2В шара, поверхность з котораго 
намъ надобно опрезлить, равняется хордф АВ (черт. 16). 
Хорда АВ = АП. а линю АД можно опредьлить изъ тре- 
угольника ОАО,. Площадь $, треугольника ОАО, можеть 
_ быть выражепа двоякимь образомь: 8, = Урфр — а) (0—6) 0-е и В, = 
= 00,.40, дыр (214 20+13)=27, а=21.6—90, с—13 в 
’ 00, =а=11. Ипакь, 8, = У27.6.7.14 = 133.27 М - УЗ: 18 — 


= 32.14 =9.14 = 196; но съ другой стороны 5" = — 00... АД = - ‚ 21. АБ. 






> Черт. 16. 


му *.* 





ву лаем? а 


_ 


СлЪдовательно, >. 21. АР = 126, откуда АР = 12. Такимь образомь, 2В = 


—= АВ =вАр = 2.12 = 4, откуда В = 12. Искомая поверхность шара 
В =4^А* =4*.12=4. 3,14. 144 = 1808.64 квадр. футовъ. | 


А ла паблебаь дыбы 
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ТЬла вращения. 


432. Опредфлить объемь тБла, производимаго вращешемъ квадрата, сто- 
_ рона котораго == а, около одной изъ сторонъ 1). | 
Решеше. Отъ вращ шя квадрата около одной изъ его сторонъ получится. 
цилиндрь КВСОГ, (черт. 17). 0бъемъ цилиндра, по формул, = «ВН, гл% 
В = ОС =а и Н= ВС = а, откуда объемь цилиндра = ка?. а = каз. 
433. Въ равнобедренномъ треугольник АВС (черт. 18) основаше ВО =12 фу- 
тамъ, а каждая изъ равныхь сторовь АВ и АС ==10 футамъ. Опредфлить 
объемъ и поверхность тВла, производимаго вращешемъ треугольника около оси 2, 
проходящей черезь вершину 4 треугольника параллельно его основавню ВС. 


а 
* 


©. 





Черт. 17. Черт. 18. ^ 


Рацене. Очевидно, что объемь 7 тЬла. которое получится оть вращен1я 
треугольника АВС будеть равняться объему цилиндра ВСКГ, безъ удвоеннаго 
объема конуса АВГ, (конусъ АВГ -=юконусу АСК). Объемь цилиндра ВОКГ, 


по формулф, =". В№. ВС, а объемь конуса АВГ, = — ‚В№. МА = 
Ся ) ВА. Откуда искомый объемь Г =п. ВМ№. ВО — 2 (==. 


3 р 
ВМ" —_ = т . В№. ВС. Изъ прямоугольнато треугольника АВМ 
имЪемъ: 4” = АВ?— ВМ”; такь какъ ВМ =АМ, 10, замВнивь въ выра- 
` жени объема В№ черезь значене АМ, мы получимъ: Г= = «(АВ.-ВМВС. 


Подставляя 10 вмёсто АВ и 6 вм5сто ВМ, получимь; 7 = ‚к. ба. 12 = 


3 
=012л = 512. 3,14 = 10607,68 куб. футов. 

Поверхность 5 тёла, полученнаго отъ вращешя 
треугольника АВС около оси 1 (черт. 18), очевидно, 
равна боковой поверхности 5, цилиндра ВСКТ, сло- 
женной съ удвоенной боковой поверхностью 6. ко- 
нуса АВГ. Боковая поверхность 5, нилиндра = 
—=4т. БМ. БС, а боковая поверхность 9 конуса 
АВГ = п.БМ, АВ; откуда 8 = 5 + 25, = 
=". ВМ. ВС-+-2т.ВМ. АВ= =2*. ВМ. (ВС-- 
-- АВ) =2*. УВ? —ВМ?. (ВС -+ АВ). Подставляя 
вм$сто 45, ВС и ВМ ихь значетя изъ условй зада- 
ЧИ. не: 5 = 1105,26 квадратныхь футов 
(п = 5,14). | 
Черт, 19. 434. Опредзлить: 1) поверхность и х) объемъ твла, 

производимаго вращешемь правильнаго треугольника, сто- 
рона котораго = а, около одной изъ сторонъ. 
Рищене. Объемь ТИ, который получится оть вращеня треугольника АВС 








*) Во веВхь задачахь этого отдфла, которыя относятся къ учен1ю о т%- 
лахъ вращен!1я, предполагается, что ось вращеня лежитъ въ плоскости вра- 
щаемой фигуры. 


я 


° черт. 19) около оси 29, очевидно = удвоенному объему Г, конуса АВК. НоТ,, 
| | 1 
по формулв объема конуса, = т. ВТ. АП, таз ВП; изъ прямоугольнаго 
я а\ 1/40 — @? 
треугольника АВЛ, равняеся УАВ?— АГ? = У= — (5) = и = 
Ива: 226 3 а. и 
== УЗ, & Ш == -5_; сфдовательно, подставляя въ выражене для Г’ 


. 1 а —\2 
виБсто В) и АП ихь значеня, мы получимъ: Г, = т. (5 У 3) 5 г 





Я 8 
около 0си 1 == удвоенной боковой поверхности ©, конуса АВК (конусь 


2 з : си 
о а Наконець, принимая во внимане, что Г=оар,, 
3 3 
мы получимь: Г“ = =“. 
Поверхность © тфла, которое получится оть вращетя треугольника АБО 
АВК = ковусу СВК). 5,, по формулв поверхности конуса, =*. ВО. АВ, 
тд8 ВО = - У 3, з АВ =аи, СЛВДОВ., ©: Окончательно ==: ЗИ И 





ка? па? 8 ; ых 
вуз о а ао ПИН, 
435. Въ кругь вписанъ правильный треугольникъ. Опредёлить отношение 
объемовь тфль, произведенныхь вращенемь круга я треугольника около д1з- 
_ Метра, проходящаго черезъ вершину треугольника. | 
Ришенае. Отъ вращешя круга АВСК (черт. 20) вокругь маметра Ву 


4 
мы 3 
получится шаръ, объемь которзго = =- =, а оть вращения треугольника около 


ВК получится конусъ, объемъ котораго У, == ..40*. ВО, дв АО = 


——_—__ 


3 52) о 3122 © |р22 2 
246 гу, а ВГ= У д =]/ = ие и. 


Подставляя въ выражене Г, вм5сто АР и ВР ихь выражен1я черезь В, мы 








В Я ВСР ЗВ: | 
по учимъ: и) "э=чт. 4 ‘> = 5“. Отношене 0объ- 
О о: а 
емовь 7: И, = зтВ : 5 78 о 





Черт. 20. Черт. 21. Черт. 22. 


436. Въ прямоугольномь треугольникВ одинь изъ катетовь =а, дру- 
гой = половинв гипотенузы. Опредёлить: 1) поверхность, 2) объемъ тБла, про- 
изводимаго вращешемъ треугольника около перваго изъ катетовъ. 

Рищене. Оть вращеня прямоугольнаго треутольника АВС (черт. 91) около 
катета ВС, очевидно, получится конусь. Поверхность 9 конуса ВАЛ, по фор- 


мул$, =. АС. АВ, а объемъ Г того же конуса, по формул$, == = .4(?. ВС. 


Назоветь гипотелузу АВ черезь 1, тогда катеть АС. по условно задачи, == . 
| х \2 322 44? 2а 
чытиле = 2. =“ — 2. аа ® 

р) = 4% 908; 2 3 


й — СФ 
и В 


По теоремВ Пиезгора имземъ: 2—( 
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— 





: 2а, я 2а 4 
Такимъ образомъ, гипотенуза АВ, равная 2; = -—^—; Аб = то Е: = 
8 3 3 
Подставляя въ выраженя для поверхности и объема выфсто ВС, АС и АВ ихь 
кая а 2 
значешя, найдемъ: в ==т. ——. = 02; прибавивь къ найденной бо- 


- а, 2 
5овой поверхности площадь круга, служащаго основашемъ конуса: п(—^_\’, 
Уз 
р о 
найдемь, что полная поверхность конуса 5; = 5-2? + = = 5 24? | 
3 


2 
+ = = пой. = 
3 
1 о - 
Объемь И конуса = т. ее п бот 
ИЗ, 9.3 9 


437. Объемь тбла, производимаго вращешемь прямотгольнаго треуголь- 
вика АВС около его катето АВ, вдвое болве объема твла, производимаго вра- 
щенемь того же треугольника около катота АС. Гипотенуза ВС треуголь- 
ника = а. По этимъ даннымь опредзлить катеты треугольника. 

Рилцеше. Оть вращеншя прямоугольнаго треугольника АВС (черт. 22) около 
катета АБ, который обозначимь черезъ у, получится, очевидно, конусъ, объемъ 
котораго Г, согласно формулз, т . 4(?. АВ, з оть вращешя того же 


треугольника АВС ‘около катета АС, который обозпачимь черезь 2, получится 


1 Ка | 
конусъ, объемъ котораго И . 452. АС. По условшю задачи, имЪемъ: 


Г: = И, т.-е. т . АВ. Аб= =. 402. ДВ, ИЛИ —— у? я И 
Сокративь это уравнене на = пу, мы Получимъ: у=21... (4): По теорем 


Пиеагора мы имфемъ: ау = а?. Подставляя въ послфднее уравнене вмЪсто 9 
его значеве изъ уравнешя (2), получимъ: 22 -+ (2) = а; 22 - 472 =а?; 
а? 


ео 5: =у“= Е ТЕ р еАЕ а 
08 —=—а, & НЕ $ == БИ И Вау 22 УЗ. 


Такимъь образомъ, мы узнали, что одинъ изъ 
: Е 
катетовь АВ, равный у,= У 5. другой  катеть 


и 
АС, равный ‚= ву 5. 


433. Стороны треугольника суть а бис 

(наибольшая изъ нихъ а). Опредфлить объемь тфла, 

зерт. #3. производимаго вращенемъь треугольника около наи- 
большей изъ этихъ сторонъ. | 

Рощене. Оть вращешя треугольника АВС около сторовы ВС получится 

твло, объемъ котораго Г = объему двухъ конусовь ВАД и САР (черт. 23). 


Объемъ 1-го конуса И; = ста? . ВЕ, а объемъ [-го конуса /.= — АЕ. С; 
о 7=У, | 7, = кА. ВЕ к. АЕ. ЕС т. АЕ (ВЕ-Е ЕС) = 


==. АЕ”. ВС. Сторона ВС, какь наибольшая, равна а; СлЪдовательно. 





9 1 
У = т ‚ АЕ. а= зла АЕ”. Вычислимъ теперь АЕ; пля этого замЪтимъ. 


что площадь 6 треугольника АВС = = =“ _ › 8 съ другой стороны 


© У? (р— а) (р— 5) (р— 2). Отсюда получаемь уравнене == = 


= ур(@0— а) ф— В —6), дБ а-Е0-Ре=9р. Рёшивъ полученное урав- 
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к — ы = . — 


2Ур (ра) — ВС). 


неше, найдемь АЕ = Полставивь значене АЕ вь. 


и объема 7, мы получииь: И = =-т. й В 2У рф РЕ Ое® 


"-рр—@фЬ—9(@— 5. 


439. Оть послЗдовательнато вращеня прямоугольника сперва около одной 
изъ его сторонъ, & затиъ около другой, неравной первой, получилось два тБла, 
изъ которыхь одно имфеть объемь въ 40000 кубиче- 
-  скихь метровъ, а другое въ 50000 кубическихь метровъ. 
Вычислить длину  д1агонали взатаго прямоуголь- 
х НИКа. 

| Резиенае. Пусть данъ прямоугольникъ, неравныя 
стороны котораго хи у. Оть вращеня прямоугольника, 
около стороны х (черт. 24) получится цилиндръ, объемь 
ТУ котораго = кул, а оть вращеня того же пря- 
моугольника около стороны у получится цилиядрь, 
объемъ Г’, котораго = пул. По условию задачи, 

имеем: И = лу?х = 50000, а Г, =ту2? = 40000; У: И, = ку? : пуд? = 
— 50000: 40000; по сокращеню, мы получимь: 9:2=5: 4. отсюда 4у=55; 
47, —4куй 160000; па? . 4у=160000; тх. Б2—160000: бт =160000, 


ЕЕ 
2 Е Е 
пл = 32000; х= у” Длагональ прямоугольника = 7/2? -- у; чтобы 


5 
найти эту матональ, мы возведемь въ квадрать обЪ части пропорци г == 
ИЕ. ) 
тогда мы получимъ: .. = 1;; напишемь изъ этой пропорщи производную про- 


2-|- 2? 16 : 
порцию: — == т: И тс; Извлечемъ квадратиый корень изъ обфихъ 


р я 772 2 1 
частей полученной пропорции, получимъ: о и 


х его значене, мы получимъ: и __ откуда У а — 
= ! 


3000 __ И Ия дут унь ут 
ЕЕ п Не) ЗЕЯ 41.5. то 


440. Опредвлить объемь тёла, полученнаго оть обращеня правильнаго 
шестиугольника, сторона котораго — с, около дтагонали, раздвляютей его попо- 
ламъ. и сравнить съ объемомъ описаннаго шара. 


Рилцене. Оть вращешя фигуры ВАЁЕЕ около ВЕ (черт. 25) получится 

тфло, объемь Г котораго = объему И, цилиндра АКРС + удвоенный объ- 
емь И. конуса ВАС (конусь ВАС == конусу ЕОЕ); 7, =л. АК?. КГ; 
и: . АК. ВК; ГЕТ, + ТТ, = «АЕ. ЕГ+ = АЕ. 


| 4 К? -. АК?. 
. ВК = Е —- ти — (ЗКЁ + ЭВК). Принимая Во 


ВНИМЗЕ18, ЧТО ВК=ГЕ, а КГ=АЕ=а, получимь: == _— - (ВК+КГ-+ 
+ ГЕ--АЕТ); но ВК-КГЕ--ТГЕ=ВЕ = щаметру круга, и около 


АЕ? 
шестиугольника; слфдовательно, ВЕ==2а; откуда получается уе: ——_ Е 


= Зла АЕ?. Принимая во внимане, что АК = С; гдь АС, какъ сторона 


Черт. 24. 





. Подставляя вместо 


-— 














правильнаго м вписаннаго въ кругъь радгуса а, равняется а УЗ, в) 
| ре Ух. Е в) == 


‚›Тьььзь ва дем“. В 88. | 13 | 


22-494 





441. Опредзлить полную поверхность т®ла, 
производимаго обращенлемъ правильнаго восьииуголь- 
ника, сторона котораго = а, около лини, соединяю- 

. щей средины противоположныхъ сторонъ восьинуголь- 
ника и, слфдовательно, проходящей черезь центрь 
ВоСьМиутгольинка. > 

[Залечание. Радтусъ окружности, вписанной въ 
правильный восьмиугольникъ, сторона которзго = 
==, равенъ (1 + У2 |. 

Ризцене. Поверхность 9 
тьла, которое получится отъ 
вращеня фигуры КВАНСР 
около оси КР (черт. 27), оче- 

кл видно, составится изъ слвдую- 

Черт. 25. щихь поверхностей: 1)’двухь 

площадей круговъ, описанныхъ 
вращешемъ лишй ВК и СР, изь которыхь каждая = 
= 5; 2) поверхностей двухъ равныхь усфченныхь ко- Черт. 26, 
‚ нусовъ, образованных вращентемъ трапешй АВКМ и 
НСРМ,и 3) поверхности циляндра, который получится оть вращешя прямоугольника 
АММН. Сумма площадей круговъ=2. т >. = . Сумма поверхностей усченныхъ 
конусовъ == 4* (ВК -- АМ)АВ. Стороны ВК и АМ, какъ параллельныя стороны 
трапеции, могуть замвниться медланой 15 и получимь 4*. Г9. АВ. Изь по- 
добля треугольниковь 50 и АВЕ имфемь: АВ: ВВ=05 : Г5, откуда 
АВ. Еб=ВЕВ . 05=ВЕ .т, гд8 * есть ращусь круга, вписаннаго въ восьии- 
угольникъ; ваконець, поверхность цилиндра = АМ. ММ = ж.хг. ММ. 


Полная поверхность 9 == — | 4т. ВВ ттт. ММ == ие тт (ВВ. 
2 : 

+ ММ) = + 2 (ЖЕ М + ММ =" ж(КМ+ММ-+МР), хакь какъ 

КМ=\МР; КМ-+ММ-+- МР составляють КР, который есть маметръ = 9х. 


Слъдовательно. Я = Е г. КР — — -- 2х. 2Р = т -- 41°; но 
= а(1- У 3), поэтому 9“ + 4. |504 = у2)| = =“ +%. 
(+2 У 2—2 ат. 1973-22) = нивн2у = 


=ла? (5-3 +2 У?) ЕО. (35 +2 У?) : 





Геометрия, 





ГЛАВА Х1. 


Поверхность и объемъ цилиндра. 


282а. Цилиндръ. Изъ понятя о кругЪ ясно. что кругь можпо 
разсматривать какъ фигуру, образованную вращешемъ какого-либо 
отр$зка вокругъ одногоего конца, который остается неподвижнымъ 


Такъ, кругь получится, если отрЪзокъ ОА 6у- аж 
демъ вращать вокругъ неподвижной точки 0 
(черт. 367). 


Такимъ образомъ, мы видимъ, что враще- 
емъ прямой можеть быть образована нзко- 
торая поверхность, въ данномъ случаз кругъ. С 
Теперь разсмотримъ, кавя фигуры обра- 
зуются оть вращеня одной прямой около дру- 
гой, ей параллельной. Возьмемъ для этого ка- 
кую-нибудь полоску, находящуюся между па- Черт. 367. 
раллельными прямыми АВ и СШ (черт. 368), и _ 
будемъ вращать эту полоску такъ, чтобы прямая АВ служила 
какъ бы осью, т.-е. была бы неподвижной. Тогда при вращени пря- 


ге 


ит. д., и, наконецъ, возвратится въ прежнее поло- 


бы прямая круглая труба, но, конечно, геометри- 
ческая, т.-е. такая, стЪнки которой не имЪють 
толщины. Такую, трубу называютъ, если прямыя 


цчизиндрическимь каналомё. Поверхность, которую при 
вращеи образуеть прямая СП, называется или 
дрической поверхностью; прямая (неподвижная) АВ, во- 
кругъ которой вращается параллельная ей Ср, 
называется 0ью цилиндра. 

Если мы перес$чемъ такой цилиндриче- 
скЙ каналь двумя параллельными плоскостями, 
Черт. 868. то получимъ тло, которое называется имин- 





мая СЛ будеть ‘занимать въ различные момен- 
ты вращевшя положешя С'0:, СХ», 6.0 С. 


АВ и СР безконечны, безконечнымь цилиндромь, или _ 


инь > 


жеше Ср. Отъь такого вращеня образуется какъ - 


Арам бо 


ИГ ИТТ 


КР, > 
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бром, прийчемъ параллельныя плоскости будуть въ этомъ случаз 
называться основанзями цилиндра, а перпендикуляръ (ММ), опущенный 
_Изъ всякой точки одного основавя на другой, будетъ высотой ци- 
линдра (черт. 369). На нашемъ чертеж (черт. 369) прямая СО, вра- 
щенемъ которой цилиндръ образованъ, наклонна къ основаямъ, 
почему и самый цилиндръ называется наклоннымь. ЗамВтимЪъ здЪеь, 
что прямая СР и вообще всЪ прямыя, которыя своимъ вращенемъ 
вокругъ другой неподвижной прямой оси образуютъь цилиндри- 
ческя поверхности, называются образующими. | 

Если же образующая, а, слБдовательно, и ось перпендикулярна 
къ основатямъ цилиндра, то цилиндръ называется прямым, и въ. 
такомъ ‘случаЪ его образующая есть высота. Таковъ будеть ци- 





Черт. 563. | Черт. 370. 


- в 
линдръ на чертежЪ 870, у котораго АБ перпендикулярна къ плос- 
кости основашя. Проведя ось этого цилиндра СО и прямую ОВ, мы 
видимъ, что прямая АБ, при своемъ вращеши около А будеть все 
время скользить по плоскости основаня, перпендикулярной къ оси 
цилиндра СР. Такъ какъь прямая ПВ при такомъ вращеи обра- 
зуеть кругъ, а точка В. лежитъ по образующей АВ, то, слВдова, 
тельно, нижнее основане прямого цилиндра есть кругъ точно такъ 
же, какъ и верхнее его основане. Отсюда слздуеть, что и всякая 
плоскость, параллельная основавямъ, въ еВчевши съ прямымъ ци 
линдромъ даеть кругъ. Радусъ каждаго изъ основан, какъ мы 
видимъ, есть ни что иное, какъ разстоян!е между двумя прямыми, 
изъ коихь одна служить осью цилиндра, а другая его образующей: 
этоть радусь называется также рад1усомъ цилиндрической поверх- 
ности вращенйя. 

Изъ всего вышесказаннаго вполнВ ясно, что залиндрь есть яивде, 
получаемое отзь вращеня прямоугольника вокруг одной его стороны. Такъ 
вращая прямоугольникь АСВ (черт. 870) вокругь стороны СП 
иы видимъ, что иряная АВ образуетъ цилиндрическую поверхность, 
а прямыя АС & ВЛ круги основан, т.-е. получается прямой ци- 
линдръ. Въ элементарной геометр!и вообще разсыатриваются только 
прямые цилиндры. | | 
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283а. Замфчан!е. Строго говоря, цилиндрической поверхностью. 


называется всякая поверхность, образованная движенемъ прямой, 


наприм., АП, конець которой скользить по какой-нибудь кривой, 


ОМЛМ (черт. 371), а прямая АБ перемЪшается параллельно самой 
себЪ. Кривая ОМЬМ называется направляющей. Изъ этого ясно, что 
направляющая прямого цилиндра, о которомъ говорилось выше, 


есть окружность. Такимъ образомъ, прямой цилиндръ, у котораго 
основанйя суть круги, слЗдуеть называть прямымь круговымз цилиндром. 
Однако, въ виду того, что нашему разсмотрЪнпо подлежатъ 


только прямые круговые цилиндры, мы будемъ ихъ называть прямо 


цилиндрами, поверхность же, образуемую вращешемъ образующей, — _ 


цилиндрической поверхностью, или же боковой поверхностью цилиндра. 






«< ---.----------- 





Черт. 371. - Черт. 372. - 


284а. Вписанныя и описанныя призмы. ое тому, какъ въ — 


окружность можно вписать многоугольникь или описать его около 
окружности, такъ и въ цилиндръ можно вписать или около ци- 
линдра описать призму. 

Посмотримъ, какъь можно портройть таюмя вписанныя и опи- 
санныя призмы. | 


Пусть данъ цилиндръ (черт. 372). Въ основаше этого цилиндра 


мы вписываемъ многоугольникъ и затьмъ на немъ строимъ призму 


такъ, чтобы боковыя ребра были равны и параллельны образук-. 


щимь цилиндра. Яено, что такля ребра будуть лежать на поверх- 
ности цилиндра, верхнее же основане призмы окажется вписан- 
нымМЪ въ верхнее основаше цилиндра. 


Если цилиндры будуть прямые, основашями вписанныхъ и 5 
описанныхъ многоугольниковъ можно считать правильные вписан- 


ные и описанные около окружности основашя многоугольники. 
285а. Поверхность цилиндра. Подобно тому, какъ окружность, 


какъ и всякая кривая, не можеть совмЪетиться ни съ какой частью _ 


прямой, такъ и цилиндрическая поверхность есть поверхность кри- 
вая и поэтому не можеть совмЪститься ни съ какой частью плос- 
кости. Для измВрен1я поверхности существуютъ квадратныя пло- 


сюя единицы (площади), поэтому, собственно говоря, точное ВЫ* _ 
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числеше кривой поверхности квадратными единицами не можеть 
быть произведено. Поэтому цилиндрическая поверхность можетъ 
быть вычислена лишь приблизительно, способомъ  предвловъ. 

Именно, боковую поверхность цилиндра можно разсматриваль, 
какъ предълъ, къ которому стремится боковая поверхность впи- 
санной или описанной призмы при неограниченномъ увеличени 
числа ея граней (а, слЪдовательно, при неограниченномъ умень- 
шен!и самихъ этихь граней). Зная это, можно легко найти боковую 
поверхность цилиндра. 

Теорема. Боковая повертность цилиндра равна произведению окружности 
основал на высоту. Пусть имземъ цилиндръ, боковую поверхность 
котораго требуется вычислить. Для этого впишемъ въ него пра- 
вильную призму АБСПЕ А,Б.С.П.Е, (черт. 373). Мы знаемъ, что 
боковая поверхность прямой призмы равна произведен периметра 
основаня на высоту. Поэтому, если мы обозначимъ периметръ 
основан1я черезъ и, а высоту черезъ Н, то боковая поверхность 
призмы, которую обозначимъ черезъ Р, выразится. такъ: 

| Еф. : 

Теперь предположимъ, что число сторонъ основашя призмы 
‘безконечно увеличивается. Тогда самыя грани призмы будуть без- 
конечно уменьшаться, т.-е. будуть стремиться къ нулю, а боковая 
поверхность призмы будеть стремиться къ своему пред$злу, т.-е. къ 
боковой новерхности цилиндра. 

Периметръ основан!я призмы » будетъ стремиться къ своему 
предЪлу, который есть длина окружности; что же касается до вы- 
соты Н, то она останется безъ перемЪны. Однако, при всЪхъ по- 
слъдовательныхь изм5нешяхь Р и т, при неограниченномъ уве- 
личенши числа граней, равенство: Р = иН остается вЪрнымъ. 


вр 





`Черт. 373. Черт. 314, 

Поэтому оно должно быть взрнымъ и тогда, когда на мЗето 
перемзнныхь величинъ Ри п подставимъ ихь предЪлы. 

Обозначимъ предЪль Р, т.е. боковую поверхность цилиндра 
черезь 5, а предЪль *, т.-е. длину окружности черезъ (0, 

Тогда можно написать такое равенство: 

8 = С.Н, 
14 


„ГЕмиАз?я ва дому, вым. 26. 
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что означаетъ: боковая. поверхность цилиндра, равна произведено т 
окружности на высоту. 
Эту формулу можно выразить нзсколько инаяе. `Дьло ВЪ томъ, 
что длика окружности С равна 2«В. Поэтому 
ь—- А.Н. 

Эта, формула опредЪляетъ лишь боковую поверхность цилиндра. 
Если же мы хотимъ получить полную поверхность цилиндра, то 
надо къ боковой прибавить поверхность двухъ его основавий, т. е. 
площади двухъ круговъ. Такъ какъ плошадь круга = А”, то 

полная поверхность цилиндра = 2«ВН - 2жЁ?, 
или, выведя за скобки общаго множителя 2=В, получимъ 
| пол. пов. цил. = 2=«В(Н + В). 

Теорему, которая опредЪляеть поверхность цилиндра, можно, 
конечно, доказывать и при помощи описанной призмы. -Разсуждея 
булуть тв же. Ясно, конечно, что боковая поверхность вписанной 
призмы стремится къ боковой поверхности цилиндра, увеличиваясь, 
боковая же поверхность описанной призмы стремится къ этому пре- 
дЪлу, уменьшаясь. 

Другими словами, боковая поверхность цилиндра, сть общей пре 
дель боковыть поверхностей вписанныхь и отканныхь призиь, при неограни- 
ченномъ увеличени числа ихь граней. | 

286а. @бъемъ цилиндра. Чтобы вычислиль объемь циливдра 
убБдимся прежде всего въ томъ, что объемь цилиндра есть обиий 
предфль объемовь внисанныхь и описанныхь призмъ, при неогра- 


ниченномъ возрастании числа граней. Убздиться въ этомъ весьма - 


просто. | 

`‹ Возьмемь какой-либо цилиндръ и впишемъ въ него, а также 
и опишемъ около него по правильной призм5 съ одинаковымъ. чи- 
сломь граней. Обозначимь черезь У, Уги У, объемы цилиндра, 
вписанной призмы и описанной (черт. 314), черезь В; В, и В» пло- ` 
щади основанй ихь и черезъь Н ихь высоту, которая у нихь одна 
и та же. Относительно объемовъ вписанной и описанной призмъ 
мы, согласно предыдущему (0бъемъ призмы равенъ произведен1ю 
площади основашя на высоту), можемьъ написать такъ: 

увы и, = ВЫ. 
Вычтя почленно первое равенство изъ второго, получаемъ: 
у. У. = В.Н — В.Н; или 
У, — У, = Н(В. — ВБ,). 

Разсмотримъ правую часть равенства, которая состоитъ изъ 
двухь множителей Ни В, -—- В,. Мы видимъ, чфо при’ неограни- 
ченномь удвоеши числа сторонъ рано В. — В, должна стре- 
миться кь нулю. 

Въ семомь дзль В, есть площадь описаннаго многоуголь- 
ника, а В, есть площадь вписаннаго, и об$ эти п эщади, какь мы 
знаемъ, при. неограниченномь удвоеши числа ихь сторонъ стре- 
мятся КЬ одному и тому же предфлу, такь что разность между _ 
_ вими (В, — В!) стремится кь нулю. Но если В, — В. стремится къ 
нулю, то и все произведен!е Н(В, — В:) стремится кь нулю. Зна- 
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чИТЪ, И о. часть Е равенства, т.-е. са. 7: стремится 
къ нулю. 

Такъ какь объемъ описанной призмы больше, & объемъ впи- 
санной призмы меньше объема цилиндра, то, слЗдовалельно, раз- 
ность между объемами цилиндра и вписанной призмы, т.-е. У—7',, 
а также разность между объемами описанной призмы и цилиндра, 

т.е. ХУ, —ГИ, меньше разности между объемами описанной и впи-. 


санной призмы, т.е. 7. —И.. 


Эта же послфдняя разность, какъ мы убЪдились, стремится 
къ нулю. Сл$довательно, и каждая изъ разностей Х —Т и У, —И 
и подавно стремится къ нулю. 

А это означаеть, что, при неограниченномъ удвоен!и числа 


: сторонъ, И есть предзль 7, и предвль И., т.-е. обиий пред$ль. 


оная это, перейдемъ къ нижеслвдующей теорем, вычисляю- 


щей объемъ, цилиндра. 


Теорема. Объемь цилиндра равень произведению плошаби основаная на вы- 
сотпу. Какъь и при вычислеви боковой поверхности, прибЪгаемъ къ 


помощи вписанной призмы. Впишемъ въ цилиндръ какую - либо. 


призму, площадь основанйя которой равна В;, а высота Н. Тогда 
ея объемъ: И, = В.Н. Предположимь теперь, что число граней. 
призмы безгранично возрастаетъ, тогда 7; и В, будуть величинами 
перемВнными, стремящимися къ предЪламъ. Предьль Г, будеть 
7, т.е. объемъ цилиндра, а предзломъ В, будеть. Б, т.-е. площадь 
основашя цилиндра (кругъ). 

Такъ какъ при вовхь послвдовательвыхь Щи ТГ. иВ, 


‚равенство, 7, = В,Н остается взрнымъ, то оно должно оставаться 


върнымь, если на мЪсто перемзнныхь величинъ поставить ихь 
предлы. 

Тогда получимъ 
| и —= ВН, 
что и требовалось доказать. И 

Такь какъ площадь основавя В, т.-е. площадь круга, равна 
<В”, то формула объема цилиндра, въ зависимости оть радлуса 
основашя ‘и высоты, будеть такова: 

7 = ^В?Н, 


ГЛАВА ХИ. 


Поверхость и объемъ конуса. 


287а. Нонусъ. Если мы будемъ вращать острый уголь такъ, 
чтобы одна сторона была. неподвижна, а другая вращадась около 
нея, то эта вторая сторона опишетъ нЪкоторую поверхность. По- 
лучившаяся фигура будетъь называться безконечнымь конусомъ 
(черт. 375), неподвижная прямая АС—065ю конуа, а СВ—образующей 
конуса. ПересЪчемъ этоть безконечный конусъ плоскостью, перпен- 


дикулярной ’ къ оси. Тогда въ съчени образуется окружность. Въ са 
- МОМЪ ДБЛЬ, проведя изъ точки перес5чея оси плоскостью прямую 
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АВ, перпендикулярную къ оси, мы убфдимся, что при вращен1и эта, 


прямая будеть вращаться въ плоскости сЪченя. Своимъ же вра- 


щенемъ прямая АВ образуеть кругъ. Итакъ, можно сказать, что _ 


если безконечный конусъ пересЪчь плоскостью, о 
къ оси, то въ свчеши получится кругъ. 

о, получившееся при этомъ, будеть называться ямы 
ируговымь хонусомь, кругъ сЪченя—основанемь кругового конуса. 

Изъ всего вышесказаннаго сл$дуетъ, что если провести рядъ 
перпендикулярныхъ къ оси плоскостей черезъ конусъ, то всЪ онЪ 
будутъ параллельны между собой. 

Обратно: сЪчен!е кругового прямого конуса плоскостью, па- 
раллельной основан, есть кругъ. = 

Не трудно видЪть, что прямой круговой конусъ есть тзло, 
образуемое вращешемъ прямоугольнаго треугольника вокругъ одного 
катета. Въ ‘самомъ дБлЬ, раз» ось конуса 80 ‘перпендикулярна кь 
рад1усу основав!я ОЛ, то оба они и рад1усъ и ось суть катеты, а обра- 
зующая — гипотенуза 5. (черт. 376). Образующаяся при этомъ по- 
верхность называется конической поверхностью. . 

Слвдуеть, однако, замЪтить, что поняше конической поверх- 
ности шире понятя поверхности конуса. 

Вонической поверхностью вообще называется поверхность, обра- 
зуемая врашешемъ прямой, одинъ конець которой неподвиженъ, а 





Чер:. 355. Черт 51/6. Черт. 377. 


другой скользить по какой-нибудь кривой. Такова поверхность на, 
черт. 377, образуемая вращенемъ прямой 54, у которой точка $ 
неподвижна, а В скользить по кривой АтБи. Прямая БА назы- 
вается образующей а кривая АтВп—направаяяющей. 


Такимъ образомъ, окружность основан!я прямого кругового 


конуса—есть также направляющая. 

Однако, такъ какъ элементарная геометр1я занимается изуче. 
шемъ только прямого кругового конуса, то мы будемъ называть 
его просто конусомъ, его боковую поверхность. конической поверх- 
ностью. 


Прежде и перейти къ вычисленш площади и оъебма ко- 
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‘нуса, условимся еще относительно нфкоторыхъ терминовъ. Обра- 


зующая конуса называется амовёной его, неподвижная точка 5 — 
вершиной, ось конуса— высотой его. г 

Если въ конусЪ провести плоскость, параллельную основан!ю, 
то часть, заключенная между основанемъ и сЪкущей плоскостью 
называется усбченнымь конусомь (черт. 378). Ясно, что усЪченный ко- 
нусъ можно разсматривать, какъ тБло, образованное вращенемъ 
прямоугольной трапещи. УсЪченный конусъ имЗетъь два основая: 
верхнее и нижнее, высотой же его является ось 0,0. 
| 288а. Поверхность конуса. Полная поверхность конуса состав- 
ляется изъ боковой конической поверхности и изъ поверхности 
основаня, т.-е. круга’ Поверхность круга мы вычислять умЪемъ; 
обратимся поэтому къ вычислению боковой поверхности. 

Подобно тому, какъ въ цилиндръ можно вписать призму и 
описать около него призму, такъ и въ конусъ можно вписать пи- 
рамиду и описать около него пирамиду. 

Поверхность конуса есть также поверхность кривая и потому 
также не можеть быть точно вычислена въ квадратныхъ едини- 
цахъ. За величину боковой поверхности слЗдуеть принять пре- 
дьль, къ которому стремится величина боковой поверхности. пира- 
миды, вписанной въ этоты конусъ, при неограниченномъ ‘увели- 
чени числа ея граней и, слБдовательно, при неограниченномъ 


_ уменьшен!и самихъ граней. 


Теорема. Боковая поверхность конуса равна, произведению окружности оено- 
ваная на половии) образующей. 

Такъ какъ боковая поверхность конуса есть предЪлъ, къ ко- 
торому стремится боковая поветхность вписанной пирамиды при 





Черт. 878, Черт. 379. | Черт. 380. 


неограниченномъ уменьшен!и граней, то поступаемъ и в. 
слздующимъ образомъ: 

`Вписываемъ въ данный конусь какую-либо правильную пи- 
рамиду бАВ:СЛЕЕ (черт. 379). Боковая поверхность этой пирамиды 


равна произведен! ю периметра основан1я на половину аповемы. Если 


обозначить черезь $, ри [1 боковую поверхность, периметръь осно- 
вая и аповему пирамиды, то 


$ = 2 0. 


ее ОН 


Допустимъ теперь, что боковыя грани пирамидьр безконечно 
уменьшаются. Е 

Тогда периметръ ея р будетъ стремиться къ окружности осно- 
ваня, апооема же 1 Пир АЕДЫ будеть стремиться къ образующей 
конуса. 

Такъ какъ при всЪхъ послВдовательныхъь измЪненяхь пере- 
мВнныхь величинъ $, ри [1 будеть сохраняться равенство $ = $11 
то, слВдовательно, въ томъ же отношен!и будуть находиться и 
предфлы этихъ перемЪнныхъ. 

Обозначивъ ` боковую поверхность конуса черезь 5, длину 
окружности основатя черезъ С, а образующую черезъ Г, мы мо- 
жемъ на основаШи предыдущихь соображений написать, что 
8 = 01, 

т.-е., что боковая поверхность конуса равна половинь зроизведетя окружноети 
основания на апооему, что и требовалось доказать. 

Такъ какъ длина окружности С въ зависимости отъ радуса 
равна 28, то, слЪдовательно, подставивъ это значене въ послЪднюю 
формулу, мы получимъ выражен!е боковой поверхности въ зависи- 
мости отъ радуса и аповемы, а именно: 

= 4 2жВГ, =*ВГ. 

Такова формула боковой поверхибети конуса. 

Для того же, чтобы получить золную поверхноеть конуса, доста- 
точно къ боковой поверхности прибавить площадь основаюя, т.-е. 
площадь круга, каковая равна кА?. А 

Такимъ образомъ: 

полн. поверхн. конуса = «АВГ, | "В? = «В (Г.- В). 

‘2893а. Боковая поверхность ус$ченнаго конуса. Подобно тому, какъ 
боковую поверхность конуса надо разсматривать, какъ предЪълъ, къ 
которому’ стремится боковая поверхность вписанной (или описан- 
ной) пирамиды, когда число ея граней безконечно увеличивается, 
такь и боковую поверхность усвченнаго конуса должно разсматри- 
вать, какъ предфлъ, къ которому стремится боковая поверхность 
вписанной усЪченной же пирамиды при неограниченномъ увели- 
чени числа ея боковыхъ граней. Принявь это во вниман!е, не 
трудно вывести формулу боковой поверхности усЪченнаго конуса. 

Теорема. Боковая повертность устченнаго конуса тавна произведению полу- 
суммы окружностей обоить оснований на обтазующую. Пусть имЪемъ усЪчен- 
ный конусъ ОАВО, (черт. 880), который образованъ вращешемъ 
прямоугольной трапеции около стороны 00,;. Вписавъ въ этоть ко- 
нусъ правильную усЪзченную пирамиду и обозначивъ периметръ 
верхняго ея основаюмя черезъ р;, нижняго черезъ р и аповему ус3- 
ченной пирамиды черезъ 1, можемъ написать, что боковая поверх- 
ность (5) вписанной усЪченной пирамиды выразится слБдующей 
формулой: 

—5 ‚(р - 21) 1. 


При неограниченномъ увеличеши числа граней этой пирамиды. 
ея боковая пора будеть стремиться, какъ указано выше, къ 
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поверхности усзченнаго конуса, периметръ верхняго основав1я и 
нижняго будетъ стремиться къ окружностямъ верхняго и нижняго 
основат!я усзченнаго конуса; наконецъ, аповема усвченной пира- 
миды будеть имЪть предзломь образующую усзченнаго конуса. 

Обозначивъ эти предзлы соотвЪтотвенно черезъ р, С, С; и Г, 
и принявь во. внимане, что при всЪхь послЗдовательныхъ изм*- 
нешяхь равенство 9 =&(р-+р!){ будеть оставаться вЪрнымъ, мы 
можемь написать, что 

8=1(С-+С,) 
что и требовалось доказать. 

Однако, эту формулу можно, какь и всЪ предыдупИя, преобра- 
о воваль. Такъ, если обозначить радусы верхняго и нижняго осно- 

вай черезь В и В,, то С =3*В, а (С, =2*В.. Поэтому 
ВСТАВ откуда 
=т(В-+В)) Г. 

Обралцая вниман!е на нашь чертежъ (380), мы видимъ, чте 
В, =0,В, а В= ОА. Такъ какь ОАВО, есть трапещя, то, если про- 
вести среднюю линю ПС, она И равна, какъ извфстно, полу- 
суммЪ обоихъ основан, т.-е. 4(0.В +04) =Ср или ОВ+ОА= 
= 20. Но ОВ-+-ОА=В- В;; значить, В - В, =200. 

Поэтому формула боковой поверхности усБченнаго конуса мо- 
жеть быть выражена еще и такъ 
3 9 =2^00.. Г, | 
т.-е., боковая повертность усточеннаго конуса равна произведению окружности сред- 
4420 съченя на аповену, ибо ПС есть радусь окружности средняго 
съвченя и2*0С есть длина этой окружности. 

`290а. Объемъ конуса. Все, что было нами сказано 0бъ объем» 
цилиндра, какъь о предвлЪ объемовъ вписанныхь и описанныхъ 
призмъ, примЪнимо и къ объему конуса, который есть обний пре- 
дълъ объемовь вписанныхъ и описанныхъ пирамидъ. Въ самомъ 
дЪлЪ, впишемъ въ данный конусь и опишемъ около него пира- 
миду. Для этого достаточно вписать въ кругъ основаня и описать 
около него по правильному многоугольнику и вершины этихь мно- 
гоугольниковъ соединить съ вершиной конуса. Тогда и получится 
вписанная и описанная пирамиды, имЪюш!я ту же высоту, что и 
конусъ. 

Ясно, что объемъ конуса находится между объемами этихъ 
пирамидъ. Если число сторонъ многоугольниковъ основа, а, слЪ- 
довательно, и число граней пирамиды будетъ увеличиваться, то 
объемъ вписанной пирамиды будеть увеличиваться, а объемъ опи- 
санной—уменьптаться, такъ что оба эти объема будутъ стремиться 
къ общему предЗлу, который и есть объемъ конуса. | 

Теорема. Обземь конуса равенз произведению площади основамя ‘на треть 
высоты. Итакъ, мы знаемъ, что объемъ конуса есть предфль объемовъ 
вписанныхь пирамидъ и описанныхъ, при неограниченномъ уве- 
личен!и числа ея граней. | 
Обозначимъ площадь основатя вписанной пирамиды черезъ 
В., а высоту черезь Н; тогда объемъ ея Г, выразится формулой 


> 
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У, =#В,Н.При неограниченномъ увеличен!и числа сторонъ осно- 
вая пирамиды, площадь основатя будеть стремиться къ предзлу, 
каковой есть площадь круга, высота же будеть величиной постоян- 
ной. Обозначимъ предЪлъ объема пирамиды, т.-е. объемъ конуса 
черезъ Г, предьлъ площади основан1я, т.-е. площадь круга черезъ 
В. Тогда, согласно основному свойству предзловъ, можемъ написать: 
ГР =зВН, 
что и требовалось доказать. 
Если радусъ основан!я равенъ В, то площадь основае!я равна . 
т. Тогда формула, объема т получить такой видъ; 
Г Е :тА?Н. 

291а. Объ’мъ усфченнаго конуса. Ясно послЪ всего вышеизло- 
женнаго, что ‹бъёмъ усЪченнаго конуса есть предълъ объемовъ 
вписанныхь (или описанныхъ) усЪченныхь призмъ, при неограни 
ченномъ увеличен!и числа ихь граней, Поэтому докажемъ ниже- 
слъздующую. теорему. 

Теорема. 0бземь умеченнаго конуса равень суниь обзеновь трель конуеовь, 
интющихь одинаковую высоту в5 усюченныме конусом, а основанля: первый — 
ниоюнее основание устченнаго конуса, второй—вертнее основаще его, и Е — 
среднее пропоршюональное между ними. 

Такь какъ объемъ, о которомъ говорится въ теорем, есть 
какъ выше указано, предфлъ, къ которому стремится объемъ усЪ- 
ченной пирамиды, то формула, выражающая объемъ ‘этого поелЪд- 
няго, дЪйствительна и для объема усЪченнаго конуса. Конечно, 
вь ней надо на мЪето всЪхь перемВнныхь величинъ поставить 
ихь предълы. Мы знаемъ, что объемь усфченной пирамиды (1) 
выражается формулой: 

У; = ЫВЬ, ТИВ», 


гдБН есть высота, а Б, и 0,:, суть площади верхняго и ниж- 
няго основаня. Предълъ, кь которому стремится У‚, есть объемъ 
усБченнаго конуса У, предБломь В: и 6, являются площади кру- 
говъ, которыя можно обозначить черезъь Ви 0. Величина же вы- 
соты Н останется неизм$нной. Такимъ образомъ, ори объема 
ус5ченнаго конуса будеть такова: 


УЗ Н(В+ + ИРЬ. 


Если Ки Ю, суть радусы верхняго и нижняго основан!я ко- 
Нуса, 10. В Аб лота 
У =1Н ЖЗ жЮ, + И тк =В, или 


У = 3 НжК?-+&К,?- =КК,) или, наконець, 
У = з®[ (В*+ В+ ВК). 
т ГЛАВА 
Основныя свойства шара. 


292а. Шаръ. Если мы станемъ вращать полукругъ АСВ (черт. 381) 
вокругъ его д1аметра, то дуга его АСВ будетъ занимать послЪдователь- 
но положешя, обозначенныя на нашемь чертежБ5 пунктиромъ, и 


И, 





‚ когда эта дуга придеть на свое прежнее м%Ъсто, въ пространств® 


образуется н%зкоторое тЪло, которое называется шаромь (черт. 3882). 
Такимъ образомъ, ар есть 3140, образуемое вращенемь полукруга вокруг 
св0его бзаметра. Шаръ называется также сферой, а поверхность шара— 


- 400060, или сферической зоюверхностью. 


Можно сказать, такимъ образомъ, что шаровая, или сфериче- 
ская поверхность есть поверхность, образуемая вращевемъ полу- 
экружности вокругь даметра ея. 

Такъ какь вс точки полуокружности (какъ и окружности) 
равно, отстоять отъ центра, то, слВдовательно, и всЪ точки щэаро- 
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Черт. 381. Чер1. зе 


вой поверхности, которая есть не что иное, какъ безконечное ко- 
личество полуокружностей одного и того же даметра, также равно 
отстоять оть центра полуокружности, вращен1емъ которой образо- 
валась шаровая поверхность. 

Значитъ, всВ точки шаровой поверхности равно удалены отъ 
центра шара, при чемъ прямая, соединяющая центръ шара съ ка- 
кой-либо точкой поверхности, есть 140%, прямая же, соединяющая 
двЪ точки шаровой поверхности и проходящая при томъ черезъ 
центръ, есть даметрь шара. Такъ, прямыя ОА, ОЕ, ОС суть радусы 
(черт. 383) шара, а прямая АВ есть даметръ его. 





Черт. 383. | Зерт. 334. 


Изъ всего вышесказаннаго ясно, что: 

1) всв радусы одного и того же шара равны между собой; 

2) даметрь равенъ двумъ рад1усамъ и 

3) шаровая поверхность есть геометрическое мЪсто точекъ, 
одинаково удаленныхь оть одной и той же точки, называемой 
чентромъ. 

293а. Теорема. Всякое сечене шара плоскостью есть круз. При доказатель- 
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ствВ этой теоремы слздуетъ разсмотрЪть два случая: когда сЪче- 
Не проходить черезъ центръ шара и когда сВчене не проходить 
черезъ центръ шара. 

Если сФкущая плоскость ВА (черт. 384) проходитъ черезъ 
центръ шара О, то ясно, что всЪ точки лии пересЪчен!я, которая 
проходитъ по шаровой поверхности, лежа на ней, равно отстоять 
отъ этого центра. Сл$довательно, лин!я пересЪчен1я АВ есть окруж:- 
ность, и, слвдовательно, плоскость этого сЪчевия есть кругъ. 

Теперь разсмотримъ второй случай, т.-е. когда сВкущая плос- 
кость проходить не черезъ цевтръ шара. Проведя такую сВкущую 
плоскость СО, мы опустимъ на нее изъ центра О перпендикуляръ 
ОН (черт. 384). 

Для того, чтобы убЪдиться, что ливня пересвченя СЛ есть 
окружность, возьмемъ на ней какую либо точку М и соединимъ 
съ центромъ О и точкой №. Такъ какъ по построеню прямая (№ 
есть перпендикуляръ къ плоскости ОШ и, слЪдовательно, ко всякой. 
прямой №ММ на ней, то треугольникьъ ОММ есть прямоугольный 
при точкз М. Такъ какъ ОМ есть гипотенуза, то можно напи- 
сать, что 

ОМ? = ММ*-- ОМ, откуда 


ММ = и ОМ*—М М>. Если бы взяли какую либо другую точку 
на лини пересЪченя СЛ, напр., точку Е, то убЪдились бы также, 
что разстояе этой точки оть точки М, т.-е. ЕМ также равна 
У0М?— Мм. | 

Такъ какъ, какую бы точку на лии пересВченя мы ви взяли 
длины ОМ и ММ не измЪняются, то, слЪдовательно, разстояше 
всякой точки лиши пересЪчен1я отъ точки № есть величина по- 
стоянная. А это означаетъ, что лин!я пересВчен!я есть окружность, 
что и требовалось доказать. 


234а. Сльдетв!я. Если въ предыдущей теорем назвать радусъь 
шара ОМ черезъ В, рад1усъ круга съченя черезъ ”, а разетояше 
(перпендикуляръ ОН) съчешя отъ центра черезъ 4, ТО можно напи- 
сать такое равенство: 


=И—® 


Разсматривая эту формулу, мы видимъ, что г будетъ т%мъ больше 


чЪмъ меньше будеть 4, такъ какъ тогда увеличится разность. 
Е? — а. Наибольшая же величина и будеть 4 = о; именно тогда 


=УИ— о; Т.-е. х = В. 
Наоборотъ, при 4 = В, величина г= о. Все это можно выра- 
зить такими положенями: 


1) Радусь сЪченя будетъ тЪмъ больше, чВмъ сЪчене ближе 
находится къ центру шара и наоборотъ. 

2) Если разстоян1е сЪченя отъ центра равно нулю, то сЪче- 
н1е проходить черезъ центръ шара, и, _ВНачить, радтусъ шара ра- 
венъ рад!усу сЪчения. 

3) Если разстоян!е сфчен1я отъ центра шара равно рад1усу шара, 
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то это означаетъ, что радгусъ сВчен!я равенъ нулю, т.-е. кругъ с3- 
чен1я обращается въ точку. 

Изъ всЪхъ этихъ положен ясно, что сЪченя, равно отстоя- 
пя отъ центра шара, равны, а изъ двухъ неравныхъ очен то 
больше, которое ближе къ центру шара. 

295а. Больше круги и ихъ свойства. Кругъ, образованный сьче 
немъ, проходящимъ черезъ центръ шара, называется болышимь кту- 
гомё, въ отличе оть прочихъ круговъ въ шар, называемыхъ лалыли. 
Не трудно убЪдиться въ нижеслздующихъ свойствахъ большихъ 
кругозъ а именно. 

1) Большие круги взаимно бълятся пополамь. Въ самомъ дфл%, если 
въ шарЪ проведены, напр., два большихъ круга, то они, имЪя 
обспий центръ, должны имЪть ливей пересЪчен1я дламетръ шара. 
Этоть даметръ будетъ въ то же время и д1аметромъ каждаго изъ 
круговъ, и, сл довательно, эти болыше круги будутъ дЪлиться при 
этомъ пополамъ. 

2) Вся болышой кругь делить шаръ и его поверхность пополам, въ 
чемъ можно убЪдиться, вложивъ одну часть въ другую. При та- 
комъ вложенши всЪ точки одной части шара (полушария) совмВстятся 
съ другой, ибо и тв и друпя одинаково удалены отъ центра боль 
шого круга, который разсзкаеть шаръ на дв части. 


3) Через деф точки, взятыя на поверхности шара, можно провести окруж- 
ность большого круга и при том только одну, если эти точки не являются 
концами даметра ара. ДвЪ точки на поверхности шара и точка центра, 
черезъ которую большой кругъь долженъ проходить, даютъ три 
точки, черезъ которыя, какъ известно, можно провести только одну 
окружность. Если же точки лежатъ на концахъ даметра, то третья 
точка центра будетъ лежать съ ними на одной прямой и поэтому 
черезъ так]я двЪ точки можно провести безконечное чиело окруж- 
ностей- (обтщй д1аметръ). 
Таковы важнфйпИя свойства большихъ круговъ. 


29ба. Теорема. Ёратчайшее разстоянле между двумя почками на повераностих 
шара есть дуга большщаго круга, соединяющая эти точки. Пусть даны на по- 
верхности н%котораго шара двЪ точки А и В (черт. 385), между 
которыми проведена дуга большаго круга. Докажемъ, что эта дуга 
есть кратчайшее разстояве между этими двумя точками, т.-е что 
она короче всякой другой лиши, проведенной на шаровой поверх- 
ности между этими же точками, напр., лини п. Для этого посту- 
паемъ такъ. Взявъ на лини и произвольную точку С, соединяемъ 
зе дугами большаго круга съ точками А и В, и, кром% того, точки 
С, АиВ соединяемъ съ центромъ 0. Тогда получаемъ трехгранный 
уголъ, вершина котораго есть 0, а ребра суть: ОС, ОА и ОВ. 


Такъ какъ дуги, стягиваюцщйя плоск1е углы этого трехграннаго 
угла, суть дуги большаго круга одного и того же шара, то можно 
сказать, что эти плоске углы измЪфряются дугами АВ, АС и ВС. 
Изъ предыдущаго мы знаемъ, что каждый плосвй уголъ трехгран- 

наго угла меньше суммы двухъ другихь плоскихъ угловъ. 
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Поэтому надо сказать, что . 
АОВ < АОС —- С0ОВ 
или дуга АВ меньше суммы дугъ 40 и СВ. 

Взявъ на лини п какую либо другую точку О и проведя че- 
резъ дв сосфдн!я точки С и А дуги большаго круга, мы можемъ 
точно также доказать, что дуга АС меньше этихъ двухь новыхъ 
дугъь (которыя на чертежЪ не указани). Также проведя черезъ 
точку Е и ей сосвдия точки С и В дуги большаго круга, мы убЪ- 
димея, что дуга СВ меньше суммы этихь двухъ дугь. Итакъ, мы 
получили, что 

АВ < АС-- ОВ, причемъ Аб < АР+ ПС и ОВ< СЕ+ ЕВ, 

т. е. АВ<х4С- ОВ < АШ + РО+ СЕ ЕВ. 

Продолжая наши разсужденя и дальше въ такомъ направле- 
и, мы видимъ, что и можно разсматривать, какъ предЪлъ линш, 





Черт. 385. _ Черт. 386. 


составленной изъ дугъ большаго круга. При этомъ дуга большаго 
круга АБ, или т остается постоянно меньше суммы дугъ большаго 
круга, поэтому т‘ и подавно меньше лийи м, проведенной на 
плоскости шара между точками А и В. 

297а. Насательная плоскость. Если плоскость имЪеть съ шаромъ 
только одну общую точку, то говорятъ, что эта плоскость-—хаеителеная: 
х шару. Общая точка плоскости и шара называется въ такомъ случаЪ 
точкой касомя. Что дЪиствительно возможно такое взаимное положе- 
не плоскости и шара, когда плоскость только касается шара 
(имзетъ съ нимъ одну общую точку), показываетъ я 
щая теорема. 

Теорема. Всякая плоскость, перпендикулярная къ радиеу шара в кони 
620 ча повертности шара, есть касательная. 

Пусть нЪкоторая плоскость Р имЗетъ общую точку М (черт. 
386) съ шаровой поверхностью, при чемъ эта точка М лежитъ въ 
конц радуса ОМ. Докажемъ, что въ такомъ случаВ плоскость Р 
есть касательная къ шару, т.-е., что она не иметь болЪе ни одной 
точки, общей съ шаромъ. Въ самомъ дЪлЪ, взявъ какую-либо дру- 
гую точку № на плоскости, мы убЪждаемся, что разстояе ОМ ея 
оть центра О боле ОМ. ДЪйствительно, ОМ и ОМ суть перпен- 
дикуляръ и наклонная къ одной плоскости изъ одной и. той же. 
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точки О, а перпендикуляръ короче всякой наклонной. Если же 
ОМ> ОМ, т.-е. это значитъ, что № не лежить на шаровой поверх-. 
ности, а внЪ ея. 

Итакъ, у плоскости Р есть только одна точка, общая съ ша- 
ровой поверхностью, что и требовалось доказать. 

Обратная теорема. Веяхая тлосхость, касательная к5 шару, пертендику- 
иярна ко радуеу, проведенному в точку касаня. Всякая иная точка, по- 
мимо точки касанйя, отстоитъ отъ центра на разстояи большемъ. 
ч5мъ радусъ. Поэтому можно. сказать, что рад1усъ есть кратчай- 
шее разстояе между центромъ и плоскостью. Кратчайшее. раз- 
стоян!е между точкой и плоскостью есть перпендикуляръ, опущен- 
ный изъ точки на плоскость. СлЪдовательно, радусь перпендику- 
ляренъ къ этой плоскости. 


ГЛАВА ХГУ. 
Поверхность шара. 


298а. ОпредЪлен!я. Поверхность шара есть поверхность кривая; 
она не можеть быть точно выражена при помощи квадрат- 
ныхь единиць. Поэтому необходимо условиться, что мы будемъ 
понимать подъ величиной шаровой поверхности. ВепомнивЪъ, что 
было нами сказано о поверхностяхъ цилиндра и конуса, нетрудно 
понять, 40 величиной шаровой поверхности, образуемой вращенень полуокруж- 
‚ ности, вокруго баметра, должно считать требьль, ко которому стрелииися по-- 
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Черт. 887. Черт. 388. Черт. 389. 


вертноеть, образуемая вращенемь вокругь того же Фаметра правильной ломан- 
ной лини, виканной в5 эту полуокружность когда число ея сторонь неограниченн 
удваивается. Такъ’ шаровая поверхность, образуемая вращешемъ 
полуокружности АВ воЁругь д1аметра (черт. 387), есть предзлъ, 
къ ксторому стремится поверхность, образуемая вращешемъ ломан- 
ной лиши АЕРСРЕБ вокругъ того же д1аметра, если число сторонъ 
этой ломанной неограниченно увеличивается. 

Если пересВчь шарЪ двумя параллельными сзчешями, то 
часть шаровой поверзности, заключенная между окружностями 
сЪченш, называется щ@р0вымз зоясом. или зоной, а окружности с%че- 
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Н1Й— основамями, а разстояе между сВкущими плоскостями— 6ы60т0й 
1ар0вого пояса. Такъ часть поверхности шара между сЪченями АС 
и ВЛ (черт. 388) есть шаровой поясъ, сЪчешя АС и ВШ суть 0с- 
нован!я пояса, а перпендикуляръ ОО,— высота его. 

Часть же шаровой поверхности, отсЪкаемая одной какой-либо 
плоскостью, называется. сеенентиой поверхностью, окружность с%ченя 
есть ея основаше, а часть радлуса оть сЪчен1я до конца на поверх- 
ности шара есть ея высота. Такъ часть АМС есть сегментная поверх- 
ность, сВчен1е АС—ея основане, а отрфзокъ О,М-—ея высота. 

Нетрудно видЪть, что если паровая поверхность есть поверх- 
ность вращеня полуокружности, то шаровой поясъ есть поверх- 
ность вращеюшя дуги АБ, а сегментная поверхность — поверхность 
вращен1я дуги ЛА вокругъ даметра ММ... 

_ Чтобы опредвлить поверхность шара и его частей, слЪдуетъ 
прежде всего ‘указать вспомогательную теорему (лемму), которая 
даеть возможность вычислить вс3 эти поверхности. 

293а. Лемма. Боковая поверхномть каждаго изъ тиъль: конуса, усточеннаго 
конуса и цилиндра тавна произведеню высоты тьла на длину окружности, та- 
баусь которой есть пермендикуиярь. возставленый изо середины образующей тела 
90 перескченя ея с5 осью тмьла. < 

Итакъ, намъ предстоить доказать, собственно говоря, три теоремы: 

1. Пусть имфемъ конусъ, который образуется вращешемъ 
прямоугольнаго треугольника АВС вокругъ его катета АС (черт. 889) 

Значить, у этого конуса АВ есть образующая, а АС ось. 

Если мы теперь возставимъ изъ середины О образующей АВ 
пернендикуляръ ВО до пересЪчен1я его въ точк® Е съ продолже- : 
немъ оси 20, то Е) и будетъ радусъ той окружности, о которой 
говорится въ теоремЪ. Согласно теорем нужно доказать, чте 

боков. пов. конуса =2*«ЕДО. АС, 
гдЪ АС высота конуса. Разсматривая треугольники АВО и АЛЕ, 
мы видимъ, что они подобны, ибо оба они прямоугольные и имЗють 
кром3 того, одинъ обпий уголь А. Изъ подобя же ихъ, между 
прочимъ, слфдуеть: 

ВС:ЕР = АС: АБ, откуда по извЪетному свойству пропорщй _ 
пишемъ: 

ВС. АР = ЕШ. АС. 

ЗамЪтивъ это, напишемъ обыкновенную формулу боковой по- 
верхности конуса. Согласно общей формулз, боковая поверхность 
конуса, образованнаго вращенемъ треугольника АСВ, равна 


.22ВС. АВ, т.-е. половинЪ произведеня окружности оэнован1я 


на апоеему. Но > тер: ав = «Во => =,2=ВС.АП, такъ какъ О 


`’ есть середина В Итакь 
боков. пов. конуса = 2=ВО. АБ. 
Однако, какъ мы видимъ, ВС. АР = ЕР .АС. Поэтому можно 


написать, что 


< Е 


бок. повер. конуса —=3*ЕР. АС, 
что и требовалось доказать. 
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П. Пусть имЪемъ усЪченный конусъ, ‘который образованъ 
вращешемъ прямоугольной трапещи АВС (чер. 390) вокругъ сто- 
роны АР. ЗдЪсь образующей будетъ сторона ВС, а осью сторона 
АЛ. Поэтому прямой, соединяющей средину образующей съ про- 


Е. должешемъ оси, будеть ‚прямая ЕМ. По теорем нужно дока- 


= 


А Аа ААА ВА == 
® 


зать, что 
бок. пов. усВчен. конуса =2*ЕМ . Ар, 
такъ какъ ЕМ есть тотъ ращусъ, о которомъ О ВЪ теоремЪ, а, 
А) —зысота усЗченнаго конуса. 
Для доказательства приведемъ изъ точки В вспомогательныя 


‘прямыя: ВМ, перпендикулярную къ ПС, и прямую ЕЁ, параллель- 


ную ОС. Сравнивая затЪмъ между собой прямоугольные треуголь- 
ники МЕЕ и М№БС, мы видимъ, что они подобны, такъ какъ сто- 
роны одного соотвЗтетвенно перпендикулярны сторонамъ другого. 
Изъ подоб1я же ихъ, между прочимъ, слВдуетъ: 
ЕЕ : ВМ = ЕМ: ВС, откуда 

ВР..ВС`= ВМ .ЁВМ. 

По общей формулЪ боковая поверхность даннаго усЪченнаго 
конуса = 2^ЁЁЕ . БС, гдВ ЕЕ средняя лин1я трапещи АВС, а ВОо— 


] 
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образующая. Но выше мы видфли, что ЕЁР.ВС = ВМ.ЕМ. 
Значитъ боков. пов. усЗчен.. кон. = 2*ВМ .ЕМ. 

Подставивъ, наконецъ, въ это посл днее равенство на м3Ъсто 
ВМ равное ему 40), мы получимъ окончательно, что 

бок. пов. усзчен. кон. = 2*ЕМ . АР, 

что и требовалось доказать. 

Ш. Наконецъ, докажемъ эту теорему относительно цилиндра. 
Пусть, имъемъ цилиндръ, который образованъ вращешемъ прямо- 
угольника” АБСЛ (черт. 391). Перпендикуляромъ, возстановленнымъ 


_ изъ средины образующей ПО, будетъ прямая. ММ. Ея пересЪ чене 


съ осью ВА произойдетъ, само собой разумЗется, въ Си этой 
оси, въ точкВ М. Итакъ придется доказать, что 
бок. поверхность цилиндра = 2=ММ. Ср. 
Но это очевидно, такъ какь ММ = А, а по общей формулЪ 
бок. пов. цил- = 2*АО.Ср. - | 
300а. Теорема. Поверуность шарового пояса, а также сегментная поверхность 


_ равна произведению окружности большого круга на воту. За величину по- 
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верхности шарового пояса, или сегментной поверхности, подобно 
шаровой поверхности, надо принимать предзлъ, къ которому стре- 
мится поверхность, образуемая вращенемъ ломанной лиШи, впи- 
санной въ дугу, вращешемъ коей образуется шаровой поясъ, во- 
кругъ того же д1аметра, если число сторонъ ломанной лини неогра- 
ниченно увеличивается. Пусть надо вычислить поверхность шарового 
пояса, образованнаго вращешемъ дуги СЁ (черт. 392). Вписавъ въ 
эту дугу правильную ломанную линю СРЕЕ, мы будемъ имЪть въ 
виду, что поверхность, образуемая дугой СЕ, есть предзлъ. къ ко- 
торому стремится поверхность, образуемая ломанной лишей ОРЕЁ 
при неограниченномъ увеличен!и числа ея сторонъ. Разсмотримъ 
ноэтому, какая поверхность образуется отъ вращен!я ломанной 
АСРЕР вокругъ д1аметра АВ. Эта поверхность состоитъь изъ по- 
верхности, образуемой стороной СО, поверхности, образуемой сто- 
роной РЁ, и поверхности, образуемой стороной ЕР. Если мы про- 
ведемъ вспомогательныя прямыя СС., ОГ, ЕЕ, и ЕЕ, перпендику- 
лярныя къ АБ, то намъ ясно станетъ, что поверхность, образуемая 
стороной СП, равно какъ и стороной ЕЁ, суть боковыя поверхности 
усзченныхъ конусовъ. Точно также поверхность, образуемая сто- 
роной ОЕ, есть боковая поверхность цилиндра. 

Поэтому, возставивъ изъ середины этихъ сторонъ перпенди- 
куляры а до пересЪчен1я съ осью АВ въ точкЪ 0, мы можемъ вос- 
пользоваться доказанной нами выше леммой. Замзтимъ только, что 
нерпендикуляры а суть не что иное какъ аповемы ломанной лини. 
Итакъ, согласно леммЪ 
иоверх. СД = 2та.С\0., ибо С.П, есть высота усЪченной пирамиды 
поверх. ДЕ = 2та.ПЁ& и ы 
цоверх. ЕЁ.= 2ка. ЕЁ. 

Сложивъ эти равенства почленно, получимъ: о 


поверх. СРЕЕ — 2ла (СО: -- О: Е\ —- ЕЕ) —= Па С.Е1. 


Теперь предположимъ, что число сторонъ ломанной лин!и не- 
ограниченно удваивается. Тогда апоеема этой ломанной будетъ 
стремиться къ предзлу, который есть радусъ шара. 

Такъ какъ при всЪхъ посл$довательныхъ измзненяхъ пере- 
мЪнныхъ величинъ боковая поверх.=2та. С\Ё., то, слЗдовательно, 
равенство не нарушится, если на м$Ъсто перем$нныхъ поставить 
ихъ предзлы. Поэтому | 

предЪлъ поверх. СРЕЕ = «В .С.Е,, или, такъ какъ предЪлъ. 
поверх. СДЕЕ есть, какъ было указано, поверхность, образуемая 
дугой СР, а С:Е, есть ея высота, ола обыкновенно обозначаютъ 
буквой Н, то 

поверх. шарового пояса = "АН. 
Но 2«В есть окружность большаго круга; значитъ, теорема доказана. 

Ясно, что эта, теорема примЗнима и къ сегментной поверхности. 
Вздь сегментная поверхность есть частный случай шарового пояса, 
когда одна изъ параллельныхъ касательная къ шару. Поэтому, 
сегментная поверх.=2=В.Н. ВЗ этомъ впрочемъ можно убЪфдиться 


— 
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вписавъ, напр., въ дугу сегмента АР ломанную правильную АСР 
и разсуждая подобно предыдущему. 

ЗО 1а. Теорема. Поверхность шара равна четырем площадям даннаго круга. 
| Посл всего сказаннаго эту теорему доказать очень легко. Въ са- 
момъ дълъ вздь поверхность шара можно разсматривать, какъ ша- 
ровой поясъ, высота котораго равна д!аметру, т.-е. 28. Поэтому, 
примЪнивъ къ этому шаровому поясу формулу: поверх. шаров. 
пояса = 2«АН, при чемъ Н = 2*В, мы получаемь такую формулу/ 
для поверхности шара: | 
поверх. шара 2=В. 28 = 4=В?, что и требовалось доказать. 

Сльдствя. Обозначивъ поверхность шара и 5, а маметръ 
его черезъь 0, мы можемъ сказать что: | 

1) Повертность шара в® зависимостиь от его баметра выражается $од- 


шой: 8 ==к[?, что о изъ формулы 8 = 4кВ? или такъ какъ 
В, 08 = «(2 = ак = =О? и. 

2) Поверхности шаровь относятся, какь квадраты ихь рад1усовь или 
Фаметровь. ДЪйствительно, обозначивъ черсзъ $ и $, ‘поверхности 
черезъь Ри ВЮ, ры и черезъ р и р, даметры двухъ окружностей, 
получаемъ: 

$ = 4 жи 5, =4тР,?, откуда 
ото: = АР: 4 тю. = Ю?: Р.; Точно также 
$ :5, =4Ю?:4Ю,:* = (2Ю)?: (2Ю,)? =О?: 0,2, 
ГЛАВА ХУ. | 
Объемъ шара. | | 

ОпредБленя. Для того, чтобы вычислить об емъ шара, нужно 
предварительно умЪть вычислять объемъ его частей. Поэтому раз- 
смотримъ эти части шара. . | 
| Прежде всего замЪтимъ, что часть шара, заключенная между 
параллельными плоскостями, называется шаровымь слоемь. (Боковая 
поверхность этого слоя есть то, что мы выше назвали шаровымъ 
поясомь). Такова часть АСВО’( черт. 388), заключенная между 
плоскостями АС и ВО, называемыми и здЪсь основанйями “шаро- 
`°вого слоя. ОтрЪзокь же 0:О есть высота слоя. 

Часть шара СМА, отсБченная плоскостью СА, называется ша- 
ровымь сегментомь (черт. 388), кругъ сБчен!я АС—его основатемь, а 
О, ЛА—высотой. 
| БолБе сложно понят!е о шаровомь сектор. Шаровой секторъ есть 
поло, образованное вращещемь кругового сектора вокругь О1аметра, не 
пересокающаго его поверхности, такъ шаровой секторъ образуется враще- 
нтемъ кругового сектора ВОМ (черт. 393) вокругъ д1аметра АР или вра- 
щенемь кругового сектора АОВ вокругь того же д!1аметра АР. Въ 
посл5днемь случаЪ ось вращен1я совпадаеть съ радусомь круго- 
‚ вого сектора (частный случай сектора). Шаровой секторъ, образо- 
ванный вращеншемъ сектора ОВМ, есть. тЪло, ограниченное поверх- 
ностью конуса СОВ, конуса МОМ и поверхностью шарового пояса 
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(отъ вращен1я БМ), называемой въ данномъ случа основамемь ша- 
р0вого сектора. Шаровой секторъ, образованный вращенемъ круго- 
вого сектора АОВ есть тЪло, состоящее изъ конуса СОВ и шаро- 
вого сегмента САБ. Въ основ вычислея объема, шара и +его час- 
тей лежить слздующая лемма. 

302а. Лемма. Объвмз тиола, получаемаго оть вращеня треугольника р вокруг 
оси, лекащей во плоскости треугольника и проходящей черезь одну изъ его вершина, 
но не пересокающей его поверхности, равень произведению поверхности, образуемой 
вращенемь противоположной этой зершинь стороны на одну треть высотв 
опущенной на. эту сторону. При доказательствЪ этой теоремы возможны 
три случая. 

1. Ось вращешя, проходя черезъ вершину, совпадаетъ съ одной 
стороной треугольника Итакъ, пусть нзкоторый треугольникъ АВО. 
вращается воскругъ оси ММ (черт. 394), проходящей черезъ вер- 
шину А и совпадающей со стороной его АС. Вематриваясь въ чер- 
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Чей 398. Черт, 394. Чел. 395. 
тежъ, мы видимъ, что тъло, образованное въ этомъ случаз вра- 
шеонемъ треугольника, состоитъ изъ двухъ конусовъ, которые обра- 
зуются вращешемъ прямоугольныхъ треугольниковь АВР и СВО. 
Р'лтусъ основав1я этихъ конусовъ равенъ ВП, высота одного А), а 
другого ОО: Поэтому пишемъ: 
об. АВО = зтВР}. АР +=. рб = т <В1? (АР + Б0) = 

= ^8В1 АС. 

Опустивъ изъ точки А высоту АЁ на сторону ВС, МЫ ВИДИМЪ, 

что В) .АС = АВ. ВО, такъ какъ каждое изъ этихъ произведен!й 
выражаетъ двойную площадь треугольника АБС. Поэтому, замЪъняя 


одно произведен1е другимъ, находимЪ, что 
об. АВС — =сВЬ. АЕ _ВС-—«ВО Ве. 


Такъ какъ ВП есть радуеъ основашя конуса, а ВС его обра- 
зующая, то ВД. ВС. есть выражене боковой поверхности конуса, 
образуемаго вращенемъ СВО. Значить, | : 


| АЕ 
06. АБС = (пов. ВО) —— | 
Такъ какъ ВС есть сторона, противоположная вершинЪ 4, & 
АЕ есть перпендикуляръ, опущенный на эту сторону, то теорема 
доказана. — | 
Н. Ось вращен!я не совпадетъь ни съ одной стороной и не. 
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Е и, слЪдовательно, проходить только через, одну 
вершину. 

Пусть, напр. треугольникъ АВС вращается вокругъь оси ММ, 
` проходящей черезъ вершину его А, но не совпадающей съ 40 и 
не параллельной ВС (черт. 395). ети, что стороной, противо- 
 положной вершин А, будетъь ВС, а АЕ есть высота, опущенная 


° на эту. сторону. 


К 
< 


- 


‚что доказанному, 


—* 


Продолживъ сторону ВС до пересЪчен1я ея съ осью ММ въ 
точкЪ О, мы видимъ, что объемъ тЪла, получаемаго оть враще- 
ня треугольника АВС, есть разность объемовъ тЪлъ, образован- 
_ныхь вращешемъ треугольниковъ АВЛ и АСР. Но, согласно только 


ое (м ВИ. АЕ а об. АОР = (пов. СП). дв 
$ Поэтому. 
3 —_ 





об. АВС = (пов. ВР). ое тов. ОО) — — (нов. ВО — пов. 


` ст) —_ Но пов. ВО — пов. СЛ = пов. ВС. мн 


р. 
5 я 
| 

| 


06. АВС == (пов. БО) — о 


‘что и требовалось доказать. 


| Ш. Ось проходить черезъ одну вершину и параллельна. сто- 
| ров, противоположной этой вершинЪ. Если треугольникь АВО 


° вращается вокругъ оси ММ такъ, что вершина А лежить на оси, 





Черт. 396. | Черт. 397. 


_ а сторона ВО параллельна этой оси (черт. 396), то объемъ тзла, полу- 
° чаемаго отъ вращешя АВС, будеть равёнъ объему цилиндра, полу-. 
. чаемаго отъ вращеня прямоугольника ОВСЕ, безъ объемовъ ко- 
|. Оь, получаемыхь оть вращешя треугольниковъ АРО и РАВ. 


к 


Г 


< 


.  Объемъ цилиндра = «АЕ. ВС, 
об. кон. АЕО =*тОЕ?. АР=1тАЕ?. АР, т. к. СЕ=АЕ. 
об. кон. РАВ = т РА = ЗА? РА, т. к. О79В=АЕ 
_ Поэтому 
_ объемъ АВС =тАЕ*. ВС — 1 АЕ АЕ—зтАЕ?. ПА = <АЕ(ВО-— 


а — $04) - АР (ВО — (АРА) = А. (вС—} ВО), 1-е. 


-= 


о 





объемъ АВС =т. АЕ?.3 ВО = Эт. АЕ?. йе что можно предста- 


вить еще и въ такомъ видЪ: 
Е 06. АВС =2т.АЕ.В 


Разсматривая правую часть а. равенства, МЫ ВИДИМЪ, 
что 2*АЁ.БВС есть величина боковой поверхности цилиндра, кото- 
рая образуется вращешемъ стороны ВС. 

Сл довательно, 


0б. АБС = (пов. ВС) не. теорема доказана. 


303а. Теорема. 0бъемь шарового сектора, равень произведению поверхности 1ца- 
р0вого зояса, слуожащаго ему основанеме, на ‘треть радиуса. Раземотримъ 
тоть случай, когда радусъ кругового сектора не совпадаетъ съ 
осью вращея. Для этого возьмемъ шаровой секторъ, получаемый 
оть вращеня кругового сектора АО. Впишемъ въ эту дугу АБ 
правильную ломанную лиНю АБВСУ, причемъ число оторонъ ло- 
манной можеть быть совершенно произвольно (черт. 397). Если 
станемъ вращать получивиийся многоугольный секторъ, то полу- 
чится нзкоторое тЪзло, причемъ объемъ воЪхъ его составныхъ ча- 
стей мы можемъ, согласно предыдущей леммЪ, легко опредЪлить. 
Въ самомъ дЪлЪ, не трудно видЪть, что объемъ тЪла, получаемый 
оть вращеня ОАБСЬ вокругъ ВЕ, — обозначимъ этоть объемъ че- 
резъ Г, — состоить изъ суммы объемовъ, получаемыхъ отъ вра- 


‘щеня треугольниковь АОБВ, ВОС, СОР вокругъ той же оси. Замз- 


тимъ, что ось вращеня проходить черезь одну изъ вершихъь этихъ 
треугольниковъ, не проходя черезь ихъ поверхность, и намъ ста- 
нетъь ясно, что для опредзленя объемовь этихъ твлъ можно вос- 
пользоваться предыдущей леммой. Согласно же леммЪ: 


об. ' АОВ = (пов. АВ) 5, об. ВОС = (пов. ВС) =, об. СОР =. 


а : 
= (пов. СР) --, причемъ а есть апобема ломанной лини, которая, 


конечно, служить высотой для каждаго изъ этихь треугольниковъ 
(высоты эти на чертеж обозначены пунктиромъ). Такимъ образомъ: 
У, = 06. АОВ -- об. ВОС - об. СОБ, или 


‚= (пов. АВ) -- (пов. ВС) - (шов. СР) = (пов. АВСР) -- 


Зальмъ опишемъ ломанную правильную же ливю, причемъ. 
для удобства сдЪлаемъ это такъ, чтобы стороны объихъ ломанныхъь 
линШ были параллельны. Пусть описанная ломанная ливня есть 
А:Б;:С:1.. 

Оть вращеня сектора ОА,В.С.П, получится тЪло, объемъ ко-_ 
тораго обозначимъ черезъ Г, и которое состоить изъ объемовь 
получаемыхь оть вращен1я треугольниковъ А.ОБ;, В,ОС; и С.0П, 
Поэтому, подобно предыдущему, можно написать: 

о А, ОВ, о. ВОС, - об. т. или 


7; == (пов. 4,В,) = | Й | (пов. В:С,) 2 | (пов. С Е === (пов. А.В, б ра | 


такъ какъ высотами этихъ треугельниковъ, или апоеемой о 
ломзяной лы будеть радуеъ (В), который больше а. 


в. 
Г. 
} 


Е 


| 
| 
"1 


Боск с ВА К оч и, бы 
_ чт, ыы ь ъ 


об дбн ба ея 
р м © 





\ 

а предиоложимт, что стороны вписанной и описанной 
_ ломанныхъь чии неограниченно удваиваются. Ясно, что въ такомъ 
Е оь объемъ У, будеть увеличиваться, а объемъ 7, уменьшаться, | 
причемь поверхности АВСГ и 4,В,С.Р, будуть стремиться къ 
_ общему пред%лу, который есть поверхность шарового пояса, обра- 
зованнаго вращетемъ дуги АП; радусъ В, конечно, не измвнится, 
. апооема а будетъь стремиться также къ предзлу, который есть ВЕ. 
Поэтому можно сказать, чтб 


ь пред. 7, — (пов. Ар) = и пред. ии АР) = ‚ откуда 
пред. Г, = (пов. АГ) —- —= пред. И.. 


Въ только что выведенномъ равенствЪ мы писали пред. т 
пред. Г.. Надо теперь доказать, что обийй предЪъль есть объемъ 
пзарового сектора, который обозначимь черезъ Г. 

Въ самомъ дЪлЪ ясно, что Г>7: и7, > 7 и, наконець, ИУ... 
Изъ трехъ разностей самая большая есть У, —Т,, но и оня, какь 


° мы видЪли, только что стремится къ нулю, ибо Г, и Г, стремятся 
къ общему предЪлу. Значитъ, меньпия разности Г—И, и Г.Р и 


подавно стремятся къ нулю. СлЪдовательно, можно сказать, что Г 
есть ооы предълъ Г, иГ.. Выше мы и что 


пред. И, == (пов. ру 7 Г 
но пред. Г, =7. Поэтому 
У = (пов. АР)=, 


‚ что означаетъ: объенз иарового сектора равен произведению повертности зиаро- 


_ если бы мы взяли такой секторъ, у отораго 


-никовъ, одна сторона которыхь совпадаеть 


равна 2=АН, то формула, выведенная нами 


80г0 ояжа (АО) на треть радика, а это и требовалось о 
Способъ доказательства не измЪняется, | 


радлусъ совпадаеть съ осью вращеня, такь 
какъ предыдущей леммой предусмотр$зны и 
объемы, получаемые отъ вращешя треуголь- 


съ осью вращеня. 
Такъ какъ поверхность шарового пояса 


для объема шарового сектора, нолучаетъь —Та-- 
кой ВИДЪ: 


У акны. а 2 «АЭН. 





Черт. 398. 


304а. Теорема. Объем шара равен произведению его поверхнеети на тоёпи 
рабуса. Такь какъ шаръ можеть быть разбить на н%околько секто- 
ровъ, то, слвдовательно, объемъ шара, можно опредёлить какъ 


‘сумму этихь секторовъ. Такъ объемъ шара состоить изъ эбъемовъ 
 шаровыхъ секторовъ, получаемыхь отъ вращея1я круговыхъ сектс- 


‚ ровъ МОВ, ВОС. и СОМ (черт. 398). —. какъ мы только что доказали, 


0б. шар. сект. МОВ = (пов. МВ) = 0б. шар. сект. ВОС = 


В у 


в. ‚ | В" «* х 3 О , 201 и е3 { А г \ _ ^^ } — ы + и # 
: Ры ДОГ оС Ч Ь 7 =. ие + ми. ; ея “. - / . = 
й . . г 1 » и А +’) ” < _ 
Л . | _ И о - 2 ‚ р 
. 
у 


=. 
_ 


= (пов. ВС) и об. шар. сект. СОМ == (пов. №0). 
Слздовательно, 
объемъ шара = (пов. МВ) — -- (пов. ВС) — -- (пов. СМ) = 


= (пов. МВОМ) =. 


Но поверхность, образуемая вращешемъ полуокружноети 
МВСМ, есть поверхность шара. 


р Е 
Значитъ, об. шара = (поверх. шара) =. 
Такъ какъ поверхность шара: = 4*В?, то 

| 00. шара = 4*А?. — — кВ. 


Следстве. Если объемы двухъ шаровъ суть 7 и 7Т,, ращусы 
В и В, а даметры О и Р,, то У = {я и Г, = «В.3. Откуда Г: 
Г: == 1А* : 18:3 = В: В,3. Точно такъ-же И: Т, = 2: В = 
— 823 : 8213 = (28} : (28,)3 = 13: ПЗ — что означаеть, что объемы 
двухъ шаровъ относятся, какъ кубы ихъ ращусовъ или д1аметровъ. 


й 


Повторительные вопросы и отвъты. 


1) Что называется цилиндромь? Тло, получаемое оть вращеня прямо- 
угольника вокругь одной изъ его сторонъ. 2) Что такое ось, цилинара? Та сто- 
рона его, вокругь которой прямоугольникъ, образующий пилиндрь, вращается. 
3) Езкь называется боковая поверхность цилиндра’ Цилиндрической поверхно- 
стью. 4) Вакь называется прямая, вращенемь коей образуется” цилиндрическая 
поверхность? Образующей. 5) Кавые цилиндры называются прямыми? ТЬ, у ко- 
торыхъ плоскости основанй перпендикулярны къ оси и образующей. 6) Какъ 
можно разсматривать величину боковой поверхности цилиндра? Какъ’ предфль, 
къ которому стремится боковая пове’ хность вписанной (или описанной) призмы 
при `неограниченномъ увеличенти числа ея сторонъ. 7) Чему равна боковая по-. 
верхность цилиндра? Произведенню окружности основаня на высоту. 8) Чему 
равенъ объемъ цилиндра? Произвеленю площади основашя на высоту. 9) Какое 
‘твло образуется оть вращеня прямоугольнаго треугольника вокругЪ одногоизъ 
вго катетовъ? Лонусь. 10) Что вообще называетея конической поверхностью? . 
Поверхность, получаемая оть вращешя прямой, одинъ конець которой ненод- 
виженъ, а другой скользить по какой нибудь кривой. 11) Что называется вы- 
сотой конуса’. Ось его. 12) Что такое усеченный конусь? Часть его, заключенная 
между основанемъ и сБкущей плоскостью. 13) Чему равна боковая поверхность 
гонуса? Произведентю окружности основавя на половину образующей. 14) Чему 
равна боковая поверхность усЪченнаго конуса? Произведен полусуммы окруж- 
ноети обоихъ основанй на образующую. 15) Чему равень объемъ конуса? Про- 
изведеню площади основатя на треть высоты. 16) Изъ какихъ объемовь со- 
ставляется объемъусфченнаго козуса? Изъ объемовь трехь конусовъ, имющихь 
сдинаковую ‘высоту съ усфченнымъ конусомъ, а основания: первый —нижнее осво-_ 
ванте усфченнаго конуса, второй—верхнее его основание, а трет!" —среднее про- 
порщюональное между ними. 17) Какъ называется тёло, образтемое оть вращентя 
полукруга вокругь его дмамегоа? Шаромь или сферой. 18) Что называется цент-. 
ромъ шара?’ Точка, оть которой равно стоять всё точки шаровой поверхности. _ 
19) Что называется большимъ кругомъ? Круть сфчешя шара, проходяший черезъь 
центр» его. 20) Что является кратчайшииь разстоянемъ между двумя точкам” 
на Поверхности шара? Дуга большого круга, соединяющая эти точки. | 


Геометрическй задачникъ, 


Общий стдБлъ. 


442. Въ копусъ, у котораго радтусь основашя = В == 7 дюймамь, а вы- 
сота, = # =6 дюймамъ, вписана пирамида съ квадратнымь основантемъ (ква- 
драть, служапий основашемъ пирамиды, вписанъ въ кругь, служаций основа-_ 
шемъ конуса; вершины конуса и пирамиды совпадають). ОпредЪлить боковую 
поверхность пирамиды. 

Ршене. Боковая поверхность 5 пирамиды ЗАВСЛ == периметру квадрата 


1 
АВСР, умноженному на > апооемы 5.М (чертежь 1). Радлусь круга, опи- 
саннаго около квадрата = В; сльдовательно, сторона квадрата = В У 8, а 





Черт: 2. 


перимтрь квадрата = 4В У 2. Изъ прямоугольнаго треугольника ЗО М имъемъ 
а 
ЯМ = узо ом —\/м+ (=) == \/ ее = Е 


ух Е 








_ =4В И ав ув =271И 23629 =27УТА= 


= 9.7.11 = 154 кв. дюйм. 

443. Основанемъ правильной пирамиды М№АСВ (черт. 2) служить рав- 
ностороннй треугольникъ АСВ, сторона котораго = а. Высота пирамиды 
№0 = 24. На какомь разстояни КО оть основамя АВС нужно провести 
параллельную ему плоскость ДЕЁЕ для того, чтобы площадь получевнаго с3- 
чешя ДЕЕ была равна боковой поверхности усвченной пирамиды АВСРЕЕ? 

Риюшене. Обозначивь площадь правильнаго треугольника АВС черезь В, 


Е АМ, даре ош а 
имфемь: ВБ = ВС. ея а 


183 


Такъ какъ данная пирамида есть правильная, то точка 0 (освован1е вы. 


соты пирамиды) лежить ‘въ центрз треугольника АВС, такъ что ОМ = =. = 
м5 2 
Е = ву 3, слБловательно, №М? = №0? -- ОМ? = 44? + —е = ‚ откуда 


ММ = ау 3. Обозначивь боковую поверхность пирамиды МАВС черезь 5, 
им Бемъ: © =3а. = — 38, т а/з= — УЗ.... (2). Сравнивая уравнене 


(2) съ уравн. (1), мы видимъ, что 5—7. Такь какъ пирамида МОЕЁ по- 


В | 
добна пирамид М№МАСВ, то, обозначивь боковую поверхность р МРЕЕ 
черезъ ©, а площадь ДЕЁЕ черезъь В, будемъ имть: >= В. = т. = 1. 


ь < 1 
Но 5—5, есть боковая поверхность усфченной пирамиды АВОЛЕЕ и, по 





Е В 9 
условлю задачи, равна Б.; слфдовательно, в = 7, откуда р] = И 10- 
х т 
МК? В 7 . №0? 3 | 
тому оз = -В- =. Откуда МК? = — о т. и, слъдовательно, МК = 


м. Их 
=И-; К0=и— МК =а(2— ИТ). 
444. Высота нзкотэрой пирзмиды МАВСО (чертежемь можеть служить 


предыдущий) равной. На какомь разстояни оть илоскости основаня нужно про- 
вести параллельное ей сБчеше ПДЕЕ для того, чтобы объемь отеВченной полной 


пирамиды МДЕЕ составилъ =. объема образовавшейся усЪченной пирамиды 


АВСЬЕЕ? | о 
- Ришене. Обозначимъ объемъ пирамиды МАВС черезь 7, объемь пирз- 
миды МОРЕЕ— черезь Г,, высоту пирамиды МУДРЕЕ — черезъ Х, искомое раз- 
: з Се РА : 
стояше — черезъ у. Имъемь =, ИЛИ а’. =” ‚ По условтю задачи; 
1 т . Е 
ыы 83 р ; 
— — 8; слВдовательно, = 8, или, #3 — 913 =0. этому уравнению, по- 


1 т 
лагая у 9 = т, даемъ видъ: #3 — 11313 — 0. или (®—т1) (1? -- тд + т?) =0 











— 





Черт. 4, Черт. 5. 


Отсюда заключаемъ, что (1)....№— т = 0; (2)....1№2-- тва - т? = 0. 
Корни уравнешя (2) мнимы; изъ уравнения же (1) находимъ: = 


о 


и, слБдовательно, у=й— = (1 — У) 
] 9 


445. СБчеше цилиндра плоскостью, проходящею черезь его высоту, пред- 
ставляеть квадрать, сторона котораго =. Въ нижнее основаше цилиндра впл- 
санъ квалрать, служаций основашемъ правильной пирамиды, вершина которой _ 
дежить на верхнемъ основавти цилиндра. Опредфлить полную поверхность пи- 
‚ рамиды. | 
Рющене. Полная поверхность $ пирамиды ЗАМРЕ (чертежь 3) равен» 


184 
1 Е Е 
ъР.БЕ -- площадь квадрата, служащаго основашемь пирамиды, гдз р есть 


периметрь того же квадрата. По услевю задачи, радусъ основашя цилиндра 
О, : 
есть >-; слЪдовательно, сторона квадрата. вписаннаго въ основане цилиндра, = 


== а. р=4. Из = И 2; плошадь квадрата = и ( У 2) = 


24? а“ 
=-р“==-5-. Теперь остается опредвлить апооему пирамиды ©; для эзего 
опредзлимъ сначала линшю ОТ. Изъ р - АОТ, имЗемъ: ОГ? = А0? — 
АР =; ‚ откуда ОГ, = УИ = . Лишя 9Г, = = $0 01#= 
в г. в За р 
=У += ВИ Итакь 9 =5.24 У2.- И и = 
И — бий | 


446. ы основане цилиндра вписанъ равносторонний треугольникъ, служащий 
основашемь правильной трехгранной пирамиды, ‚вершина которой находится въ 
центр» верхняго основанзя цилиндра. Боковая поверхность цилинлра равна 
1505 квадр. дюйм., а дагональ -свченая. проходящаго черезь ось цилиндра, 


равна 10 дюймамъ. Опредзлить объемъ а пирамиды. (П т при- 


ближене до 0,1). 

`_ - Римиене. Обозначимь радтусь основаная цилиндра черезъ 1, а высоту его 
черезь Н. Изъ прямоугольнаго треугольника АСД (чертежь 4) имБемъ: СЛ? -- 
+ 42? = 40%; Н?.-- 47 =100....(1). Боковая поверхность 8 цилиндра == 





1 
— 9п1Н: но, по условшю задачи. 5 = 1508; слБдовательно. 22 Н = в : ‚ ИЛИ 
1056. 35.1056. 9.28; БВ = 
та и ас а 555=34... (2). Отсюда = . Замзнля 


въ уравнени (1) Н ‘черезъ -, получимь: (5 -) Ч 442—100—0; = 42— 


1000; 4 Че БУ, би 2 ОБР 60.  Рабртивь 


это биквадратное уравневше, мы получимь: 12 = 


кимъ образомъ, получимъ: 21° = 16; 15° ==9. Отеюда 2, = 4; 4, =3. ие 
вивъ значення 1 въ уравнеше (1), получимъ для Н также 2 значения: На 


и Нэ.=8. Принимая во вниман1е 06% пары р®ьшеюй, получимъ ДлЯ объема 


Т пирамиды 2 значеня. Сторона треугольника, служащаго основан1емь пира- 


| 2 
‘миды, =4У3 (при $ =4) или 3 Е (При-д ==3). Итакь, 3: И 


Уз. 6 = 241/ 3 = 40,8 или Т = ву н и 18 УЗ =30, 6. . 


447. Около шара радуса В и 5) описанъ конусь, высота кото- 
раго вдвое болЪе дламетра шара. Показать, что полная поверхность этого ко- 
нуса вдвое болЪе поверхности шара, а объемъ конуса вдвое болве объема шара. 

Рошен. Полная поверхность В конуса ВАС =<роВ(ОВ- ВС); а 
объемь Г ={.к. ОВ?. ОС. Лишя 0С =4В (00 условию). Остается опредз- 


лить ОВ и ВС. Изь подобя треугольниковь ОВО и ОСМ находимъ ая -= 


90 и ЭВ _ 4В 
ми си: 





Изъ т треугольника ОСМ имъемъ: 


СМ =У 00*—0М? = УЗВ — *=3ВУ 9. Подставляя вмфсто СМ его 

значеше въ предыдущую и. получимъ: О В: В =4В: ЭВ У5, откуда 

РВ =48В.В:3ВУ5, ии, ‚по сокращеню, 2В: Уз = зу ву. 
У2. Уз 2 


= ву? Лишя ВС =У00* + ОВ? = у16 Е + 2? — 182? — 38 у2. 
` Итакь. 9 ==8В И - 2. (ВУЗ +ЗВУ 9) =8кВ?. и. шара = 4*А?. 


25 = / 625—576 ^ м ти 


ПР _ 


А Де, ыЕЬ: 


№1 < 


а аа 


ы НА" 


‚ линдра = 


185 


^ „. 





слЪловательно, поверхность даннаго описаннаго конуса вдвое боле поверхности 
шара (8=В” ; 4=В? ==2). Объемъ конуса даннаго Г = {< (ВУ? Ак Аа. 
Объемъ шара =4 АЗ. Такимъ обтазомь, и объемъ даннаго описаннаго конуса 
вдвое болзе объема шара (3 жЗ:4=Вз = 2). > 

448. Въ цилиндрическй сосудъ, даметрь основамя. котораго ==: @ дюй- 
мамъ, налита вода до высоты й дюймовъ. На какой высотБ будеть находиться 
уровень воды въ сосудЪ, если бросить въ сосудь шаръ, имзющ даметрь ВЪ 
5 дюймовъ и совершенно погружающийся въ воду. 

Рищенае. Если мы въ цилиндръ, наполненный водой до извЪстнаго уровня р. 
бросимъ шаръ, то объемъ, занимаемый водой, очевидно, увеличится. на н%кото-. 
рый. цилиндрь, высоту котораго мы я бозначимъ черезъ х. Объемь И этого ци- 


та. 
-р.2} НО СЪ другой стороны, этоть цилиндрь должень быть равно- 
| 4 Ь \3 
великимъ шару, имЪющему дламетръ 6. Объемъ Г, такого шара = 8 (>) — 
1 - д я у . 
== 16°. Принимая во внимане, что 7 = Т,, мы можемъ написать равенство: 


са? 1 263 
т. = = "5*, откуда д = и Такимъ образомъ, уровень воды повысился па 


__ 
253 | 
высоту 53; Но прежде вода стояла на высот 1; слдовательно, теперь высота 


уровня будеть равняться: в = ы 


449. Сколько квадратныхь футовъ земной поверхности можеть обозрЪть 
воздухоплаватель, поднявшись надъ ней на высоту # футовъ? (Земля разсматри- 
вается здесь, какъ шаръ съ радлусомь вь Е футовъ). 





Черт. 6. | Черт. 1. 


Рилиенще. Вообразимъ, что наблюдатель находится въ точкВ © (чертежъ 6) 
которая служить вершиной обертывающаго конуса ЗАВ. Наблюдатель увидить 
поверхность © шарового сегмента АМВ, который обращень выпуклостью къ 
вершин$` 8 конуса. Поверхность сегмента, по формулВ, =жА .ШОМ. Изь пла 
ниметри извЪстно, что, катеть есть средняя геометрическая между всей гипоте- 
нузой и прилежащимь отр$зкомъ; слфдовательно, 05: В=В: ОП, или 


(В+): В= в: т откуда Ор = те а МО — ОМ — 0 = 





2 
= В — т В: Поверхность 5 шарового сегмента = кВ 
Ву В. 


ВЕ ВН. 
450. Металлический шаръ радлуса В перелить въ конусъ, боковая поверх- 


ность котораго въ м разъ боле площади его основаня. Опредфтить высоту этого 


конуса. 
Рена. Обозначимъ соотв тетвенно черезъь т, № и 1 ращусь, высоту и 


188 г 
` образующую конуса, въ который перзлить шаръ. Очевидно, что шаръ и конус 
равновелики; сл довательно, 4=ВЗ = кий, или 483 =1%.... (1). По услова 
° задачи, боковая поверхность конуса въ % разъ больше площади основантя того 
же конуса; слБдовательно, тир = ики?, или [=”.... (2); такъ какъь Р= 
— 1? | 72, то возводя уравневше (2) въ квадрать и замЪняя [ черезъ й? - 7”, 


получим»: #2 - 7? = 92, откуда 72 = ‚ Подставляя найденное для 7? зна- 


1—1. 
Е 12 из 
чене въ уравнеше (1), получимь; 488 = .й=—, Ши № =41°. 


(и?— 1), откудай = 4 (= =Ву4 (1. 


451. Боковыя грани правильной пирамиды, объемь которой = И =36 
кубич. дюйм., наклонены къ ея квадратному основано подъ угломь въ 45°. 
Пирамида эта пересзчена плоскостью, перпендякулярною къ высотВ и отстоящею 
на треть высоты, считая оть вершины. Опредзлить объемь усЪченнаго конуса, 


основашями кототаго служать круги, изъ которыхъ одинъ описанъ около осно- 
22 
ваня пирамиды, а другой около означевнаго счешя (= = = )- 








Рьшене. Обозначимь сторону квадрата, служаща о основашемь пирамиды 
БАВСО, черезь 22 (черт. 7), тогда АД == 41, ОМ => АР =а. Въ прямо- 
угольномь треугольник8 $ОМ уголь ОМ5 = 450; слдовательно, треугольникъ 
равнобедренный и потому 05 = ОМ =х. Объемь пирамиды Б5АВСО = 
= = и = 422. п = 8; но, по усломю задачи, объемъ пира- = 
58 — У, откуда < = у положивъ — — $ (для 
краткости), получимь х = У $. Изъ стереометрли извФетно, что аа: А) = 
— 0.5: 05, или аа: ЗИУг= 1:3. такь какь, по условю, 0.5 :08 =1:5, 
откуда аа = --. +. Вычислимъ ‘теперь радусы В и г кругов” описанныхь 
около квадратовь АВСШ и афса. Изь планиметрии извЪстНо, это АД = 


=ВИ2=2 Ир и ва=ту/ 8 = — ИЕ, киа В= Ив. г = 


У 2 
ИЕ 


== ге Высота усЪченнаго конуса, объемь У, которзго нахь необходимо. 
ЗИ 2 


опредЪлить, очевидно, == 


милы = Г, слфдовательно 


2 > 00 бе 
2 09 =2 ТГ. Итакь, И, = Сож Е Аи = 


=> и а РА 22 ее т р 

55 ЙЕ. = (2-й +зу я) = 5.1. УЕ. 28 (1+ 
1 РРР 32-е 13 286 286 | 10 

-- +)=9. 74.2 ее. 9 -— т 35-36 =—54 51 
Куб. дм. | а 

452. Оть полукруга, д1аметръ котораго АВ = 2", отр$завъ ‘сегментъ хор 
дою, равною т и параллельною д1аметру АВ. Опредзлить поверх- 7 
ность и объемъ, тёла, полученнаго оть вращеня  оставшейе = 
части полукруга около д1аметра ДВ. “ 

_ Ришене. Поверхность 5 (сферическая) тла, которое, п0- (|, 
пучится оть вращеня около даметра АВ (чертежь 8) фибуры. “| ы | 
ограниченной дугами МА и МВ и прямой ММ, очевидно; = № -к 
поверхности шара радтуса ” безъ поверхности шарового пояса“ > 4 
гого же шара, образованнаго вращешемъь дуги МиМ№ около. ь 
ц1аметра АВ; 5 = 41? —2м'. ММ, но, по условю, ММ =17з Черт, 8. 
слЪдовательно, © == 4п:? — 2к!? = 92. Чтобы получить ис%- 
комую полную поверхность 5:, необходимо къ найденной поверхности $5 прибавить 
боковую поверхность 5. цилиндра, образованнаго вращентемъ лини ММ около АВ; 


о 


=. 
— ` `` 


В. = т. МК ‚ ММ; но МК = ИМО" — ОК И= —- т Е — УЗ; слф- 
довательно, бот. - и З.т= пи? У 3. Итакь, 9. = 5-Е В, = 2 + 


+= УЗ = =? (2+3). 0Объемь Г, который получится оть врэщеня 
_ 10Й же фигуры == объему У, шара безь объема Г, тБла, образованнаго враше- 


. . : с 4 
вемъ кругогого сегмента ММ около даметра АВ; ТГ, = 173, а Г, = 


у 
= = &М № = = п7з; слъдовательно, Х =, — 7. = 58 — ы ттЗ = птз. 
453. Изъ параляельныхь сторонъ трапеши большая = а = 15 дюймамъ, 
% меньшзя = $ =9 дюймамъ; каждая же изъ непараллельныхь ея сторонъ = 
| —6==05 дюймамъ. Трапещя эта вращается около прямой, ° 
проведенной перпендикулярно къ сторон8 а черезъ коненъ. 
этой послЗдней. Опредьлить полную поверхвость поду- 


а = ченнаго тзла вращеня. | 
. Ршене. Полная поверхность © тфла, которое 
А 
р 


получится оть вращеная трапеши АВСЛ около оси ду 
(чертежь 9) составится изъ слЪдующихь поверхностей: 1). 
Черт. 9. Эоковой поверхности ©, усченнато конуса, который по- 
лучится оть вращеня лини АВ около 17; 2) боковой 

поверхности 5. конуса, образованнаго вращенемъ лиши СЛ) около ху; 3) площади 
5з круга, образованнаго вращенемъ лиши 4.) около ху, и 4) разности 9, площадей 
двухъ круговъ, образованныхъ вращенемълити ВЕ иС Е около оси ху. Прежде. ч$мъ. 
приступить къ опредзлентю веЪхъ этихъ поверхностей, вычислимъ линшю СЕ; СЕ== 
=№МР=АМ;АД—ММ=АО—ВС==АМ-+ МО; но АП—ВС=а—Ъ; слдова- 


1ель0о. АМ МО =2СЕ =а— 6, откуда СЕ = м Поверхность 


2 


8; = «(АР + ВЕ) АВ == (АР + ВС-Е СВ) АВК ° с = 








& 


= 5 (За--5) С, - 


[Й 


8 = =0Е.0р=т. ^.в=5 (а— Вс. 


Ва == ПАРЕ 2 











5, = «ВЕ? — «СЕ? = «ВЕ— С"); во ВЕ = ВО СЕ=Ь+ = 
а а=Еь. > а 5\? га—5\ 
вы слфдовательно, = <| ( з ) —_ а ) ] — пав. 


Итакъ, В=о4-НОо- Юз -= ба — - (За —- Ь) [й -— 5 («—6)с | ка -- каб =—. 


Зи п 54 по ) . т 
ы т 5—5 -- па? -- каф = Экас-- та? -Е паб = ка(а- 6-20) = 


= 15 (15 + 9 10) = 510* = 1601,4 кв. дюйм, 


|% 





Геометрический задачникъ. 


Н5которыя задачи, служившя геометрическими темами на 
испытаняхъ зрЪлости. въ учебныхъ округахъ Росси. 


454. Боковая поверхность конуса, равная 428,49 квадр. дюймовъ, будучи 
развернута на плоскости, представляеть круговой секторъ въ 36°. Опредвлить 
объемъ этого конуса. 

Ришене. Пусть образующая конуса. =р а радлусъ основаня ==. Изъ 
услоня видно, что боковая поверхность конуса = площади кругового сектора, 
у котораго рад1усь =. | 

Сльдовательно, можемъ составить два уравневя: 


0 = 428,49; отсюда | = и 


— 
=“ 


с 1 1 уе 
вН== 0} 076048 * = 5=10 


Изъ прямоугольнаго треугольника АВС ' (чертежь 1), вь которомъ АВ = 
==; 540=у =", пыфонь: ВС = ИАВ— АС? 


к 


а 42849 — 42,849 _ и 4242 051 








В, 





ЧЕРТ. 1 


Теперь, зная высоту ВС конуса и радуеь его основашя АС. можемь 
вычислить и его объемъ:. 


г. -- ВС _ 40 349. т 424,051 1 | поел 5051. 


°- ВЫЧиСЛИМЪ —* выражен1е при Е ПЯТИЗНАЧНЫХЪ погариомическахь 
таблиць: Е 


ит. — 10 14.263 4 9424205 доп от ни 
2.712003 


Итакъ, Г, = 524,64 кубич. дюйма. ео и 
инь | в 
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455. Трапецья АВСР (чертежь 2), углы В и С которой—прямые, описана 
около окружности, радиусь В которой = 3 дюймамъ. оная, что сторона АД = 
= 24 ==10 дюйм., опредёлить: 1) боковую поверхность 8. 2) полную поверх- 
ность © ИЗ) объемъ Т усьченнаго конуса, образуемаго вращенемъ трапеши АВС 
около ВС (п = 3.1416). 

Решене. Дя рЪшентя задачи, необходимо знать длину лиай АД, ПС, 
СВ и ВА; но АД, по условю, = 24, а ВС = № =28. Для нахождения 
ДЛИНЫ линй ПС и "АВ мы должны принять во внимане, что касалтельныя, 
проведенныя изь какой-либо точки кь окружноети, равны нежду с0б0й. Отсюла 
имфемъ: ОВ‘ = ВР=В.... @); МС =бР=В.... (2); ВМ=ЬМ.... (3); 
МА=АО.... (4). Е ЛОЖИВЪ равенства 3 и 4, мы получим: ДМ 4+ МА = Е 
= ОМ - 'А0.. (5). Такь какь ОМ - МА =рПА = 44, то равенство 5-0е 
приметь виДЪ: ОМ - 40 =24.... (6). Изъ  прямоугольнаго треугольника 
АБС имфемь; Аб =/ АБ: Тб? = = У 408—482 =2ИУт—В.... (1), 
но 4 = 49 —09 =А0— ПМ; = равенство. 7-06 можно на. 
писать такъ: А0— ОМ =? У &— . (8). Складывая и вычитая т 


нешя 6-06 и 8-0е, мы получимъ: 40 =а ы = В2, и ОМ =в— У а? — 
Теперь т „айвы значеня для ОДС и АВ; р МСО = Е- — 
— У @&— 22; АВ = ВО + 409 =В+а- 228, 

т. поверхность 5, усзченнаго конуса, ты получится отъ вра- 
щеня трапеши АОСВ, очевидно, == АО а › 91 = ла (В а— 
— УЕ +В-+а+уй— В?) =4т0(а-+ В 

Подставивъ значешя п, аи В, Мы и `4.3 ‚1416.5. (5-3) = 
= 4.3,1416.5.8 = 502,656 кв. дюйма. 

Чтобы получить полную поверхность 5, надо къ боковой поверхности ©, 
прибавить площади двухъ круговъ. описанныхь радлтусами СО и АВ. Сумиа 
этихъ площадей = *С1? + т АВ? =т (01? - АВ?) =т { (В а — 
Ив Р- (В+ у@®—Е: ИЕ а == {(В + а)*—2 (Е-а) Уа—Е?-+ 
+ 4 — В? (В - а) --2 (В-+аУ а? — Е а — В? } =т [2(В- а? + 
8] = ЖРО ею ею ИН 

(а — В)| = 2«(а- В) .2а= 4та (а-+ В); откуда 5 =5, -- 4*а (а + В 
=4та (а -- В) - 4та (а В) = 8та (а | В) = 8 х2 = 502,656 х Зе 
—=1005,5312 кв. дюйма. 

Объемь Г усзченнаго конуса, который получится оть вращевья трапеции 


АВСО около оси ВС, очевидно, = = к (АВ? -- ОГ?- АВ. СБ). ВС; Г = 
= ат [4а («+ В (В- а—(У 2—8? }}].2В= эт 4а (а + В) + В*-- 
+ 2Ва + 2? — 0? +В . ЗВ= т 44? + баВ +28]. 2В = т (202 + 


+ 3а8 + В). В=зтВ(а + В) (2+ В=-. 3146.3. 8. 13 = 


—=1306,9056 куб. йа. 

456. Вь кругъь вписанъ квадрать, площадь котораго == 8 квадр. метрам: 
около круга описанъ равностороннй треугольникь, одна сторона котораго па- 
раллельна сторон® квадрата. Вся фигура вращается около продолженнаго д1з- 
метра круга, проходящаго черезъь вершину треугольника. Вычислить объемы 
трехь тёлъ вращевя. 

Рене. Вычислимъ прежде всего радлуеь круга, въ который вписан. 
квадрать АВС (чертежь 3). Если мы искомый радтусь назовемъ черезъ х’, то; 
пользуясь известной теоремой планиметрии, мы можемъ написать АВ = "Уз. 2. 


Площадь © квадрата АВОШ = АВ? = (И 8} =, но изъ условя задачи 
МЫ знаемъ, что 5 = 8; слфдовательно, 22 = 8; 92 = 4. Г = 2. Опредёлимъ 
теперь сторону треугольника ЕКЕ, считая ее за х. Для. этого центръ треуголь- 
ника О соединимъ съ его вершинами К, В и ЕЁ прямыми ОК, ОЕ и ОЕ. 
Тогда треугольникь КЕЕ разобьется на три треугольника: ОКЕ, ОКЕ и ОЕЕ, 

















сумма площадей которых == площади треугольника К ЕЕ. Площадь 5, треуголь- _ 


ое 
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КЕ.т 


ника ОКЕ = = (г, какъ радлусь, проведенный въ точку касаня, пер- 

о къ КЕ и, сл$довательно, служить высотой треугольника ОКЕ); 
. Т > 

=—5 ==“; подобнымь же образомь мы найдемь, что площадь 


тт 
каждаго изъ а ОКЕ и ОЕЕ = ->-; слБдовательно, площадь тре- 


угольника ЕКЕ = —5 > Или, подставляя вмЪсто г найденное для него значенте 


2, мы получимъ, что а треугольника КЕ = 3х. Но, съ другой стороны, 
мы знаемъ, что площадь равносторонняго треугольника, имзющаго сторону х, = 
12 


= УЗ: откуда 32= УЗ; 3=2 УЗ; 12=2 УЗ; = ух = 
ее = 4У3. 





В 
Е М 
А С 
р 
Черт. 4 
Вычислимъ телерь объемъ Г конуса, который получился я а 
треугольника КЕЙ около оби К7; УТ = зп. Ки; но ЕЙ =-:, КИ = 


= в — ее Г 72 —— == и > из слЪдовательно, Г = 


ее д. РИ == Не а. п. 64. р У 


те к. те УТ, шара, съ рамусомь г==2, мы АН по 


формул Г, = т ах 0 = . Оть вращеня квадрата АВОЛ около К 





2 киа 
получимъ цилиндръ, объемъ И» котораго =*.СМ?. Аб =т И Е ту 9 = 
в ле. =4=И/2. 


ы Въ конусь, ралтусь основатя котораго = 12 дюймамъ, а высота = 
—16 дюймамъ, вписань шаръ. Узнать ребро куба, вписаннаго въ этоть шаръ 
(съ точностью до 0,01). 

Рьшене. Рамусъ шара ОМ (чертежь р зе 
дтусъ шар р АВ--ВС-АС- АВ БС -+ 24° 
гдз ВС = АВ = и АП - ВО? = У 122 4 162 = 20; слВдовательно, ОМ = 
== — В ДПагональ куба, вписаннаго въ шаръ, = маметру 
этого шара, т.-е. = 12. Обозначимь ребро куба черезъ х. Мы знаемъ, что сумма: 
квадратовъ трехъ измзренй прямоугольнаго параллелепипеда == квадрату длаго-- 
нали этого параллелепипеда; слФдовательно, 322? = 122, или 2 =48, а д = 
—=4/ 3 = 6,93 дюйма. 8 

458. По данному объему Г усВченнаго конуса, его высотВ й и площади’ 
т? трапещи, происшедшей оть сёченя конуса плоскостью, проходящею черезъ 
его ось, опредзлить радлусы о конуса. 


.— 
—- 
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Риюшени. Обозначимь рамусы верхняго и пижняго основай ковуса 
АВСШ (чертежь 5) черезь Ви В,. Площадь 5 трапеци АВСВ =: (АБ + ВО). 
‚ 00. =: (2В--28,) й=(В-+В,) №; во, по условшю, имемъ: 9 т?: с8- 

довательно, ВЫ) Вт. - (1); объемь Г конуса. АВС = 
=1 т тв В? ВВ, В, отсюда получаемЪ П уравнене: В?-- В 2+ ВВ, = 
с ‚ (2). Для опредълешя В и В, ршимъ совмфстно уравненя 1-06 и 2-е. 


Введем 1-ое уравнен!е въ квадрать и вычтемъ изъ него уравнене 2-06; тогда 
И 


ПОЛУЧИМЪ: (В-- В, — № — 2 —ВВ, =" — И ВВ, = #=— 


тр. * 
— Зная, чему равны сумма и произведене двухъь количествь, мы можемь 


и квадратное уравнене, корнями котораго будуть данныл количе Е ВОИЧеСТЕА: 
-: Зи и? Е ЗУ ` 
2 — ое - п) =0; откуда = (* И к 


тй 
пи — 4 кий + 12 УЙ 1 3 (ВУ — =т?) \ 
оу еенаи Е) т. (т и. р. 
Такимъ образомь, 7, =В их. =В,, или же о и т, = В. Каждому 


3 -- — =тА) 
ИЗЪ ЭТИХЪ а соотвфтетвують два отвзта: 5" г ("= а ее 


Е: — — п”) ‚- 
2 -Е АА Е ИА 





ЧЕРТ. 5 — ЧЕРТ. © 


459. Ращусь шара = В =3,24 дюйма. Какую высоту долженъ имЪть 
сегменть этого шара, чтобы отношене его сферической поверхности къ площади 
его основавя равнялось т: =3:22 

Рещенме. Обозначимь черезь Н искомую высоту ВС (чертежь 6) сегмента 
и черезь х радусь 4С основанля сегмента. Паровая поверхность сегмента == 
—8*«ВН, и площадь основавя сегмента = =х?. По условю задачи, отношение 


2=ВН 
этихь поверхностей == те =>, откуда 72 о .... (1). Изъ прямо- 


‘угольнаго треугольника АОС имЪемъ: ОС? +- ДС"—=ОА?, или а НУ - = В?, 
или- [1 — ВН -- На - у? = В?, или Н—2ВН +7? = (2). Подста- 
_ ВЛЯЯ ВЪ и Е -06 вмБсто 2 его значене изъ т ть -Го0, ПОЛУЧИМ 


Н*—ЗЕН и "0. ь 06$ части посл5дияго уравневшя на Н, 


мы получимъ: Н. ор +" с — 0, откуда Н — и —_ — 2,16. 
460. Въ шаръ виисанъ ее такъ. что высота МС конуса а 7) 
длится въ ЦентрЪ О шара въ крайнемъ и среднемь отношени, при чемь МО 
есть больший, & ОС меньший изъ твхь двухъ отрЪзковь, на которые и 
высота. Найти отношен1е объема шара къ объему конуса. 
Рющенше. Обозначимь высоту МС черезь №. Вычислимь теперь лин 
этрёзковь МО и ОС. По условно, высота МС въ точк О длится въ крайнемъ 
нЕ отношении МС: м0= МО: ОС, или МС: МО = МО: (1С—021, 


3 
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и р: МО = МО: ®— МО), откуда МО-Ь. в й2 = 0: Мо. т 
= (5—1); 0б= Ме — МО=ь- (И =28— У5). 
Радтусь основашя конуса АС = ре — 00? = - ОМ 09 == 


2 КЕ а К 8 — 
о В у У 5—2. Объемь У шара, описаннагс 


около конуса, = — МЗ = — тйЗ Из - — = 8 о 18; объемъ 1% 
конуса АМВ = В МС = _- ( уз 5 —2). Искомое отношене объемовъ 
р: = = (Уб— пузо =(У5-— 1: 2(И5—-9= 


— (8 85—16: (2 Е 





ЧЕРТ. 


461. Объемь шара, имфюшаго въ даметрв 2,4 фута, равепь объем- 
конуса, имвющаго д1аметрь основаня = 1 Футу.  опредёлить отношенте боковой 
поверхности конуса къ поверхности шара. 


Решене. Боковзя поверхность 5 конуса = «В, ТДВ В =: (половинъ 
паметра основашя т равнаго 1), &1 требуется опредьдить. Поверхность 
тара 6. = 417? = 4=(1,2)2 = 5.76, а отношене 8: 5, = 411: 5,76к = 1: 11,58. 
Чтобы вычислить образующую 1 конуса (чертежь 1), придется предварительно 
узнать высоту конуса. 


Объемь И конуса = &^А2 = 11 (1) = др. 
Объемъ У, шара, имЪющаго о 2,4, равенъ 4п(1,2)3. Но У =Г,: 
стьдовательно, ий =; 4 =. (1,2); В =16. 2 — 97.6483 


Изъ прямотгольнаго а АВС имфемь: АВ = У 4С?- ВС? = 
= (27,648 -1=1:/(7,618)2.4 +1. 














Итакъ, отношене 5 — = ее - АВ т ЕЕ ый, Е 
(21,648)2.4=2; ше = ет, 48+ 4 — 2144167 + 0.60208 = 3.48540 
2 = 3051,8 1 +2= 3058,1; = ее; (5) = 1108068, —19234= 


8 = 





—1,56248=1 ео 56248 =0,38029;.5 : 5, = 8,4 (приблизит.). 


462. Одинъ изъ катетовь прямоугольнаго треугольника = а, другой == 
Опредфлить объемъ тБла, производимаго вращенемъ ‘треугольника около ги- 
потентзы. 

Решене. Отъь вращешя треугольника АВС (чертежъ 8) около гипотенузы 


Е. ВС получатся два конуса ВАД и САП. Объемь Г. 1-го = = п. АЕ?. ВЕ. 
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8, 


объень Г, Плмо=а жк. АЕ?. ЕС; У, УТ, ==. АЕ*(ВЕ-+- ЕС) = 
| 


3 ^АЕ*.: ВС. Чтобы опредфлить АЕ, опредфлимь сначала ВС. ИмЗемъ: 


ВС =У АВ? -- А0?=уУа + 9. 
Принимая во ввимане, чо ВС. АЕ = АВ. АС (и правая, и лЬвая 
часть представляють удвоенную площадь одного и того же треугольника) 


В Е Ь 
получимь уравнение: 1/а2 -- 52. АЕ = 06, откуда АЕ =“ 
учимь ур У ‚ отку не 


Подставляя въ = хАЁЕ?. ВС, вызсто АЕ и ВС, ихъ найденныя значения. 


: еее а?6? Е ВЕ, 
мы получим: У, НУ. = т. 2 в. У а? -|- 62 = Е. : 

463. Изь вершины 4 прямоугольнаго треугольника АБС (чертежь 9) 
опущенъ перпендикулярь АМ на гипотенузу ВС. Фигура вращается около 
катета АВ. Зная, что 4АВ-- ВС=а=240,14 метра, а уголь В=47°15', опредлить 
объемь тЬла, образуемаго вращенемъ треугольника АМС. 

Рищенае. Отъь вращешя треугольника АМС около АВ, очевидно, получится 
усъченный конусъ САДЕММ, изь котораго вынуть полный конусь МАЕМ, и, 
слфловательно, искомый объемъ тзла вращения будеть = объему усВченнаго конуса 

/ 
безъ объема полнаго конуса, т.-е. Г, = Т7слремм —Т мави= АА (АС? -- 
-- ММ? + 46. ММ) —=- МА ММ 4 (4084 40. ММ)... (1). 
Пусть АВ==а; изь прямоугольнаго треугольника АВС найдемь: АС = 
= АВВ = 49В, и ВС = : изъ прямоугольнатго же треугольника АМБ’ 


—-— 
===> 








НЯ 
СозВ 
получимъ: 4М=АВ5тВ= хотВ:; ваконецъ, изъ прямоугольнаго треугольника 
ММА найдемъ: МА = АМСо; {МАМ = бт? В, и ММ = АМСо$ / ММА = 
— хб4иВОозВ. Согласно же условю, АВ -- ВС =а= 240,14 метра, т.-е. 

СозВ СозВ 
х- В = а, или х (1 -- СозВ) = аСо5В, ОТКУДА 2 = - ЕВ == Е В . 
Найденныя и. 2 ДЛЯ 9, МА, АС и ММ о въ выражеше (1): 
__ дАЗБИЙВ ‚ор — ПАОИВ 1 и 
те . . ть В ( < детв) - 1 
п 24058 = (1 + яв) т 24С058 = . С052%’ ГАЗ ф = СозВ  (0847°15 ; 
или 1910$ == доп. 19С0$47°15' = 0.16826 
—802 —55°49'53” 
24—53”; 
слЪдовательно, ас19$9Ф = 55°49'53”, а потому 
у — т. 240,148. 00894115’. Ба" 
< —^  24003623°31730”С05255°49'53"” ` 
или 197. = 10т-+ 319240,14 -- 319С0541°15' + 44954715” - доп. 1924 -- 
--6 доп. 1900523°37’30"”-Е2 доп. 19С0355°49'53"=0,49715--7.14138--9.49522 —- 
-- 9,46356 + 8,61979 -+ 0,22809 - 0,50110 =5,94629 

















— 626 — 883675 
3 
— 2,8 —7 
Е - 
75 


Итакъ, Г. = 889675 кубическихь нетровз. 


_ 464. Длины сторонъ треугольника, въ футахъ, суть 96, 29 и 25. Опре- 
дЪлить длину каждой изъ трехъ его высоть. 
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Рещене. Пользуясь теоремой, что площадь треугольника по тремъ сторо- 
намъ его а, Бис равна /рф—а@@ф—Ь)(ф— 6), 8 р — полупериметрь, 
найдемъь площадь даннаго треугольника: Эд = У 45.9.16.20=3.4.30=360 
квадр. футовъ. Но, съ другой стороны, принявъ сторону въ 36 футовъ за основан!е 
треугольника и обозначивъ высоту относительно этой стороны черезъ й, , найдемъ: 
площадь треугольника & = 18 =3 60, откуда #. =20 футовь. Принявъ 
сторону въ 29 футовъ за основан1е и обозначивъ черезъ й. высоту относительно 
этой стороны, находимъ: бл = _ — 360, откуда №, = 45 фута. Наконецъ 
принявъ сторону въ 25 футовъ за основанте и обозначивъ черезъ й. высоту отно- 


сительно этой стороны, имЗемъ: Эл == = — 360, откуда №. = 8 фута. 

465. Прямой параллелепипедъь АВСОЕЕСН (чертежь 10) иметь въ 
основани параллелограммъ, въ которомъ дагональ 4С = 14,278 дцм., сторона 
СВ=! АС, и уголь АВС = 106°6'7”. Ллагональ параллелепипеда ЕС образуеть 
съ плоскостью основантя уголь х = 57°46'51”. Найти объемъ параллелепипеда, 
а также уголь между длагоналями основатй 4Си ЕН. 


Рищене. Объемъ параллелепипеда АВСРЕЕСН будеть равняться площади 
`основамя АВСПО, умноженной на высоту АЕ. Площадь основая АВСЛ = 
= удвоенной площади треугольника АСВ; блдсв = м сл8- 
довательно, намъ необходимо опредфлить / АСВ. По теорем® синусовъ составимъ 


‚. бт (САВ т _ Эт. АВС 
пропорции: ху, удва = до — ‘а’ ОТК Ют / САВ = а 


= Е = Е ‚ пли 195% / САВ= 195%13°53'53" — 194 = 
— 9,98262 
— 0,60206 ` Итакь, /САВ = 13°53'53", 
9,38056 3 а / АСВ= 180° — (/САВ- 
__— 011 1375953 + ДАВС) =18°—190°=60°. 
9 к СлЪдовательно, ЭГ] ВАСО = 
= = 1403960". 





ЧЕРТ. и 


Высоту же АЕ параллелепипеда опредёлимъ изъ прямоугольнаго треуголь- 
ника АРС, а именно: АР — АС. / ЕСА = АС ‚ 40$. Следовательно, Г, = 
= АС бб” = И О Ди у, = 3414,278 + 
— 109%060° - 11957°46'51” -- доп. 194 = 3.46401 ++ 9.93753 + 0,20052 + 
- 9.39794 = 3,00000. Итакъ, Г, = 1000 куб. децин. 

Теперь найдемъ уголъ между дагоналями основашй АС и ЕН, или, что 
все равно, /СОВ между магоналями АС и ПВ, ибо ОВ | ЕН, По теорем 
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ЖЕ. 
ннусовъ, напишемь пропорди: =" - а = о = 220 : 5.46 =>, ИЛИ 5 — 
| $ 
а вт Д СОВ а 5т д Сов гы ори 
5(60°  Д СОВ) а 0$ д СОВ + 15т Д бов ИЗ д сов-г 
паи Со {С0В === УЗ. ^ - ® = 0,23856 
—856 —30°. 


Итакъ, /СОВ = 35°. 


465. Въ прямоугольномь треугольник АВС, у котораго катеть АС =Ь 
и катеть АВ=с, черезь середину М стороны АС проведена лия ОМ, 
параллельная АВ. Опредфлить боковую поверхность усфченнаго конуса, произ- 
водимаго вращенемъ трапеци ВОМА около АС. 


Ращенае. Поверхность © усЪченпаго конуса, который получится оть вра- 
щеня трапеши ВОМА около АС (чертежь 11), =*(ОМ + ВА) ВР. Изь паз- 
ниметрии извзетно, что лишя, проведенная черезъ середину стороны треугольника 
параллельно основашю, равняется половинз основаня и дфлить противоположную 


__ ВС _УлАвВ?- АС? 


А : 
сторону пополамъ. А потому ХМ = —_ и ВО = о. . Подставяяя 


въ выражение поверхности $ вмёсто ДМ, АВ и ВР ихъ значешя, получимъ: 


т: Ут> р РИ 
$ = "(5 Не” = Зе УР +- =. 





